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算法 在 计算 科学 中 扮演 着 重要 角色 。 算 法 设计 是 计算 机 科学 与 技术 专业 的 必修 课 , 其 
目标 是 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 , 使 学 生 掌握 算法 设计 的 基本 技巧 和 方法 ,熟悉 
算法 分 析 的 基本 技术 ,并 能 熟练 运用 一 些 常用 算法 策略 解决 一 些 较 综合 的 问题 。 

在 学 习 本 书 之 前 ,学 生 已 经 学 习 了 基本 的 数据 结构 知识 ,能 熟练 运用 一 门 或 多 门 编程 语 
言 , 并 具备 了 一 定 的 编程 经 验 。 如 何 利用 已 学 过 的 知识 针对 不 同 的 实际 问题 设计 出 有 效 的 
算法 ,是 本 书 所 要 达到 的 目的 。 

本 书 的 特点 是 “问题 模型 化 ,求解 算法 化 ,设计 最 优化 ”, 在 掌握 必要 的 算法 设计 技术 和 
编程 技巧 的 基础 上 ,能够 在 实际 工作 中 根据 具体 问题 设计 和 优化 算法 。 本 书 是 针对 这 一 特 
点 并 结合 课程 组 全 体 教师 多 年 的 教学 经 验 编写 的 。 


全 书 由 12 章 构成 ,各 章 的 内 容 如 下 。 

第 1 章 概论 : 介绍 算法 的 概念 ,算法 分 析 方 法 和 STL 在 算法 设计 中 的 应 用 。 

第 2 章 递归 算法 设计 技术 : 介绍 递归 的 概念 .递归 算法 设计 方法 和 相关 示例 .递归 算 
法 到 非 递 归 算法 的 转化 以 及 递 推 式 的 计算 。 

第 3 章 分 治 法 : 介绍 分 治 法 的 策略 和 求解 过 程 , 讨 论 采 用 分 治 法 求解 排序 问题 ,查找 
问题 .最 大 连续 子 序列 和 问题 ,大 整数 乘法 问题 及 和 矩 阵 乘 法 问题 的 典型 算法 ,并 简要 介绍 了 
并 行 计算 的 概念 。 

第 4 章 蛮 力 法 : 介绍 蛮 力 法 的 特点 、 蛮 力 法 的 基本 应 用 示例 、 递 归 在 变 力 法 中 的 应 用 
以 及 图 的 深度 优先 和 广度 优先 遍历 算法 。 

第 5 章 回溯 法 : 介绍 解 空间 概念 和 回溯 法 算法 框架 ,讨论 采用 回溯 法 求解 0/1 背包 
问题 .装载 问 题 子 集 和 问题 .n 皇后 问题 .图 的 m 着 色 问 题 、 任 务 分 配 问 题 、 活 动 安排 问题 
和 流水 作业 调度 问题 的 典型 算法 。 

第 6 章 分 枝 限 界 法 : 介绍 分 枝 限 界 法 的 特点 和 算法 框架 、 队 列 式 分 枝 限 界 法 和 优先 
队列 式 分 枝 限 界 法 ,讨论 采用 分 枝 限界 法 求解 0/1 背包 问题 .图 的 单 源 最 短路 径 、 任 务 分 配 
问题 和 流水 作业 调度 问题 的 典型 算法 。 

第 7 章 贪心 法 : 介绍 贪心 法 的 策略 .求解 过 程 和 贪心 法 求解 问题 应 具有 的 性 质 ,讨论 
采用 贪心 法 求解 活动 安排 问题 .背包 问题 .最 优 装 载 问题 .田鼠 赛马 问题 .多 机 调度 问题 、 哈 
夫 曼 编码 和 流水 作业 调度 问题 的 典型 算法 。 

第 8 章 动态 规划 : 介绍 动态 规划 的 原理 和 求解 步骤, 讨论 采用 动态 规划 法 求解 整数 
拆 分 问题 .最 大 连续 子 序列 和 问题 .三 角形 最 小 路 径 问题 .最 长 公共 子 序列 问题 .最 长 递增 子 
序列 问题 编辑 距离 问题 .0/1 背包 问题 .完全 背包 问题 .资源 分 配 问题 会议 安 排 问 题 和 滚 
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动 数组 的 典型 算法 。 

第 9 章 图 算法 设计 : 讨论 构造 图 最 小 生成 树 的 两 种 算法 (Prim 和 Kruskal 算法 ,并 查 
集 的 应 用 ) 、 求 图 的 最 短路 径 的 4 种 算法 (Dijkstra、Bellman-Ford、SPFA 和 Floyd) ,并 采用 5 种 
算法 策略 求解 旅行 商 问题 (TSP 问题 ) ,最 后 介绍 网 络 流 的 相关 概念 以 及 求 最 大 流 和 最 小 费 
用 最 大 流 的 算法 。 

第 10 章 ， 计 算 几 何 : 介绍 计算 几何 中 常用 的 矢量 运算 以 及 求解 凸 包 问 题 . 最 近 点 对 问 
题 和 最 远 点 对 问题 的 典型 算法 。 

第 11 章 计算 复杂 性 理论 简介 : 介绍 图 灵机 计算 模型 .P 类 和 NP 类 问题 以 及 NPC 
问题 。 

第 12 章 ， 概 率 算法 和 近似 算法 : 介绍 这 两 类 算法 的 特点 和 基本 的 算法 设计 方法 。 

书 中 带 “ x ”符号 的 章节 作为 选 学 内 容 。 
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本 书 具 有 如 下 鲜明 特色 。 

(1) 由 浅 入 深 ,循序 渐进 : 每 种 算法 策略 从 设计 思想 .算法 框架 入 手 , 由 易 到 难 地 讲解 
经 典 问题 的 求解 过 程 , 使 读者 既 能 学 到 求解 问题 的 方法 ,又 能 通过 对 算法 策略 的 反复 应 用 掌 
握 其 核心 原理 ,以 收 到 融会 贯通 之 效 。 

(2) 示例 丰富 ,重视 启发 : 书 中 列举 大 量 的 具有 典型 性 的 求解 问题 ,深入 剖析 采用 相关 
算法 策略 求解 的 思路 ,展示 算法 设计 的 清晰 过 程 ,并 举一反三 ,激发 学 生 学 习 算法 设计 的 
兴趣 。 

(3) 注重 求解 问题 的 多 维 性 : 同一 个 问题 采用 多 种 算法 策略 实现 ,如 0/1 背包 问题 采用 

可 溯 法 、 分 枝 限 界 法 和 动态 规划 求解 ,旅行 商 问题 采用 5 种 算法 策略 求解 。 通 过 不 同 算法 策 
略 的 比较 ,使 学 生 更 容易 体会 到 每 一 种 算法 策略 的 设计 特点 和 各 自 的 优 /缺点 ,以 提高 算法 
设计 的 效率 。 
(4) 强调 实验 和 动手 能 力 的 培养 : 算法 讲解 不 仅 包含 思 路 描述 ,而 且 以 C/C++ 完整 程 
序 的 形式 呈现 ,同时 给 出 了 大 量 的 上 机 实验 题 和 在 线 编程 题 , 大 部 分 是 近 几 年 国内 外 的 著名 
IT 企业 面试 笔试 题 (谷歌 ,微软 .阿里 巴巴 .腾讯 ,网易 等 ) 和 ACM 竞赛 题 。 通 过 这 些 题 目的 
训练 ,不 仅 可 以 提高 学 生 的 编程 能 力 , 而 且 可 以 帮助 其 直面 求职 市 场 。 

(5) 本 书 配套 有 《算法 设计 与 分 析 ( 第 2 版 ) 学 习 与 实验 指导 》( 李 春 葆 ,清华 大 学 出 版 
社 ,2018) ,涵盖 所 有 练习 题 `、 上 机 实验 题 和 在 线 编程 题 的 参考 答案 。 

(6) 本 书 配套 有 绝 大 部 分 知识 点 的 教学 视频 ,视频 采用 微 课 碎 片 化 形式 组 织 ( 含 100 多 
个 小 视频 ,累计 超过 20 小 时 ) ,读者 通过 扫描 二 维 码 即 可 观看 相关 视频 讲解 。 

















本 书 提供 的 教学 资源 包括 完整 的 教学 PPT 和 书 中 全 部 源 程序 代码 (在 VC++6.0 中 调试 
通过 ) ,用 户 可 以 扫描 封底 课件 二 维 码 免费 下 载 。 

本 书 的 编写 得 到 湖北 省 教育 厅 和 武汉 大 学 教学 研究 项 目 《 计 算 机 科学 与 技术 专业 课程 
体系 改革 》 的 大 力 帮 助 ,清华 大 学 出 版 社 的 魏 江 江 主任 全 力 支持 本 书 的 编写 工作 , 王 冰 飞 老 








师 给 予 精 心 的 编辑 工作 。 

本 书 在 编写 过 程 中 参考 了 很 多 同行 的 教材 和 网 络 博 客 ,特别 是 “ 牛 客 网 ”中 众多 的 企业 
面试 ,笔试 题 和 丰富 资源 给 予 编者 良好 的 启发 ,河南 工程 学 院 张 天 伍 老师 和 使 用 本 教材 第 1 
版 的 多 位 老师 指正 多 处 问题 和 错误 ,在 此 一 并 表示 衷心 感谢 。 

本 书 是 课程 组 全 体 教 师 多 年 教学 经 验 的 总 结 和 体现 ,尽管 编者 不 遗 余力 ,但 由 于 水 平 所 
限 ,难免 存在 不 足 之 处 , 敬 请 教师 和 同学 们 批评 指正 ,在 此 表示 衷心 感谢 。 
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算法 设计 与 分 析 伸 @ 加 


算法 是 程序 的 灵魂 ,一 个 程序 应 包括 对 数据 的 表示 (数据 结构 ) 和 对 操作 的 描述 (算法 ) 
两 个 方面 的 内 容 , 所 以 著名 计算 机 科学 家 沃 思 提出 了 * 数 据 结构 十 算法 = 程序 ”的 概念 。 同 
一 问题 可 能 有 多 种 求解 算法 ,通过 算法 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 分 析 判 定 算法 的 好 坏 。 本 
章 讨 论 算法 设计 和 分 析 的 相关 概念 ,以 及 采用 C++ 标 准 模板 库 (STL) 设 计算 法 的 方法 。 


算法 的 概念 兴 


1.1.1 什么 是 算法 

算法 Calgorithm) 是 求解 问题 的 一 系列 计算 步骤 ,用 来 将 输入 数据 转换 成 输出 结果 ,如 
图 1. 1 所 示 。 如 果 一 个 算法 对 其 每 一 个 输入 实例 都 能 输出 正 
确 的 结果 并 停止 , 则 称 它 是 正确 的 。 一 个 正确 的 算法 解决 了 
给 定 的 求解 问题 ,不 正确 的 算法 对 于 某 些 输入 来 说 可 能 根本 图 1.1 算法 的 概念 
不 会 停止 ,或 者 停止 时 给 出 的 不 是 预期 的 结果 。 





输入 > | 算法 | 忆 > 输出 





























算法 设计 应 满足 以 下 几 个 目标 。 Ee 

(1) 正确 性 : 要 求 算法 能 够 正确 地 执行 预先 规定 的 功能 和 性 能 要 求 。 
这 是 最 重要 也 是 最 基本 的 标准 。 

(2) 可 使 用 性 : 要 求 算 法 能 够 很 方便 地 使 用 。 这 个 特性 也 叫 作 用 户 友 “| 回 @ 人 史 光 
好 性 。 视频 讲解 


(3) 可 读 性 : 算法 应 该 易于 人 的 理解 ,也 就 是 可 读 性 好 。 为 了 达到 这 个 要 求 ,算法 的 好 
辑 必 须 是 清晰 的 ,简单 的 和 结构 化 的 。 

(4) 健壮 性 : 要 求 算法 具有 很 好 的 容错 性 , 即 提供 异常 处 理 , 能 够 对 不 合理 的 数据 进行 
检查 ,不 经 常 出 现 异常 中 断 或 死机 现象 。 

(5) 高 效率 与 低 存储 量 需求 : 通常 ,算法 的 效率 主要 指 算法 的 执行 时 间 。 对 于 同一 个 
问题 如 果 有 多 种 算法 可 以 求解 ,执行 时 间 短 的 算法 效率 高 。 算 法 存储 量 指 的 是 算法 执行 过 
程 中 所 需 的 最 大 存储 空间 。 效 率 和 低 存储 量 都 与 问题 的 规模 有 关 。 

【 例 1.1】 以 下 算法 用 于 在 带头 结 点 的 单 链表 中 查找 第 一 个 值 为 x 的 结 点 ,找到 后 
返回 其 逻辑 序号 (从 1 计 起 ) ,否则 返回 0。 分 析 该 算法 存在 的 问题 。 

#include < stdio.h> 


typedef struct node 
{ int data; 





PE struct node * next; 


} LNode; // 单 链表 结 点 类 型 定义 
int findx(LNode * h,int x) 
{ LNode *p=h—>next; 

int i=0; 

while (p—> data!= x) 

0 

P 一 P 一 > next; 
} 





return i; 


} 


当 单 链表 中 的 首 结 点 值 为 x 时 该 算法 返回 0, 此 时 应 该 返回 逻辑 序号 1。 另 外 , 当 
单 链表 中 不 存在 值 为 zx 的 结 点 时 该 算法 执行 出 错 ,因为 p 为 NULL 时 仍 执行 pb 一 p 一 > 
next。 所 以 该 算法 不 满足 正确 性 和 健壮 性 ,应 改 为 如 下 算法 。 


int findx(LNode * h,int x) 


{ LNode * p 一 h 一 > nexti //p 初始 时 指向 首 结 点 
ja 
while (p! 王 NULL && p—> data!=x) 
rn 
p=p—> next; 
} 
if (p==NULL) // 没 找到 值 为 x 的 结 点 返回 0 
return 0; 
else // 找 到 值 为 x 的 结 点 返回 其 逻辑 序号 i 
return i; 
} 
算法 具有 以 下 5 个 重要 特性 。 


(1) 有 限 性 : 一 个 算法 必须 总 是 (对 任何 合法 的 输入 值 ) 在 执行 有 限 步 之 后 结束 , 且 每 
一 步 都 可 在 有 限时 间 内 完成 。 

(2) 确定 性 : 算法 中 的 每 一 条 指令 必须 有 确切 的 含义 ,不 会 产生 二 义 性 。 

(3) 可 行 性 : 算法 中 的 每 一 条 运算 都 必须 是 足够 基本 的 ,也 就 是 说 它们 在 原则 上 都 能 
精确 地 执行 ,甚至 人 们 仅 用 笔 和 纸 做 有 限 次 运算 就 能 完成 。 

(4) 输入 性 : 一 个 算法 有 零 个 或 多 个 输入 。 大 多 数 算法 的 输入 参数 是 必要 的 ,但 对 于 
较 简单 的 算法 ,如 计算 1 十 2 的 值 , 不 需要 任何 输入 参数 ,因此 算法 的 输入 可 以 是 零 个 。 

(5) 输出 性 : 一 个 算法 有 一 个 或 多 个 输出 。 算 法 用 于 某 种 数据 处 理 , 如 果 没 有 输出 ,这 
样 的 算法 是 没有 意义 的 ,这 些 输出 是 和 输入 有 着 某 些 特定 关系 的 量 。 

说 明 : 算法 和 程序 是 有 区 别 的 ,程序 是 指使 用 某 种 计算 机 语言 对 一 个 算法 的 具体 实现 ， 
即 具 体 要 怎么 做 ,而 算法 侧重 于 对 解决 问题 的 方法 描述 , 即 要 做 什么 。 算 法 必须 满足 有 限 
性 ,而 程序 不 一 定 满足 有 限 性 ,例如 Windows 操作 系统 在 用 户 没 有 退出 、 硬 件 不 出 现 故 障 以 
及 不 断 电 的 条 件 下 理论 上 可 以 无 限时 运行 ,所 以 严格 上 讲 算法 和 程序 是 两 个 不 同 的 概念 。 
当然 ,算法 也 可 以 直接 用 计算 机 程序 来 描述 ,本 书 就 是 采用 这 种 方式 。 

【 例 1.2】 有 下 列 两 段 描 述 。 


描述 1 和 描述 2 了 
void examl() void exam2() 
{ int ni; 人 
ns y= 0 
while (n%2==0) x=5/y; 
n 一 n 十 2; printf("%d, Wd\n", x,y); 
printf("% d\n", n); . 


@00,4 和 和 








算法 设计 与 分 析 \ 目 GO 





这 两 段 描述 均 不 能 满足 算法 的 特性 ,它们 违反 了 算法 的 哪些 特性 ? 

第 一 段 是 一 个 死 循 环 ,违反 了 算法 的 有 限 性 特性 ; 第 二 段 出 现 除 零 错误 ,违反 了 算 
法 的 可 行 性 特性 。 
1.12 算法 描述 

描述 算法 的 方式 很 多 ,有 的 采用 类 Pascal 语言 ,有 的 采用 自然 语言 
码 。 本 书 采用 C/C++ 语言 描述 算法 的 实现 过 程 ,通常 用 C/C++ 函数 来 描述 : 
算法 。 视频 讲解 

以 设计 求 1 十 ?十 … 十 的 值 的 算法 为 例 说 明 C/C++ 语言 描述 算法 的 一 般 形式 ,该 算法 
如 图 1.2 所 示 。 


算法 的 返回 值 : 正 确 执行 时 返回 真 , 否 则 返回 假 和 




















bool fun(int n.int s) 





人 int 
f(n<=0) return false; 。 // 当 参数 错误 时 返回 假 
s=0; 
for (i=1;i<=n;it+) 
s+t=i; 
return true; // 当 参数 正确 并 产生 正确 结果 时 返回 真 








图 1.2 算法 描述 的 一 般 形 式 


通常 用 函数 的 返回 值 表示 算法 能 否 正 确 执行 , 当 算法 只 有 一 个 返回 值 或 者 返回 值 可 以 
区 分 算法 是 否 正 确 执 行 时 用 函数 返回 值 来 表示 算法 的 执行 结果 ,另外 还 可 以 带 有 形 参 表示 
算法 的 输入 /输出 。 任 何 算法 (用 函数 描述 ) 都 是 被 调用 的 (在 C/C++ 语言 中 除 main 函数 外 
任何 一 个 函数 都 会 被 其 他 函数 调用 ,如 果 一 个 函数 不 被 调用 ,这 样 的 函数 是 没有 意义 的 )。 
在 C 语 言 中 调用 函数 时 只 有 从 实 参 到 形 参 的 单 向 值 传 递 ,在 执行 函数 时 若 改 变 了 形 参 ,对 
应 的 实 参 不 会 同步 改变 。 例 如 设计 以 下 主 函数 调用 上 面 的 fun 函数 。 


void main() 

{ inta=10,b=0; 
if (fun(a,b)) printf("% d\n",b); 
else printf(" 参 数 错误 \n"); 

} 


在 执行 时 发 现 输 出 结果 为 0, 因为 5 对 应 的 形 参 为 ; ,fun 执行 后 ;二 55, 但 s 并 没有 回 传 
给 实 参 5。。 在 C 语 言 中 可 以 用 传 指针 方式 来 实现 形 参 的 回 传 ,但 增加 了 函数 的 复杂 性 。 为 
此 在 C++ 语 言 中 增加 了 引用 型 参数 的 概念 ,引用 型 参数 名 前 需 加 上 & ,表示 这 样 的 形 参 在 
执行 后 会 将 结果 回 传 给 对 应 的 实 参 。 上 例 采 用 C++ 语 言 描述 算法 如 图 1. 3 所 示 。 

当 将 形 参 * 改 为 引用 类 型 的 参数 后 ,在 执行 时 main 函数 的 输出 结果 就 正确 了 , 即 输 出 
55。 由 于 C 语言 不 支持 引用 类 型 ,C++ 语言 支持 引用 类 型 ,所 以 本 书 的 算法 描述 语言 
C/C++ 语言 。 需 要 注意 的 是 ,在 C/C++ 语言 中 数组 本 身 就 是 一 种 引用 类 型 ,所 以 当 数 组 作为 
形 参 需要 回 传 数据 时 其 数组 名 之 前 不 需要 加 站 , 它 自动 将 形 参 数组 的 值 回 传 给 实 参数 组 。 


所 OOzxdR3 





算法 的 返回 值 :正确 执行 时 返回 真 , 否 则 返回 假 。 算法 的 形 参 ,s 为 引用 型 参数 





bool fun(int n.int &s) 
{ inti; 
让 (n<=0) return false; 。 // 当 参数 错误 时 返回 假 
s=0; 
for (i=1;i<=n;i++) 








s+t=i; 


Teturn true; // 当 参数 正确 并 产生 正确 结果 时 返回 真 











图 1.3 带 引 用 型 参数 的 算法 描述 的 一 般 形式 


算法 中 引用 型 参数 的 作用 如 图 1.4 所 示 ,在 设计 算法 时 ,如 果 某 个 形 参 需要 将 执行 结果 
回 传 给 实 参 , 则 将 该 形 参 设 计 为 引用 型 参数 。 带 有 引用 型 参数 的 程序 不 能 在 Turbo C 中 运 
行 ,可 以 在 BCr+ 、Visual C++ 、Dev C++ 等 编译 环境 中 运行 ,通常 程序 文件 扩展 为 . cpp 而 不 
是 .c。 








C 语 言 : C++ 语 言 : 
void main() void main() 
{ is { i 
fun(a,b) fun(a.b) 
函 } 站 函 } 和 
并 站 
间 @ T y O| ONWVO 
用 li 用 A 
int fun(int n,int s) int fun(int n,int &s) 
人 { 
} ”QD: 单 向 值 传递 @: 回 传 。 ，) 


图 1.4 算法 中 引用 型 参数 的 作用 


说 明 : C 语言 没有 提供 实 参 和 形 参 的 双向 传递 ,可 以 说 这 是 C 语言 的 一 个 缺陷 ,在 很 多 
计算 机 语言 中 都 改进 了 这 一 点 ,例如 在 Visual Basic 语言 中 函数 形 参 需要 指定 是 ByVal( 传 
值 , 即 单 向 值 传递 ) 还 是 ByRef( 传 引用 , 即 双向 传递 )。 在 C++ 中 提供 了 引用 类 型 ,通常 将 函 
数 形 参 定义 为 引用 类 型 ,以 实现 实 参 和 形 参 的 双向 传递 。 


113 算法 和 数据 结构 
算法 与 数据 结构 既 有 联系 又 有 区 别 。 





数据 结构 是 算法 设计 的 基础 。 算 法 的 操作 对 象 是 数据 结构 ,在 设计 算法 时 通常 要 构建 aa 


适合 这 种 算法 的 数据 结构 。 数 据 结构 设计 主要 是 选择 数据 的 存储 方式 ,例如 确定 求解 问题 
中 的 数据 采用 数组 存储 还 是 采用 链表 存储 等 。 算 法 设计 就 是 在 选 定 的 存储 结构 上 设计 一 个 
满足 要 求 的 好 算法 。 

另外 ,数据 结构 关注 的 是 数据 的 逻辑 结构 ,存储 结构 以 及 基本 操作 ,而 算法 更 多 的 是 关 
注 如 何在 数据 结构 的 基础 上 解决 实际 问题 。 算 法 是 编程 思想 ,数据 结构 则 是 这 些 思 想 的 逻 
辑 基 础 。 
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1.14 算法 设计 的 基本 步骤 


算法 是 求解 问题 的 解决 方案 ,这 个 解决 方案 本 身 并 不 是 问题 的 答案 ,而 是 能 获得 答案 的 
指令 序列 , 即 算法 ,通过 算法 的 执行 获得 求解 问题 的 答案 。 算 法 设计 是 一 个 灵活 的 充满 智慧 
的 过 程 ,其 基本 步骤 如 图 1. 5 所 示 ,各 步骤 之 间 存 在 循环 反复 的 
分 析 求 解 问题 过 程 。 
i (1) 分 析 求 解 问题 : 确定 求解 问题 的 目标 (功能 )、 给 定 的 条 件 
算法 设计 策 咯 | (输入) 和 生成 的 结果 (输出 )。 
(2) 选择 数据 结构 和 算法 设计 策略 : 设计 数据 对 象 的 存储 结 
构 ,因为 算法 的 效率 取决 于 数据 对 象 的 存储 表示 。 算 法 设计 有 一 些 
ERGE| 通用 策略 ,例如 逻 代 法 、 分 治 法 .动态 规划 和 回溯 法 等 ,需要 针对 求 

















解 问题 选择 合适 的 算法 设计 策略 。 
全 法 分 析 (3) 描述 算法 ; 在 构思 和 设计 好 一 个 算法 后 必须 清楚 ,准确 地 

图 1.5 算计 设计 的 “将 所 设计 的 求解 步 攻 记录 下 来 , 妈 措 术 算 法 
二 (4) 证 明 算法 正确 性 ; 算法 的 正确 性 证 明 与 数学 证 明 有 类 似 之 


处 ,因此 可 以 采用 数学 证 明 方 法 ,但 用 纯 数 学 方法 证 明 算 法 的 正确 
不 仅 耗 时 ,而 且 对 大 型 软件 开发 也 不 适用 。 一 般 而 言 ,为 所 有 算法 都 给 出 完全 的 数学 证 明 并 
不 现实 ,因此 选择 那些 已 知 是 正确 的 算法 自然 能 大 大 减少 出 错 的 机 会 。 本 书 介绍 的 大 多 数 
算法 都 是 经 典 算法 ,其 正确 性 已 被 证 明 , 它 们 是 实用 和 可 靠 的 , 书 中 主要 介绍 这 些 算法 的 设 
计 思 想 和 设计 过 程 。 
(5) 算法 分 析 : 同一 问题 的 求解 算法 可 能 有 多 种 ,可 以 通过 算法 分 析 找 到 好 的 算法 。 
一 般 来 说 ,一 个 好 的 算法 应 该 比 同类 算法 的 时 间 和 空间 效率 高 。 


算法 分 析 米 


计算 机 资源 主要 包括 计算 时 间 和 内 存 空间 ,算法 分 析 是 分 析 算 法 占用 计算 机 资源 的 情 
况 ,所 以 算法 分 析 的 两 个 主要 方面 是 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 ,其 目的 不 是 分 析 
算法 是 否 正 确 或 是 否 容易 阅读 ,主要 是 考察 算法 的 时 间 和 空间 效率 ,以 求 改进 算法 或 对 不 同 
的 算法 进行 比较 。 

那么 如 何 评价 算法 的 效率 呢 ? 通常 有 两 种 衡量 算法 效率 的 方法 : 事后 统计 法 和 事前 分 
析 佑 算法 。 前 者 存在 这 些 缺 点 : 一 是 必须 执行 程序 ,二 是 存在 其 他 因素 掩盖 算法 本 质 。 所 





EE 以 下 面 均 采 用 事前 分 析 估 算法 来 分 析 算 法 效率 。 


12.1 算法 时 间 复 杂 度 分 析 
ES 


一 个 算法 用 高 级 语言 实现 后 ,在 计算 机 上 运行 时 所 消耗 的 时 间 与 很 多 因素 有 关 ,例如 计 
算 机 的 运行 速度 ,编写 程序 采用 的 计算 机 语言 编译 产生 的 机 器 语言 代码 质量 和 问题 的 规模 
等 。 在 这 些 因 素 中 ,前 3 个 都 与 具体 的 机 器 有 关 。 撤 开 这 些 与 计算 机 硬件 .软件 有 关 的 因 
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素 , 仅 考虑 算法 本 身 的 效率 高 低 , 可 以 认为 一 个 特定 算法 的 “运行 工作 量 ?的 大 小 只 依赖 于 问 
题 的 规模 (通常 用 整数 量 n 表示 ) ,或 者 说 它 是 问题 规模 的 函数 。 这 便 是 事前 分 析 估 算法 。 

一 个 算法 是 由 控制 结构 (顺序 ,分 支 和 循环 3 种 ) 和 原 操作 ( 指 固有 数据 类 型 的 操作 ) 构 
成 的 ,如 图 1. 6 所 示 , 算 法 的 运行 时 间 取 决 于 两 者 的 综合 效果 。 例 如 图 1. 6 所 示 的 算法 
Solve, 其 中 形 参 a 是 一 个 m 行 n 列 的 数组 , 当 是 一 个 方 阵 (m 二 n) 时 求 主 对 角 线 的 所 有 元 素 
之 和 并 返回 true, 和 否则 返回 false, 从 中 看 到 该 算法 由 4 个 部 分 组 成 ,包含 两 个 顺序 结构 一 
个 分 支 结构 和 一 个 循环 结构 。 

算法 的 执行 时 间 主 要 与 问题 规模 有 关 , 例 如 数组 的 元 素 个 数 .矩阵 的 阶 数 等 都 可 作为 问 
题 规模 。 算 法 执行 时 间 是 算法 中 所 有 语句 的 执行 时 间 之 和 ,显然 与 算法 中 所 有 语句 的 执行 
次 数 成 正比 。 为 了 客观 地 反映 一 个 算法 的 执行 时 间 , 可 以 用 算法 中 基本 语句 的 执行 次 数 来 
度量 ,算法 中 的 基本 语句 是 执行 次 数 与 整个 算法 的 执行 次 数 成 正比 的 语句 , 它 对 算法 执行 时 
间 的 贡献 最 大 ,是 算法 中 最 重要 的 操作 。 通 常 基本 语句 是 算法 中 最 深层 循环 内 的 语句 ,在 如 
图 1. 6 所 示 的 算法 中 s 十 二 a[ 让 [ 门 就 是 该 算法 的 基本 语句 。 





bool Solve(double all[MAX|,int m,int n,double &s) 








一 循环 结构 


一 一 一 顺序 结构 











图 1.6 一 个 算法 的 组 成 


设 算法 的 问题 规模 为 n, 以 基本 语句 为 基准 统计 出 的 算法 执行 时 间 是 的 函数 ,用 f(x) 
表示 。 对 于 如 图 1. 6 所 示 的 算法 , 当 m 二 n 时 算法 中 for 循环 内 的 语句 为 基本 语句 , 它 恰好 
执行 n 次 ,所 以 有 f(n) 二 n。 

这 种 时 间 衡 量 方法 得 出 的 不 是 时 间 量 ,而 是 一 种 增长 趋势 的 度量 , 换 而 言 之 ,只 考虑 当 
问题 规模 ”充分 大 时 算法 中 基本 语句 的 执行 次 数 在 渐进 意义 下 的 阶 , 通 常用 大 O、 大 Q 和 
@3 种 渐进 符号 表示 ,因此 算法 时 间 复 杂 度 分 析 的 一 般 步 骤 如 图 1.7 所 示 。 











算法 “| 呈 -> 出 其 中 的 基本 语句 ， 呈 > 用 大 O、 大 QQ 或 6 表示 
求 出 其 运算 次 数 了 (mn) 








1.7 分 析 算法 时 间 复 杂 度 的 一 般 步 骤 


采用 渐进 符号 表示 的 算法 时 间 复 杂 度 也 称 为 渐进 时 间 复 杂 度 , 它 反映 的 是 一 种 增长 
趋势 。 
假设 机 器 速度 是 每 秒 108 次 基本 运算 ,有 阶 分 别 为 wz? 、nlogzn、n、2” 和 nn! 的 算法 ,在 


分 析 问 题 规模 ?>， 找 aa 
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1 秒 之 内 能 够 解决 的 最 大 问题 规模 n 如 表 1. 1 所 示 。 从 中 看 出 , 阶 为 na! 和 2” 的 算法 不 仅 解 
决 的 问题 规模 非常 小 ,而 且 增 长 缓慢 ; 执行 速度 最 快 的 阶 为 nlogzn 和 的 算法 不 仅 解决 的 
问题 规模 大 ,而 且 增 长 快 。 通常 称 渐进 时 间 复 杂 度 为 多 项 式 的 算法 为 有 效 算法 ,而 称 nn! 或 
2” 这 样 的 低 效 算法 为 指数 时 间 算 法 。 


表 1.1 执行 时 间 随 问题 规模 n 的 变化 








执行 时 间 nl 2" nm ne nlog2n n 
最 大 的 问题 规模 11 26 464 10000 4.5X105 100000000 
机 器 速度 提高 两 倍 后 的 执行 时 间 11 27 584 14142 8.6X105 200000000 





定义 1( 大 O 符 号 ): /(m) 二 OC(g(n))( 读 作 *f(7) 是 g(n) 的 大 O”), 当 且 仅 当 存 在 正常 
量 c 和 no ,使 当 n 宇 no 时 f(n) 生 cg (m0), 即 g(n) 为 /(m) 的 上 界 。 

例如 3n 十 2 二 O(n), 因 为 当 n 宇 2 时 3n 十 2 三 4n; 10z¥ 十 4n 十 2 二 O(n'), 因 为 当 n 宇 2 时 
10m 十 4n 十 2 夺 10nt 。 

大 OO 符号 用 来 描述 增长 率 的 上 界 ,表示 f(n) 的 增长 最 多 像 s(n) 的 增长 那样 快 ,也 就 是 
说 当 输 入 规模 为 n 时 算法 消耗 时 间 的 最 大 值 。 这 个 上 界 的 阶 越 低 , 结 果 就 越 有 价值 ,所 以 对 
于 10 六 十 4n 十 2,OCw) 比 O(n') 有 价值 。 当 一 个 算法 的 时 间 用 大 O 符号 表示 时 ,总 是 采用 
最 有 价值 的 g(n) 表 示 , 称 之 为 “紧凑 上 界 " 或 “ 紧 确 上 界 ”。 一 般 地 ,如 果 /Caz) 一 anz" 十 
Qam-1n"” 1 十 … 十 ain 十 ao,; 有 f(n) 二 O(n”")。 

说 明 : 在 算法 分 析 中 ,大 〇 符号 的 应 用 非常 广泛 ,本 书 主要 采用 这 种 表示 形式 。 因 为 它 
简化 了 增长 数量 级 上 界 的 描述 ,其 至 也 适合 一 些 无 法 进行 精确 分 析 的 复杂 算法 。 

定义 2( 大 2 符 号 ); /(n) 二 QC(g(n))( 读 作 *f/(m) 是 g(n) 的 大 0Q”), 当 且 仅 当 存在 正常 
量 c 和 no ,使 当 n 宇 no 时 f(n) 宇 cg (0), 即 g(n) 为 f(n) 的 下 界 。 

例如 3n 十 2 二 Qn) ,因为 当 n 宇 1 时 3n 十 2 三 3n; 10z 十 4n 十 2 二 QC), 因 为 当 n 宇 1 时 
1072 十 472 十 2 之 10722 。 

大 2 符号 用 来 描述 增长 率 的 下 界 ,表示 /(n) 的 增长 最 少 像 g(z) 的 增长 那样 快 ,也 就 是 
说 , 当 输 入 规模 为 n 时 算法 消耗 时 间 的 最 小 值 。 与 大 O 符号 相反 ,这 个 下 界 的 阶 越 高 ,结果 
就 越 有 价值 ,所 以 对 于 10 十 4n 十 2,QCm) 比 2(n) 有 价值 。 当 一 个 算法 的 时 间 用 大 2 符号 
表示 时 ,总 是 采用 最 有 价值 的 g(n) 表 示 , 称 之 为 “ 紧 次 下界 ”或 “ 紧 确 下 界 ”。 一 般 地 ,如 果 
Ja 一 am 十 an 十 … 十 az 十 ao, 有 f(n) 二 QQ(n”)。 

定义 3( 大 @ 符 号 ): f(n) 二 86(g(m))( 读 作 “f() 是 g(n) 的 大 B@”), 当 且 仅 当 存 在 正常 
量 cl .cs 和 mo ,使 当 xz 时 有 cg() 三 f(n) 二 czg(n), 即 g(m) 与 /(n) 的 同 阶 。 

例如 3 十 2 一 B(z) ,10n 十 4n 十 2 二 @(n?)。 

一 般 地 ,如 果 f(n) 二 awn" 十 aw-in” 十 … 十 qn 十 ao, 有 f(n) 二 B@(n”)。 

大 日 符号 比 大 O 符号 和 大 Q 符号 都 精确 ,f(n) 二 8(g(n)), 当 且 仅 当 g(n) 既 是 f(n) 的 
上 界 又 是 f(n) 的 下 界 。 

说 明 : 为 了 便利 ,g (n) 中 的 序数 全 部 取 1, 几乎 不 会 写 3n 十 2 二 0O(3n),10 二 0Q(2)， 
2nlogzn 十 20n 二 8B(2nlogzn) ,而 是 写成 3n 十 2 二 O(n),10 二 02(1),2nlogsn 十 20n 二 O(nlogsn)。 


了 OO 和 





9.O 和 9 符号 的 图 例如 图 1. 8 所 示 , 在 每 个 部 分 中 ,no 是 最 小 的 可 能 值 ,大 于 mm 的 值 
也 有 效 , 称 为 渐进 分 析 。@(g(z)) 对 应 的 g(n) 是 渐进 确 界 ,O(g(n)) 对 应 的 g(n) 是 渐进 上 
界 ,Q(g(n)) 对 应 的 g(n) 是 渐进 下 界 。 





cg(n) 
TD caln An) 
cig(n) mn) cg() 
1 
| | | 
下 1 
上 1 1 
1 1 1 
no n no n no n 
(a) fn)=©(g(n)) (b) fln)=O(g(m) (fn 2 (gm)) 


图 1.8 3 种 符号 的 图 例 


从 直观 上 看 ,一 个 渐进 正 函 数 的 低 阶 项 在 决定 渐进 确 界 时 可 以 忽略 不 计 , 因 为 当 很 大 
时 它们 相对 不 重要 了 ,同样 最 高 阶 的 系数 也 可 以 忽略 。 在 分 析 渐 进 上 界 和 渐进 下 界 时 也 是 


如 此 忽略 低 阶 项 和 最 高 阶 的 系数 。 


渐进 符号 具有 以 下 特性 。 

1) 传递 性 
f/f = O(g(n)), 
f/f = Q(g(n)), 
fn) = O(g(n)), 


g(n) = O(g(n)) 
g(n) = QA(g(n)) 
g(n) = O(g(n)) 


=> f(n) = O(g(n)) 
> fn)= NA(g(n)) 
> f/f(n) = O(g(n)) 


2) 自 反 性 
f0) = OC(f0)) 
f0) = Qf 0)) 
f0) = O(f0)) 
3) 对 称 性 
fm =O0(80) © gn) = 0(f)) 
4) 算术 运算 


O(f0D)+O(gm) = O(max{ fn) ,gn)}) 
O(f (WW) x Ol(g(m) = O(f(n) x gm)) 
QC(f0D) +A (gm) = Amin{ fn) ,gn)}) 
QF) XQ(gn)) = QA(f ln) X gn)) 
@(f(n)+O(g(n)) = O(max{ f(n) ,gn)}) 
QO(f(n)) xO(g(n)) = O(f(n) x gn)) 

在 算法 分 析 中 常用 的 多 项 式 求 和 公式 如 下 : 





>) = zz 十 1)/2 = On) 


i=l 
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Di =nn+ D2nt+1)/6 = O(n) 
i=1 


加 nt ne 
2 = AT 十 到 十 低 次 项 一 BC) 


i=1 





D2 = 2 1 = 02") 
【 例 1.3】 分 析 以 下 算法 的 时 间 复 杂 度 。 


void fun(int n) 
{ int s 一 0,ij,k; 
for (i=0;i<=n;it 十 ) 
for (j=0;j < 王 ij 十 十 ) 
for (k 王 0;k<j;k 十 十 ) 
na 
} 


该 算法 的 基本 语句 是 s 十 十 ,所 以 有 以 下 结果 。 
1 -DD HDD-1-0+d =- Di 











i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 a 
i(i 十 1) LR a Dib 
该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n ) 。 
0 





定义 4: 设 一 个 算法 的 输入 规模 为 n,D, 是 所 有 输入 的 集合 , 任 一 输入 TE D,,P(CD 是 T 

出 现 的 概率 , 有 》)P(D = 1, TCD 是 算法 在 输入 工 下 所 执行 的 基本 语句 次 数 , 则 该 算法 的 

平均 执行 时 间 为 A(n) = >)P(CD * TCD , 也 就 是 说 算法 的 平均 情况 是 指 用 各 种 特定 输入 
TED, 


下 的 基本 语句 执行 次 数 的 带 权 平均 值 。 


算法 的 最 好 情况 为 Gl 二 MIN{T(D}), 是 指 算法 在 所 有 输入 I 下 所 执行 基本 语句 的 


最 少 执行 次 数 。 

算法 的 最 坏 情况 为 了 CD 一 MAX(TCD) ,是 指 算法 在 所 有 输入 T 下 所 
执行 基本 语句 的 最 大 执行 次 数 。 

【 例 1.4】 采用 顺序 查找 方法 ,在 长 度 为 的 一 维 实 型 数组 a[0..n 一 1] 
中 查找 值 为 z 的 元 素 , 即 从 数组 的 第 一 个 元 素 开始 逐 个 与 被 查 值 x 进行 比 
较 , 找 到 后 返回 1, 否 则 返回 0。 对 应 的 算法 如 下 。 


int Find( double a[] ,int n, double x) 
{ inti=0; 
while (i<n) 
{if(ali]==x) break; 
而 莽 








视频 讲解 
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} 
if (i<n) return 1; 
else return 0; 


} 


回答 以 下 问题 : 

(1) 分 析 该 算法 在 等 概率 情况 下 成 功 查找 到 值 为 z 的 元 素 的 最 好 、 最 坏 和 平均 时 间 复 
杂 度 。 

(2) 假设 被 查 值 x 在 数组 a 中 的 概率 是 g, 求 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 。 

(1) 该 算法 的 while 循环 中 if 语句 是 基本 语句 。a 数组 中 及 个 元 素 , 当 第 一 个 元 
素 ae[0] 等 于 z 时 基本 语句 仅 执行 一 次 ,此 时 呈现 最 好 的 情况 , 即 G(n) 二 0(1)。 

当 a 中 的 最 后 一 个 元 素 a[n 一 1] 等 于 xz 时 基本 语句 执行 n 次 ,此 时 呈现 最 坏 的 情况 , 即 
W(n)=0(n), 

对 于 其 他 情况 ,假设 查找 每 个 元 素 的 概率 相同 , 则 PCa[ 门 )==1/n(0 志 i 和 n 一 1), 而 成 功 
找到 a[ 门 元 素 时 基本 语句 正好 执行 i 十 1 次 ,所 以 : 


nl nl 
AW = 2 LGtD = itD = = 0 


i=0 Nn ie0 


(2) 当 被 查 值 x 在 数组 a 中 的 概率 为 gq 时 ,算法 的 执行 及 十 1 种 情况 , 即 n 种 成 功 查 
找 和 一 种 不 成 功 查 找 。 

对 于 成 功 查 找 , 假 设 是 等 概率 情况 , 则 元 素 a[ 门 被 查找 到 的 概率 P(a[ 门 )==g/n, 成 功 找 
到 a[ 疏 元素 时 基本 语句 正好 执行 i 十 1 次 。 

对 于 不 成 功 查找 ,其 概率 为 1 一 g, 不 成 功 查 找 时 基本 语句 正好 执行 n 次 。 

所 以 : 














A(W = DPOD*#* TOD = BD POD* TOD 


I€D, i=0 
nl 

=2 0+D + n= CF 
= 


如 果 已 知 需要 查找 的 zx 有 一 半 的 机 会 在 数组 中 ,此 时 g=1/2, 则 A(Cz) 王 [Cz 十 1)/4] 十 
n/2X3n/4。 

【 例 1.5】 设计 一 个 尽 可 能 高 效 的 算法 ,在 长 度 为 的 一 维 整 型 数组 a[0..n 一 1] 中 查 
找 值 最 大 的 元 素 max 和 值 最 小 的 元 素 min, 并 分 析 算 法 的 最 好 、 最 坏 和 平均 时 间 复 杂 度 。 

设计 的 高 效 算法 如 下 。 





void MaxMin(int a[] ,int n, int &max, int &min) Nae, 


{ intis 
max=min=a[0] ; 
for (i=1;i<n;it 二 +) 
if (a[]> max) max=a[i] ; 
else if (a[i]< min) min=a[d] ; 


} 


该 算法 的 基本 语句 是 元 素 比较 。 最 好 的 情况 是 a 中 元 素 递增 排列 ,元 素 比较 次 数 为 
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n 一 1, 即 G(n) 二 n 一 1 二 O(n)。 最 坏 的 情况 是 a 中 元 素 递 减 排列 ,元 素 比较 次 数 为 2(n 一 1)， 
即 WOD==2(n 一 1) 二 O(n)。 至 于 平均 情况 下 ,a 中 有 一 半 的 元 素 比 max 大 ,a[z] 之 max 比 
较 执行 n 一 1 次 ,a[ 门 二 min 比较 执行 (n 一 1)/2 次 ,因此 平均 元 素 比较 次 数 为 3(n 一 1)/2, 即 
A(n)=3(n—1)/2=0(n)。 

Ee 





从 算法 是 否 递 归 调 用 的 角度 看 ,可 以 将 算法 分 为 非 递归 算法 和 递归 算法 。 

对 于 非 递 归 算 法 ,分 析 其 时 间 复 杂 度 相对 比较 简单 ,关键 是 求 出 代表 算法 执行 时 间 的 表 
达 式 ,通常 是 算法 中 基本 语句 的 执行 次 数 ,是 一 个 关于 问题 规模 的 表达 式 ,然后 用 渐进 符 
号 来 表示 这 个 表达 式 即 得 到 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

【 例 1.6】 给 出 以 下 算法 的 时 间 复 杂 度 。 


void func(int n) 

{© intiel, k=100 
while (i<=n) 
Oe 

i+=2; 
} 
} 


该 算法 中 的 基本 语句 是 while 循环 内 的 语句 。 设 while 循环 语句 执行 的 次 数 为 mi 
从 1 开始 递增 ,最 后 取 值 为 1 十 2m, 有 i=1 十 2m 志 nn, 即 f(7)==m 和 (mn 一 1)/2 二 O(n)。 该 算 
法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n) 。 

和 天 的 时 本 复 生产 他 入 








递归 算法 是 采用 分 而 治之 的 方法 把 一 个 “大 问题 "分解 为 若干 个 相似 的 
“小 问题 ?来 求解 。 对 递归 算法 时 间 复 杂 度 的 分 析 关 键 是 根据 递归 过 程 建 立 
递 推 关系 式 , 然 后 求解 这 个 递 推 关 系 式 ,得 到 一 个 表示 算法 执行 时 间 的 表达 3 
式 , 最 后 用 渐进 符号 来 表示 这 个 表达 式 即 得 到 算法 的 时 间 复 杂 度 。 a 

【 例 1.7】 有 以 下 递归 算法 : 














void mergesort(int a[] ,int i, int j) 
{ int mid; 
i (il=j) 


{ mid=(itj)/2; 
mergesort(a,i, mid); 
mergesort(a, mid 十 1 ,j); 
merge(a,i,j, mid); 


} 


其 中 ,mergesort() 用 于 数组 a[0..n 一 1]( 设 n= 二 2*, 这 里 的 为 正 整 数 ) 的 二 路 归并 排 
序 , 调 用 该 算法 的 方式 为 mergesort(a,0.n 一 1); 另外 merge(a,i,j,mid) 用 于 两 个 有 序 子 序 
列 a[i..midj] 和 a[Lmid 十 1.. 妃 的 有 序 合并 ,是 非 递归 函数 , 它 的 时 间 复 杂 度 为 0(n) (这 里 
7 一 ) 一 ;十 1) 。 分 析 调 用 mergesort(a,0,n 一 1) 的 时 间 复 杂 度 。 





所 OO 


设 调用 mergesort(a,0,n 一 1) 的 执行 时 间 为 T(n) ,由 其 执行 过 程 得 到 以 下 求 执行 
时 间 的 递归 关系 ( 递 推 关系 式 ) 。 


TO)=0(1) 当 n==1 时 
T()=2T(n/2)+O(n) 当 n>1 时 


其 中 ,O(n) 为 merge() 所 需 的 时 间 , 设 为 cn(c 为 正常 量 )。 因 此 : 
T(n) =2T(n/2) 十 on = 2[2T(n/22) 十 oz/2] 十 oa = 2 T(n/2) + 2 
=2T(n/2’) 十 3cn 


一 24T(z/24) + kcn 
一 2O(1) 十 czlog:7 
=n 二 nlogsn // 这 里 假设 n= 二 2:, 则 == logsn 
=O(nlog2sn) 
【 例 1.8】 求解 楚 塔 问题 的 递归 算法 如 下 ,分析 其 时 间 复 杂 度 。 


void Hanoi(int n,char x, char y, char z) 
4 ly 
printf(" 将 盘 片 %d 从 %c 搬 到 %c\n",n, x,z); 
else 
{ Hanoi(n—1,x,z,y); 
printf(" 将 盘 片 %d 从 %c 搬 到 %c\n",n,x,z); 


Hanoi(n—1,y, x,2); 


} 


设 调用 Hanoi(n,z,y,z) 的 执行 时 间 为 T(n), 由 其 执行 过 程 得 到 以 下 求 执行 时 间 
的 递归 关系 ( 递 推 关系 式 ) 。 


T(n)=0(1) 当 n=1 时 
Tn)=2T(n—1)+1 当 n>1 时 
则 : 


T(n) =2[2T(n—2)+1J+1=2T(n—2)+1+2! 
二 2T(n 一 3) 十 1 十 2!: 十 2? 








一 20m4T(GD) 十 1 十 2 十 2 十 … 十 2 ~ 


=2"—1 
=0(2") 


122 算法 空间 复杂 度 分 析 


一 个 算法 的 存储 量 包 括 形 参 所 占 空间 和 临时 变量 所 占 空间 。 在 对 算法 进行 存储 空间 分 
析 时 只 考察 临时 变量 所 占 空间 ,如 图 1. 9 所 示 , 其 中 临时 空间 为 变量 i、maxi 占用 的 空间 。 
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所 以 ,空间 复杂 度 是 对 一 个 算法 在 运行 过 程 中 临时 占用 的 存储 空间 大 小 的 量度 ,一 般 也 作为 
问题 规模 nn 的 函数 ,以 数量 级 形式 给 出 , 记 作 S(n) 二 OC(g(m))、Q(g(n)) 或 6(g(n)), 其 中 浙 


进 符号 的 含义 与 时 间 复 杂 度 中 的 含义 相同 。 


int max(int a[] ,int n) 
{ int i,maxi=0; 
for (i=1;i<=n;i++) 
if (afij>a[maxi]) 
maxi=i; 
return a[maxi]; 


函数 体内 分 配 的 变量 空间 
为 临时 空间 ， 不 计 形 参 占 
用 的 空间 ， 这 里 仅 计 i、 
maxi 变 量 的 空间 ， 其 空间 
复杂 度 为 0(1) 











图 1.9 一 个 算法 的 临时 空间 


车 所 需 临时 空间 相对 于 输入 数据 量 来 说 是 常数 , 则 称 此 算法 为 原 地 工作 或 就 地 工作 算 
法 。 若 所 需 临 时 空间 依赖 于 特定 的 输入 , 则 通常 按 最 坏 情 况 来 考虑 。 

为 什么 算法 占用 的 空间 只 考虑 临时 空间 ,而 不 必 考 虑 形 参 的 空间 呢 ? 这 是 因为 形 参 的 
空间 会 在 调用 该 算法 的 算法 中 考虑 ,例如 以 下 maxfun 算法 调用 图 1. 9 所 示 的 max 算法 。 


void maxfun() 

{ intb[]={1,2,3,4,5},n=5; 
printf("Max= % d\n", max(b, n)); 

} 


在 maxfun 算法 中 为 5 数组 分 配 了 相应 的 内 存 空 间 , 其 空间 复杂 度 为 O(n) ,如 果 在 max 
算法 中 再 考虑 形 参 a 的 空间 ,这 样 重复 计算 了 占用 的 空间 。 实 际 上 在 C/C++ 语言 中 maxfun 
调用 max 时 max 的 形 参 a 只 是 一 个 指向 实 参 45 数组 的 指针 , 形 参 a 只 分 配 一 个 地 址 大 小 的 
空间 ,并 非 另外 分 配 5 个 整 型 单元 的 空间 。 

算法 空间 复杂 度 的 分 析 方 法 与 前 面 介绍 的 时 间 复 杂 度 的 分 析 方 法 相似 。 

【 例 1.9】 分 析 例 1.6 算法 的 空间 复杂 度 。 

该 算法 是 一 个 非 递 归 算 法 ,其 中 只 临时 分 配 了 ik 两 个 变量 的 空间 , 它 与 问题 规模 
nn 无 关 , 所 以 其 空间 复杂 度 均 为 0(1) , 即 该 算法 为 原 地 工作 算法 。 

【 例 1.10】 有 如 下 递归 算法 ,分析 调用 maxelem(a.0,n 一 1) 的 空间 复杂 度 。 


int maxelem(int a[] ,int i, int j) 
{ intmid=(i+j)/2,maxl,max2; 
if (i<)) 
{ maxl=maxelem(a,i,mid); 
max2 一 maxelem(a,mid 十 1,j); 
return (maxl > max2)?maxl:max2; 
} 
else return a[i]; 


} 


执行 该 递归 算法 需要 多 次 调用 自身 ,每 次 调用 只 临时 分 配 3 个 整 型 变量 的 空间 
(0O(1))。 设 调用 maxelem(a,0.n 一 1) 的 空间 为 S(n) .有 : 





@00,S 





S(m=001) 当 x 一 1 时 
S(m=2S(n/2)+O(1) 当 n>1 时 


因此 : SCz) 一 2S(Cz/2) 十 1 一 2L2S(Cz/22) 十 1] 十 1 一 22SCz/22) 十 1 十 21 
三 SCn/2) 十 1 十 六 十 名 


一 24S (z/24) 十 1 十 2 十 22 十 … 十 2 (这 里 假设 2 一 24, 即 人 一 log2z) 
一 2 十 2 一 1 

一 27 一 1 

二 O(Cz) 
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数据 结构 课程 主要 讲授 一 些 常用 的 数据 结构 及 其 算法 设计 思想 ,对 于 计算 机 专业 的 学 
生 , 学 习 和 掌握 这 些 基 本 知识 是 十 分 必要 的 。 另 一 方面 ,C++ 中 已 经 实现 了 数据 结构 中 的 很 
多 容器 和 算法 ,它们 构成 标准 C++ 库 的 子 集 , 即 标准 模板 类 库 (Standard Template Library， 
STL)。STL 是 一 个 功能 强大 的 基于 模板 的 容器 库 , 通 过 直接 使 用 这 些 现成 的 标准 化 组 件 
可 以 大 大 提高 算法 设计 的 效率 和 可 靠 性 。 

说 明 : 对 于 算法 设计 者 而 言 ,最 好 遵循 * 尽 可 能 使 用 STL 而 不 自己 实现 ”的 原则 。 


1.3.1 STL 概述 


STL 主要 由 container( 容 器 )、algorithm( 算 法 ) 和 iterator( 和 迭代 器 ) 三 扫 - 扫 
大 部 分 构成 ,容器 用 于 存放 数据 对 象 (元素 ) ,算法 用 于 操作 容器 中 的 数据 对 i 
象 。 尽 管 各 种 容器 的 内 部 结构 各 异 ,但 其 外 部 给 人 的 感觉 通常 是 相似 的 , 即 
将 容器 数据 的 操作 设计 成 通用 算法 ,也 就 是 将 算法 和 容器 分 离开 来 。 算 法 rp es 
和 容器 之 间 的 中 介 就 是 迭代 器 。 容 器 、 算 法 和 和 迭代 器 称 为 STL 的 三 大 件 ， 视频 讲解 
它们 之 间 的 关系 如 图 1. 10 所 示 。 





























[| 


1.10 容器 ,算法 和 和 迭代 器 之 间 的 关系 


简单 地 说 ,一 个 STL 容器 就 是 一 种 数据 结构 ,例如 链表 、 栈 和 队列 等 ,这 些 数据 结构 在 
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STL 中 都 已 经 实现 好 了 ,在 算法 设计 中 可 以 直接 使 用 它们 。 

STL 容器 部 分 主要 由 头 文件 < vector>、< string>,< deque>、<list>,< stack >、< queue>、 
< set > 和 < map > 等 组 成 。 表 1. 2 列 出 了 STL 提供 的 常用 数据 结构 和 相应 的 头 文件 ,另外 还 
有 哈 希 表 容 器 hash_map 等 ,它们 属于 非 标准 STL 容器 ,其 功能 可 以 用 map 容器 蔡 代 。 


表 1.2 常用 的 数据 结构 和 相应 的 头 文件 






































数据 结构 说 明 实现 头 文件 

向 量 (vector) 连续 存储 元 素 。 底 层 数据 结构 为 数组 ,支持 快速 随机 访问 <vector> 

字符 串 (Cstring) 字符 串 处 理 容器 < string> 
连续 存储 的 指向 不 同 元 素 的 指针 所 组 成 的 数组 。 底 层 数 据 结构 

双 端 队列 (deque) 为 一 个 中 央 控 制 器 和 多 个 缓冲 区 ,支持 首尾 元 素 ( 中 间 不 能 ) 快 速 | < deque> 
增删 ,也 支持 随机 访问 

由 结 点 组 成 的 链表 ,每 个 结 点 包含 着 一 个 元 素 。 底 层 数据 结构 为 

全 种 人 四 双向 链表 ,支持 结 点 的 快速 增 册 Se 

栈 (stack) 后 进 先 出 的 序列 。 底 层 一 般 用 deque( 默 认 ) 或 者 list 实现 < stack > 

队列 (queue) 先进 先 出 的 序列 。 底 层 一 般 用 deque( 默 认 ) 或 者 list 实现 <queue> 

优先 队列 (priority_ | 元 素 的 进出 队 顺 序 由 某 个 谓词 或 者 关系 函数 决定 的 一 种 队列 。 本 加 

queue) 底层 数据 结构 一 般 为 vector( 默 认 ) 或 者 deque hi 

集合 (set)/ 多 重 集合 | 由 结 点 组 成 的 红 黑 树 ,每 个 结 点 都 包含 着 一 个 元 素 ,set 中 的 所 有 et 

(multiset) 元 素 有 序 但 不 重复 ,multiset 中 的 所 有 关键 字 有 序 但 不 重复 

映射 (map)/ 多 重 映 | 由 (关键 字 , 值 ) 对 组 成 的 集合 ,底层 数据 结构 为 红 黑 树 ,map 中 的 所 和 

射 (multimap) 有 关键 字 有 序 但 不 重复 ,multimap 中 的 所 有 关键 字 有 序 但 可 以 重复 


C++ 中 引入 了 命名 空间 的 概念 ,在 不 同 命名 空间 中 可 以 存在 相同 名 字 的 标识 符 。 程 序 





员 可 能 在 自己 的 程序 中 定义 了 sort() 函 数 ,而 STL 中 也 有 这 样 的 算法 ,为 了 避免 两 者 混淆 
和 冲突 ,STL 的 sort() 以 及 其 标识 符 都 封装 在 命名 空间 std 中 。STL 的 sort() 算 法 编译 为 
std::sort(), 从 而 避免 了 名 字 冲 突 。 为 此 ,在 使 用 STL 时 必须 将 下 面 的 语句 插入 到 源 代码 
文件 开头 : 


using namespace std; 


这 样 直 接 把 程序 代码 定位 到 std 命名 空间 中 。 


STL 算法 是 用 来 操作 容器 中 数据 的 模板 函数 ,STL 提供 了 大 约 100 个 实现 算法 的 模板 函 
数 。 例 如 ,STL 用 sort() 对 一 个 vector 中 的 数据 进行 排序 ,用 find() 搜 索 一 个 list 中 的 对 象 。 

正 是 由 于 采用 模板 函数 设计 ( 即 泛 型 设计 ) ,STL 算法 具有 很 好 的 通用 性 ,例如 排序 算 
法 sort() 不 仅 可 以 对 内 置 数据 类 型 的 数据 (如 int 数据 ) 排 序 , 也 可 以 对 自 定义 的 结构 体 数 据 
排序 ,不 仅 可 以 递增 排序 ,也 可 以 按 程 序 员 指 定 的 方式 排序 (如 递减 ), 从 而 简化 代码 ,提高 算 
法 设计 效率 。 

STL 算法 部 分 主要 由 头 文件 < algorithm >、< numeric > 和 < functional > 组 成 。 

<algorithm > 是 所 有 STL 头 文件 中 最 大 的 一 个 , 它 由 一 大 堆 模 板 函 数组 成 ,其 功能 范 
围 涉 及 容器 元 素 的 比较 交换、 查找 .遍历 .复制 .修改 .删除 .排序 和 合并 等 操作 。< numeric > 
的 体积 很 小 ,只 包括 几 个 简单 数学 运算 的 模板 函数 。 在 < functional > 中 定义 了 一 些 模板 类 ， 
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用 于 声明 关系 函数 对 象 。 
例如 ,以 下 程序 使 用 STL 算法 sort() 实 现 整 型 数组 a 的 递增 排序 : 


#include < algorithm > 
using namespace std; 


void main( ) 
{ intaD={2,5,4,1,3}; 
sort(a, a 二 5); 
for (int i 王 0;ii<5;i 十 十 ) 
printf("%d ",a[li]); // 输 出 : 12345 
printf("\n"); 


简单 地 说 ,STL 迭代 器 用 于 访问 容器 中 的 数据 对 象 。 每 个 容器 都 有 自己 的 迭代 器 ,只 
有 容器 自己 知道 如 何 访问 自己 的 元 素 。 和 迭代 器 像 C/C++ 中 的 指针 ,算法 通过 迭代 器 来 定位 
和 操作 容器 中 的 元 素 。 

和 迭代 器 有 各 种 不 同 的 创建 方法 ,程序 可 能 把 迭代 器 作为 一 个 变量 创建 ,一 个 STL 容器 
类 可 能 为 了 使 用 一 个 特定 类 型 的 数据 而 创建 一 个 迭代 器 。 作 为 指针 ,必须 能 够 使 用 * 操作 
符 来 获取 数据 值 。 

程序 员 可 以 使 用 相关 运算 符 来 操作 迭代 器 。 例 如 ,十 十 运算 符 用 来 递增 迭代 器 ,以 访问 
容器 中 的 下 一 个 数据 对 象 。 如 果 和 迭代 器 到 达 了 容器 中 的 最 后 一 个 元 素 的 后 面 , 则 和 迭代 器 变 
成 一 个 特殊 的 值 , 就 好 像 使 用 NULL 或 未 初始 化 的 指针 一 样 。 

常用 的 迭代 器 如 下 。 
iterator: 指向 容器 中 存放 元 素 的 迭代 器 ,用 于 正 向 遍历 容器 中 的 元 素 。 
const_iterator: 指向 容器 中 存放 元 素 的 常量 迭代 器 ,只 能 读 取 容器 中 的 元 素 。 
reverse_iterator: 指向 容器 中 存放 元 素 的 反 向 迭代 器 ,用 于 反 向 遍历 容器 中 的 元 素 。 
const_reverse_iterator: 指向 容器 中 存放 元 素 的 常量 反 向 迭代 器 ,只 能 读 取 容器 中 
的 元 素 。 
迭代 器 的 常用 运算 如 下 。 
。 十 十 : 正 向 移动 迭代 器 。 
。 一: 反 向 移动 迭代 器 。 
。 x* : 返回 迭代 器 所 指 的 元 素 值 。 
例如 ,以 下 语句 定义 一 个 存放 int 型 整数 的 vector 容器 。 





Vector < int> myv; 
用 户 可 以 使 用 vector 容器 的 成 员 函 数 push_back() 在 myv 的 末尾 插入 元 素 : 
myv. push_back(1); 


myv. push_back(2); 
myv.push_back(3); 
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这 样 myv 中 包含 3 个 元 素 , 依 次 是 1.2、3。 如 果 要 正 向 输出 所 有 元 素 ,可 以 使 用 正 向 迭代 器 : 


vector < int >: :iterator it // 定 义 正 向 和 迭代 器 让 
for (it=myv. begin() ;it! 一 myv.end() ;十 十 it) // 从 头 到 尾 遍历 所 有 元 素 
printf("%d ", x it); // 输 出 : 1 2 3 


printfC"\n"); 


如 果 要 反 向 输出 所 有 元 素 , 可 以 使 用 反 向 迭代 器 : 


Vector< int >: :reverse_iterator Tit; // 定 义 反 向 迭代 器 rit 
for (Crit 一 myv.rbegin() ;rit! 一 myv.rend() ;++rit) // 从 尾 到 头 遍历 所 有 元 素 
printf("%d ", * rit); // 输 出 : 32 1 


printf("\n"); 


132 常用 的 STL 容器 


STL 容器 很 多 ,每 一 个 容器 就 是 一 个 类 模板 ,大 致 分 为 顺序 容器 .适配器 容器 和 关联 容 
器 3 种 类 型 。 

顺序 容器 按照 线性 次 序 的 位 置 存储 数据 , 即 第 1 个 元 素 , 第 2 个 元 素 , 依 此 类 推 。STL 
提供 的 顺序 容器 有 vector string .deque 和 list。 

1) vector( 向 量 容 器 ) 

它 是 一 个 向 量 类 模板 。 向 量 容器 相当 于 数组 , 它 存储 具有 相同 数据 类 型 的 一 组 元 素 ， 
图 1. 11 所 示 为 vector 容器 v 的 一 般 存 储 方式 ,可 以 从 末尾 快速 地 插入 与 删除 元 素 , 快 速 地 
随机 访问 元 素 , 但 是 在 序列 中 间 插 入 删除 元 素 较 慢 ,因为 需要 移动 插入 或 删除 位 置 后 面 的 
所 有 元 素 。 








vo [v0 | vB] 一。 ve-0| 增长 的 空间 
表 头 表 尾 

图 1.11 vector 容器 v 的 存储 方式 
如 果 初 始 分 配 的 空间 不 够 , 当 超过 空间 大 小 时 会 重新 分 配 更 大 的 空间 (通常 按 两 倍 大 小 


扩展 ) ,此 时 需要 进行 大 量 的 元 素 复 制 , 从 而 增加 了 性 能 开销 。 
定义 vector 容器 的 几 种 方式 如 下 。 














vector < int> vl1; // 定 义 元 素 为 int 的 向 量 v1 

Vector < int > v2(10); // 指 定向 量 v2 的 初始 大 小 为 10 个 int 元 素 
vector < double > v3(10,1.23); // 指 定 v3 的 10 个 初始 元 素 的 初 值 为 1.23 
Vector < int> v4(a,a 十 5); // 用 数组 a[0.. 委 共 5 个 元 素 初始 化 v4 


vector 提供 了 一 系列 的 成 员 函 数 ,vector 的 主要 成 员 函 数 如 下 。 
。 empty(): 判断 当前 向 量 容器 是 否 为 空 。 

。 size(): 返回 当前 向 量 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 

。[]: 返回 指定 下 标的 元 素 。 
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reserve(n): 为 当前 向 量 容器 预 分 配 n 个 元 素 的 存储 空间 。 

capacity() : 返回 当前 向 量 容器 在 重新 进行 内 存 分 配 以 前 所 能 容纳 的 元 素 个 数 。 
resize(n) : 调整 当前 向 量 容器 的 大 小 ,使 其 能 容纳 个 元 素 。 

push_back(): 在 当前 向 量 容器 尾部 添加 一 个 元 素 。 

insert(pos,elem): 在 pos 位 置 插入 元 素 elem, 即 将 元 素 elem 插入 到 和 迭代 器 pos 指 
定 的 元 素 之 前 。 

front() : 获取 当前 向 量 容器 的 第 一 个 元 素 。 

back(): 获取 当前 向 量 容器 的 最 后 一 个 元 素 。 

erase() : 删除 当前 向 量 容器 中 某 个 迭代 器 或 者 迭代 器 区 间 指 定 的 元 素 。 

clear(): 删除 当前 向 量 容器 中 的 所 有 元 素 。 

begin() : 该 函数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引 用 容器 的 第 一 个 元 素 。 
end(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引 用 容器 的 最 后 一 个 元 素 
后 面 的 一 个 位 置 。 

rbegin(); 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 
容器 的 最 后 一 个 元 素 。 

rend(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 容 
器 的 第 一 个 元 素 前 面 的 一 个 位 置 。 

例如 ,以 下 程序 说 明 vector 容器 的 应 用 : 


#include < vector> 
using namespace std; 


void main() 

{ vector<int> myv; // 定 义 vector 容器 myv 
Vector < int >: :iterator it; // 定 义 myv 的 正 向 迭代 器 it 
myv. push_back(1); // 在 myv 末尾 添加 元 素 1 
it 一 myv.begin(); //it 和 迭代 器 指向 开头 元 素 1 
myv. insert(it, 2); // 在 让 指向 的 元 素 之 前 插入 元 素 2 
myv. push_back(3); // 在 myv 末尾 添加 元 素 3 
myv. push_back(4); // 在 myv 末尾 添加 元 素 4 
it=myv. end(); //it 和 迭代 器 指向 尾 元 素 4 的 后 面 
下 //it 迭代 器 指向 尾 元 素 4 
myv. erase(it); // 删 除 元 素 4 


for (it=myv. begin() ;it! 一 myv.end(); 十 十 it) 
printf("%d ", * it); 
Printf("\n"); 





} 
上 述 程序 的 输出 如 下 : 
3 


2) string( 字 符 串 容器 ) 
string 是 一 个 保存 字符 序列 的 容器 ,图 1. 12 所 示 为 string 容器 s 的 一 般 存 储 方式 , 它 
的 所 有 元 素 为 字符 类 型 ,类 似 vector < char >, 因 此 除了 有 字符 串 的 一 些 常 用 操作 以 外 ,还 包 
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含 了 所 有 的 序列 容器 的 操作 。 字 符 串 的 常用 操作 包括 增加 、 删 除 .修改 查找、 比较 .连接 、 输 
人 人、 输出 等 。string 重 载 了 许多 运算 符 ,包括 十 .十 = 、 志 \ 一、[]、<< 和 >> 等 。 正 是 有 了 这 些 
运算 符 , 使 用 string 实现 字符 串 的 操作 变 得 非常 方便 和 简洁 。 
s[0] | s[1] | sD] a sn-1] | 增长 的 空间 
表 头 表 尾 

图 1.12 string 容器 s 的 存储 方式 


























创建 string 容器 的 几 种 方式 如 下 。 

。 string() : 建立 一 个 空 的 字符 串 。 

string(const string& str) : 用 字符 串 str 建立 当前 字符 串 。 

string(const string&. str, size_type str_idx); 用 字符 串 str 起 始 于 str_idx 的 字符 
建立 当前 字符 串 。 

string(const string&. str, size_type str_idx, size_type str_num): 用 字符 串 str 起 
始 于 str_idx 的 str_num 个 字符 建立 当前 字符 串 。 

string(const char * cstr): 用 C- 字 符 串 cstr 建立 当前 字符 串 。 

string (const char * chars, size_type chars_len): 用 C- 字 符 串 cstr 开头 的 chars_ 
len 个 字符 建立 当前 字符 串 。 

string (size_type num，char c): 用 num 个 字符 c 建立 当前 字符 串 。 

其 中 ,“C- 字 符 串 ”是 指 采用 字符 数组 存放 的 字符 串 。 例 如 : 


char cstr[] ="China! Greate Wall"; //C 一 字符 串 

string sl(cstr); // sl:China! Greate Wall 
string s2(s1); // s2:China! Greate Wall 
string s3(cstr,7,11); // s3:Greate Wall 

string s4(cstr,6); // s4:China!l 

string s5(5,'A'); // s5:AAAAA 


string 类 型 包含 了 很 多 其 他 成 员 ,用 于 实现 各 种 常用 字符 串 操 作 的 功能 ,常用 的 成 员 函 
数 如 下 (其 中 ,size_type 在 不 同 的 机 器 上 长 度 是 可 以 不 同 的 ,并 非 固定 的 长 度 , 例 如 通常 size 
_type 为 unsigned int 类 型 ) 。 

。 empty(): 判断 当前 字符 串 是 否 为 空 串 。 
size(); 返回 当前 字符 串 的 实际 字符 个 数 ( 返 回 结果 为 size_type 类 型 ) 。 
length(): 返回 当前 字符 串 的 实际 字符 个 数 。 

[idx]: 返回 当前 字符 串 位 于 idx 位 置 的 字符 ,idx 从 0 开始 。 

at(idx) : 返回 当前 字符 串 位 于 idx 位 置 的 字符 。 

compare(const string& str) : 返回 当前 字符 串 与 字符 串 str 的 比较 结果 。 在 比较 
时 ,车 两 者 相等 ,返回 0; 若 前 者 小 于 后 者 ,返回 一 1, 和 否则 返回 1。 

append(cstr) : 在 当前 字符 串 的 末尾 添加 一 个 字符 串 str。 

insert(size_type idx, const string& str): 在 当前 字符 串 的 idx 处 插入 一 个 字符 
串 Str。 
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find(string& s,size_type pos): 从 当前 字符 串 中 的 pos 位 置 开 始 查找 字符 串 s 的 第 
一 个 位 置 ,找到 后 返回 其 位 置 , 若 没有 找到 返回 一 1。 

replace(size_type idx, size_type len,const string& str) : 将 当前 字符 串 中 起 始 于 idx 
的 len 个 字符 用 一 个 字符 串 str 替换 。 

replace(iterator beg ,iterator end, const string& str): 将 当前 字符 串 中 由 迭代 器 
beg 和 end 所 指 区 间 的 所 有 字符 用 一 个 字符 串 str 替换 。 

substr(size_type idx) : 返回 当前 字符 串 起 始 于 idx 的 子 串 。 

substr(size_type idx,size_type len) : 返回 当前 字符 串 起 始 于 idx 的 长 度 为 len 的 子 串 。 
clear() : 删除 当前 字符 串 中 的 所 有 字符 。 

erase(): 删除 当前 字符 串 中 的 所 有 字符 。 

erase(size_type idx): 删除 当前 字符 串 从 idx 开始 的 所 有 字符 。 

erase(size_type idx,size_type len): 删除 当前 字符 串 从 idx 开始 的 len 个 字符 。 
例如 有 以 下 程序 : 


# include < iostream > 
#include < string> 
using namespace std; 


void main( ) 
{ string sl="",s2,s3="Bye"; 
sl.append("Good morning"); //sl=" Good morning" 
s2=sl; //sl=" Good morning" 
int i=s2. find("morning"); //i=5 
s2. replace(i, s2. length()—i, s3); // 相 当 于 s2. replace(5,7,s3) 


cout << "sl: " << sl << endl; 
cout << "s2: " << s2 << endl; 


} 


上 述 程 序 通 过 string 的 append() 成 员 函 数 给 sl 添加 一 个 字符 串 ,执行 s2 二 sl 将 sl 复 
制 给 s2 ,然后 将 s2 中 的 "morning" 子 串 用 s3 替换 。 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


sl: Good morning 
s2: Good Bye 


3) deque( 双 端 队列 容器 ) 

它 是 一 个 双 端 队 列 类 模板 。 双 端 队列 容器 由 若干 个 块 构成 ,每 个 块 中 元 素 的 地 址 是 连 
续 的 , 块 之 间 的 地 址 是 不 连续 的 ,图 1. 13 所 示 为 deque 容器 的 一 般 存 储 方式 ,系统 有 一 个 特 
定 的 机 制 将 这 些 块 构成 一 个 整体 。 用 户 可 以 从 前 面 或 后 面 快速 地 插入 与 删除 元 素 ,并 可 以 
快速 地 随机 访问 元 素 , 但 在 中 间 位 置 插入 和 删除 元 素 速度 较 慢 。 
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图 1. 13 deque 容器 的 存储 方式 
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deque 容器 不 像 vector 那样 把 所 有 的 元 素 保存 在 一 个 连续 的 内 存 块 ,而 是 采用 多 个 连 
续 的 存储 块 存放 数据 元 素 , 所 以 空间 的 重新 分 配 要 比 vector 快 ,因为 重新 分 配 空间 后 原 有 
的 元 素 不 需要 复制 。 

定义 deque 双 端 队列 容器 的 几 种 方式 如 下 。 


deque< int> dql; // 定 义 元 素 为 int 的 双 端 队列 dql 

deque < int> dq2(10); // 指 定 dq2 的 初始 大 小 为 10 个 int 元 素 
deque < double > dq3(10,1.23); // 指 定 dq3 的 10 个 初始 元 素 的 初 值 为 1.23 
deque < int> dq4(dq2. begin(), dq2.end()); // 用 dq2 的 所 有 元 素 初始 化 dq4 

deque 的 主要 成 员 函 数 如 下 。 


。 empty(): 判断 双 端 队列 容器 是 否 为 空 队 。 

size(): 返回 双 端 队列 容器 中 的 元 素 个 数 。 

push_front(elem): 在 队 头 插入 元 素 elem。 

push_back(elem) : 在 队 尾 插入 元 素 elem。 

pop_front() : 删除 队 头 一 个 元 素 。 

pop_back(): 删除 队 尾 一 个 元 素 。 

erase() : 从 双 端 队列 容器 中 删除 一 个 或 几 个 元 素 。 

clear() : 删除 双 端 队列 容器 中 的 所 有 元 素 。 

begin(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引用 容器 的 第 一 个 


元 素 。 
。 end(): 该 阴 数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引 用 容器 的 最 后 一 个 元 素 
后 面 的 一 个 位 置 。 


rbegin(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 
容器 的 最 后 一 个 元 素 。 

rend(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 容 
器 的 第 一 个 元 素 前 面 的 一 个 位 置 。 

例如 有 以 下 程序 : 


#include < deque> 
using namespace std; 
void disp(deque < int> &dq) // 输 出 dq 的 所 有 元 素 
{ deque<int>::iterator iter; // 定 义 迭 代 器 iter 
for (iter= dq. begin() ;iter!= dq. end() ;iter 十 十 ) 
printf("%d ", * iter) ; 
printf("\n"); 





} 


void main() 
{ deque<int> dq; // 建 立 一 个 双 端 队列 dq 
dq. push_front(1); // 在 队 头 插入 1 
dq. push_back(2); // 在 队 尾 持 入 2 
dq. push_front(3); // 在 队 头 插 入 3 
dq. push_back(4); // 在 队 尾 插入 4 
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printf("dq: "); disp(dq); 
dq: pop_front(); // 删 除 队 头 元 素 
dq. pop_back(); // 删 除 队 尾 元 素 
Printf("dq: "); disp(dq); 

} 


在 上 述 程序 中 定义 了 字符 串 双 端 队列 dq, 利 用 插入 和 删除 成 员 函 数 进行 操作 。 程 序 的 
执行 结果 如 下 : 


dq:3124 
dq: 12 


4) list( 链 表 容 器 ) 

它 是 一 个 双 链 表 类 模板 ,图 1. 14 所 示 为 list 容器 的 一 般 存 储 方式 ,可 以 从 任何 地 方 快 
速 插入 与 删除 。 它 的 每 个 结 点 之 间 通 过 指针 链接 ,不 能 随机 访问 元 素 , 为 了 访问 表 容 器 中 特 
定 的 元 素 ,必须 从 第 1 个 位 置 ( 表 头 ) 开 始 , 随 着 指针 从 一 个 元 素 到 下 一 个 元 素 , 直 到 找到 要 
找 的 元 素 。list 容器 插入 元 素 比 vector 快 ,对 每 个 元 素 单 独 分 配 空间 ,所 以 不 存在 空间 不 够 
需要 重新 分 配 的 情况 。 




















图 1.14 list 容器 的 存储 方式 
定义 list 容器 的 几 种 方式 如 下 。 


list<int> 11; // 定 义 元 素 为 int 的 链表 11 

list<int> 12 (10); // 指 定 链表 12 的 初始 大 小 为 10 个 int 元 素 
list< double> 13 (10,1.23); // 指 定 13 的 10 个 初始 元 素 的 初 值 为 1.23 
list<int> 14(a,a 十 5); // 用 数组 a[0..4] 共 5 个 元 素 初 始 化 14 

list 的 主要 成 员 函 数 如 下 。 


。 empty() : 判断 链表 容器 是 否 为 空 。 

size(): 返回 链表 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 
push_back() : 在 链表 尾部 插入 元 素 。 
pop_back() : 删除 链表 容器 的 最 后 一 个 元 素 。 
remove() : 删除 链表 容器 中 所 有 指定 值 的 元 素 。 





erase() : 从 链表 容器 中 删除 一 个 或 几 个 元 素 。 

unique(): 删除 链表 容器 中 相 邻 的 重复 元 素 。 

clear() : 删除 链表 容器 中 的 所 有 元 素 。 

insert(pos,elem) : 在 pos 位 置 插入 元 素 elem, 即 将 元 素 elem 插入 到 迭代 器 pos 指 
定 的 元 素 之 前 。 

insert(pos,zvelem) : 在 pos 位 置 插入 7 个 元 素 elem。 


remove_if(cmp) : 删除 链表 容器 中 满足 条 件 的 元 素 。 aa 
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。 insert(pos,posl,pos2) : 在 迭代 器 pos 处 插入 [posl,pos2) 的 元 素 。 

reverse() : 反 转 链表 。 

sort() : 对 链表 容器 中 的 元 素 排 序 。 

begin(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引 用 容器 的 第 一 个 
元 素 。 

end(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 iterator 或 const_iterator, 引 用 容器 的 最 后 一 个 元 素 
后 面 的 一 个 位 置 。 

rbegin(): 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 
容器 的 最 后 一 个 元 素 。 

rend() : 该 函数 的 两 个 版 本 返回 reverse_iterator 或 const_reverse_iterator, 引 用 容 
器 的 第 一 个 元 素 前 面 的 一 个 位 置 。 

说 明 : STL 提供 的 sort() 排 序 算法 主要 用 于 支持 随机 访问 的 容器 ,而 list 容器 不 支持 
随机 访问 ,为 此 list 容器 提供 了 sort() 成 员 函 数 用 于 元 素 排 序 , 类 似 的 还 有 unique()、 
reverse() ,merge() 等 STL 算法 。 

例如 有 以 下 程序 : 


#include < list> 
using namespace std; 
void disp(list < int > &lst) // 输 出 lst 的 所 有 元 素 
{ list<int>::iterator it; 
for (it= 1st. begin() ;it!= 1st. end() ;it 十 十 ) 
printf(" %d ", x it); 
printf("\n"); 


} 
void main( ) 
{ list<int> lst; // 定 义 list 容器 lst 
list< int >: :iterator it, start, end; 
lst. push_back(5); // 添 加 5 个 整数 5.2、4、1、3 


lst. push_back(2); 
lst. push_back(4); 
lst. push_back(1); 
lst. push_back(3); 
printf(" 初 始 lst: "); disp(lst); 


it 一 lst.begin() ; /it 指向 首 元 素 5 
start 一 十 十 lst. begin(); //start 指向 第 2 个 元 素 2 
end 一 一 一 lst.end(); //end 指向 尾 元 素 3 


lst. insert(it, start,end) ; 
printf( "执行 lst. insert(it, start, end)\n"); 
printf(" 插 人 后 lst: "); disp(lst); 

} 





在 上 述 程 序 中 建立 了 一 个 整数 链表 lst, 向 其 中 添加 5 个 元 素 ,it 指向 首 元 素 5,start 指 
向 元 素 2,end 指向 元 素 3, 执 行 lst. insert(it,start,end) 语 句 时 将 (2,4,1) 插 入 到 最 前 端 。 程 
序 的 执行 结果 如 下 : 
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初始 lst: 52413 
执行 lst. insert(it, start, end) 
插入 后 lst: 24152413 


关联 容器 中 的 每 个 元 素 有 一 个 key( 关 键 字 ) ,通过 key 来 存储 和 读 取 元 素 ,这些 关键 字 
可 能 与 元 素 在 容器 中 的 位 置 无 关 , 所 以 关联 容器 不 提供 顺序 容器 中 的 front()、push_front()、 
back() .push_back() 以 及 pop_back() 操 作 。 

1) set( 集 合 容器 )/ multiset( 多 重 集合 容器 ) 

set 和 multiset 都 是 集合 类 模板 ,其 元 素 值 称 为 关键 字 。set 中 元 素 的 关键 字 是 唯一 的 ， 
multiset 中 元 素 的 关键 字 可 以 不 唯一 ,而 且 默 认 情 况 下 会 对 元 素 按 关键 字 自 动 进 行 升序 排 
列 , 所 以 查找 速度 比较 快 ,同时 支持 交差 和 并 等 一 些 集合 上 的 运算 ,如 果 需 要 集合 中 的 元 素 
允许 重复 ,那么 可 以 使 用 multiset。 

由 于 set 中 没有 相同 关键 字 的 元 素 , 在 向 set 中 插入 元 素 时 ,如 果 已 经 存在 则 不 插入 。 
multiset 中 允许 存在 两 个 相同 关键 字 的 元 素 ,在 删除 操作 时 删除 multiset 中 值 等 于 elem 的 
所 有 元 素 , 若 删除 成 功 返 回 删除 个 数 ,否则 返回 0。 

set/multiset 的 成 员 函 数 如 下 。 

。 empty(): 判断 容器 是 否 为 空 。 
size() : 返回 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 
insert(): 插入 元 素 。 
erase(): 从 容器 中 删除 一 个 或 几 个 元 素 。 
clear(): 删除 所 有 元 素 。 
count(k): 返回 容器 中 关键 字 k 出现 的 次 数 。 
find(k): 如 果 容 器 中 存在 关键 字 为 & 的 元 素 ,返回 该 元 素 的 迭代 器 ,否则 返回 
end() 值 。 
upper_bound(): 返回 一 个 迭代 器 ,指向 关键 字 大 于 A 的 第 一 个 元 素 。 
lower_bound() : 返回 一 个 迭代 器 ,指向 关键 字 不 小 于 & 的 第 一 个 元 素 。 
begin(): 用 于 正 向 迭代 ,返回 容器 中 第 一 个 元 素 的 位 置 。 
end(): 用 于 正 向 迭代 ,返回 容器 中 最 后 一 个 元 素 后 面 的 一 个 位 置 。 
rbegin(): 用 于 反 向 迭代 ,返回 容器 中 最 后 一 个 元 素 的 位 置 。 
rend(): 用 于 反 向 迭代 ,返回 容器 中 第 一 个 元 素 前 面 的 一 个 位 置 。 
例如 有 以 下 程序 : 





#include < set> 
using namespace std; 


void main( ) 

{ set<int>s; // 定 义 set 容器 s 
set < int >: :iterator it; // 定 义 set 容器 迭代 器 it 
s.insert(1); 
s.insert(3); 


s.insert(2); 
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s.insert(4); 
s.insert(2); 
printf(" s: "); 
for (it=s. begin() ;it!=s.end();it+ 二 ) 
printf("%d ", * it); 
printf("\n"); 
multiset < int> ms; // 定 义 multiset 容器 ms 
multiset < int >: :iterator mit; // 定 义 multiset 容器 选 代 器 mit 
ms. insert(1); 
ms.insert(3); 
ms. insert(2); 
ms. insert(4); 
ms.insert(2); 
printf("ms: "); 
for (mit=ms. begin() ;mit!=ms.end() ;mit 十 十 ) 
printf("%d ", * mit); 
printf("\n"); 
} 


在 上 述 程 序 中 建立 了 set 容器 s 和 multiset 容器 ms, 均 插入 5 个 元 素 , 最 后 使 用 迭代 器 
输出 所 有 元 素 。 由 于 set 容器 的 关键 字 不 能 重复 ,所 以 两 次 插 和 元素 2, 后 者 并 没有 真正 插 
入 ; 而 multiset 容器 的 关键 字 可 以 重复 ,所 以 两 次 插入 元 素 2, 容 器 中 存在 两 个 关键 字 均 为 
2 的 元 素 。 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


s:1234 
ms:12234 


从 输出 结果 看 到 ,无 论 是 set 还 是 multiset 容器 ,其 元 素 默 认 按 递增 次 序 排序 。 

2) map( 了 映射 容器 )/ multimap( 多 重 映 射 容器 ) 

map 和 multimap 都 是 映射 类 模板 。 映 射 是 实现 关键 字 与 值 关系 的 存储 结构 ,可 以 使 
用 一 个 关键 字 key 来 访问 相应 的 数据 值 value。set/multiset 中 的 key 和 value 都 是 key 类 
型 ,而 map/multimap 中 的 key 和 value 是 一 个 pair 类 结构 。pair 类 结构 的 声明 形式 如 下 : 


struct pair 
{Tfirat; 
T second; 


} 





也 就 是 说 , pair 中 有 两 个 分 量 (二 元 组 ) ,first 为 第 一 个 分 量 ( 在 map 中 对 应 key)， 
second 为 第 二 个 分 量 ( 在 map 中 对 应 value) 。 例 如 .定义 一 个 对 象 pl 表示 一 个 平面 坐标 点 


并 输入 坐标 : 
pair < double, double> pl; // 定 义 pair 对 象 pl 
cin >> pl. first >> pl. second; // 输 入 pl 的 坐标 





同时 pair 对 = 一 、! 一 、 二、 >、 去 一 、 > 一 共 6 个 运算 符 进行 重 载 ,提供 了 按照 字典 序 对 
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元 素 进 行 大 小 比较 的 比较 运算 符 模板 函数 。 

map/multimap 利用 pair 的 二 运算 符 将 所 有 元 素 ( 即 key-value 对 ) 按 key 的 升序 排列 ， 
以 红 黑 树 的 形式 存储 ,可 以 根据 key 快速 地 找到 与 之 对 应 的 value( 查 找 时 间 为 O(logzn))。 
map 中 不 允许 关键 字 重 复出 现 , 支 持 [ ] 运 算 符 ; 而 multimap 中 允许 关键 字 重 复出 现 ,但 不 
支持 [ ] 运 算 符 。 

map/multimap 的 主要 成 员 函 数 如 下 。 

。 empty(): 判断 容器 是 否 为 空 。 
size() : 返回 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 
map[key]: 返回 关键 字 为 key 的 元 素 的 引用 ,如 果 不 存在 这 样 的 关键 字 , 则 以 key 
作为 关键 字 插 入 一 个 元 素 ( 不 适合 multimap) 。 
insert(elem) : 插入 一 个 元 素 elem 并 返回 该 元 素 的 位 置 。 
clear() : 删除 所 有 元 素 。 
find(): 在 容器 中 查找 元 素 。 
count() : 容器 中 指定 关键 字 的 元 素 个 数 (map 中 只 有 1 或 者 0) 。 
begin(): 用 于 正 向 迭代 ,返回 容器 中 第 一 个 元 素 的 位 置 。 
end(): 用 于 正 向 迭代 ,返回 容器 中 最 后 一 个 元 素 后 面 的 一 个 位 置 。 
rbegin(): 用 于 反 向 迭代 ,返回 容器 中 最 后 一 个 元 素 的 位 置 。 

。 rend(): 用 于 反 向 迭代 ,返回 容器 中 第 一 个 元 素 前 面 的 一 个 位 置 。 

以 map 为 例 进行 说 明 。 在 map 中 修改 元 素 非常 简单 ,这 是 因为 map 容器 已 经 对 [ ] 运 
算 符 进 行 了 重 载 。 例 如 : 


map < char,int> mymap; // 定 义 map 容器 mymap, 其 元 素 类 型 为 pair < char,int> 
mymap['a]=1; // 或 者 mymap.insert (pair < char,int>('a',1) ); 


获得 map 中 一 个 值 的 最 简单 方法 如 下 : 
int ans=mymap['a’]; 


只 有 当 map 中 有 这 个 关键 字 ('a') 时 才 会 成 功 ,否则 自动 插入 一 个 元 素 ,其 关键 字 为 'a'， 
对 应 的 值 为 int 类 型 默认 值 0。 用 户 可 以 使 用 find() 方 法 来 发 现 一 个 关键 字 是 否 存在 ,传人 
的 参数 是 要 查找 的 key, 例 如 : 


if(mymap. find('a')==mymap. end()) 





{ He 


// 没 找到 的 处 理 
} 


else 


// 找 到 后 的 处 理 
} 


例如 有 以 下 程序 : 





算法 设计 与 分 析 第 人 2 人 版 】 





#include < map > 
using namespace std; 


void main( ) 

{ map<char,int> mymap; // 定 义 map 容器 mymap 
mymap. insert(pair < char, int >('a',1)); // 插 入 方式 1 
mymap.insert(map < char, int >: :value_type( 'b', 2)); // 插 入 方式 2 
mymap['c"] =3; // 插 入 方式 3 


map < char, int >: :iterator it; 
for(it=mymap. begin() ;it!==mymap. end() ;it 十 十 ) 
printf("[%e, %d] ",it—> first, it —> second); 
printf("\n"); 
} 


在 上 述 程序 中 建立 了 一 个 map 容器 mymap, 其 中 元 素 的 关键 字 和 值 类 型 分 别 是 char 
和 int, 采 用 3 种 方式 插入 3 个 元 素 , 最 后 通过 和 迭代 器 输出 所 有 元 素 。 程 序 的 执行 结 
如 下 : 


[a,1] [b,2] [Lc,3] 


适配器 容器 是 指 基于 其 他 容器 实现 的 容器 ,也 就 是 说 适配器 容器 包含 另 一 个 容器 作为 
其 底层 容器 ,在 底层 容器 的 基础 上 实现 适配器 容器 的 功能 ,实际 上 在 算法 设计 中 可 以 将 适 配 
器 容器 作为 一 般 容 器 来 使 用 。STL 提供 的 适配器 容器 如 下 。 

1) stack( 栈 容器 ) 

它 是 一 个 栈 类 模板 ,和 数据 结构 中 的 栈 一 样 ,具有 后 进 先 出 的 特点 。 栈 容器 默认 的 底层 
容器 是 deque。 用 户 也 可 以 指定 其 他 底层 容器 ,例如 以 下 语句 指定 myst 栈 的 底层 容器 为 


Vvector: 


stack < string, vector < string > > myst; // 第 2 个 参数 指定 底层 容器 为 vector 


stack 容器 只 有 一 个 出 口 , 即 栈 顶 ,可 以 在 栈 顶 插入 ( 进 栈 ) 和 删除 (出 栈 ) 元 素 ,而 不 允许 
顺序 遍历 ,所 以 stack 容器 没有 begin()Vend() 和 rbegin()Vrend() 这 样 的 用 于 迭代 器 的 成 员 
函数 。stack 容器 的 主要 成 员 函 数 如 下 。 
。 empty(): 判断 栈 容 器 是 否 为 空 。 
size() : 返回 栈 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 
push(elem) : 元 素 elem 进 栈 。 
top() : 返回 栈 顶 元 素 。 
pop() : 元 素 出 栈 。 
例如 有 以 下 程序 : 


#include < stack> 
using namespace std; 
void main( ) 


} 


在 上 述 程序 中 建立 了 一 个 整数 栈 st, 进 栈 3 个 元 素 , 取 栈 顶 元 素 , 然 后 出 栈 所 有 元 素 并 
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stack < int> st; 

st. push(1); st.push(2); st.push(3); 
printf(" 栈 顶 元 素 : %d\n", st. top()); 
printf(" 出 栈 顺序 : "); 


while (!st.empty()) // 栈 不 空 时 出 栈 所 有 元 素 


{ printf("%d ",st.top()); 
st. pop() ; 

} 

printf("\n"); 


输出 。 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


栈 顶 元 素 : 3 
出 栈 顺 序 : 3 2 1 


2) queue( 队 列 容器 ) 


它 是 一 个 队列 类 模板 ,和 数据 结构 中 的 队列 一 样 ,具有 先进 先 出 的 特点 。queue 容器 不 
允许 顺序 遍历 ,没有 begin()/end() 和 rbegin()/rend() 这 样 的 用 于 和 夫 代 器 的 成 员 函 数 ,其 主 


要 成 员 函 数 如 下 。 


empty() : 判断 队列 容器 是 否 为 空 。 
size(): 返回 队列 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 
front(): 返回 队 头 元 素 。 

back(): 返回 队 尾 元 素 。 

push(elem) : 元 素 elem 进 队 。 

pop() : 元 素 出 队 。 


例如 有 以 下 程序 : 


#include < queue> 
using namespace std; 
void main( ) 


} 


在 上 述 程序 中 建立 了 一 个 整数 队列 qu, 进 队 3 个 元 素 , 取 队 头 、 队 尾 元 素 , 然 后 出 队 所 


queue < int> qu; 

qu. push(1); qu. push(2); qu. push(3); 
printf(" 队 头 元 素 : %d\n", qu. front()); 
printf(" 队 尾 元 素 : %d\n", qu. back()); 
printf(" 出 队 顺 序 : "); 


while (!qu. empty()) // 出 队 所 有 元 素 
{ printf("%d ",qu.front()); 

qu.pop(); 
} 


printf("\n"); 


有 元 素 并 输出 。 程 序 的 执行 结果 如 下 : 
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队 头 元 素 : 1 
队 尾 元 素 : 3 
出 队 顺 序 : 1 2 3 


3) priority_queue( 优 先 队列 容器 ) 

它 是 一 个 优先 队列 类 模板 。 优 先 队列 是 一 种 具有 受 限 访问 操作 的 存储 结构 ,元 素 可 以 
以 任意 顺序 进入 优先 队列 。 一 旦 元 素 在 优先 队列 容器 中 ,出 队 操作 将 出 队列 中 优先 级 最 高 
的 元 素 。 其 主要 的 成 员 函 数 如 下 。 

。 empty() : 判断 优先 队列 容器 是 否 为 空 。 

。 size(); 返回 优先 队列 容器 中 的 实际 元 素 个 数 。 

。 push(elem): 元 素 elem 进 队 。 

。 top(): 获取 队 头 元 素 。 

。 pop() : 元 素 出 队 。 

优先 队列 中 优先 级 的 高 低 由 队列 中 数据 元 素 的 关系 函数 (比较 运算 符 ) 确 定 , 用 户 可 以 
使 用 默认 的 关系 函数 (对 于 内 置 数据 类 型 ,默认 关系 函数 是 值 越 大 优先 级 越 高 ) ,也 可 以 重 载 
自己 编写 的 关系 函数 。 例 如 有 以 下 程序 : 


#include < queue> 

using namespace std; 

void main( ) 

{ priority queue < int> qu; 
qu. push(3); qu. push(1); qu. push(2); 
printf(" 队 头 元 素 : %d\n" ,qu. top()); 
printf(" 出 队 顺 序 : "); 
while (1qu. empty()) // 出 队 所 有 元 素 
{ printf("%d ",qu.topO)); 

qu.pop(); 

} 
printfC("\n"); 

} 


在 上 述 程序 中 建立 了 一 个 整数 优先 队列 qu, 进 队 3 个 元 素 , 取 队 头 元 素 , 然 后 出 队 所 有 
元 素 并 输出 。 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


队 头 元 素 : 3 
出 队 顺 序 : 3 2 1 


从 中 看 出 ,对 于 int 类 型 的 元 素 ,priority_queue 默认 元 素 值 越 大 越 优先 , 即 大根 堆 。 
133 STL 在 算法 设计 中 的 应 用 


算法 设计 的 重要 步骤 是 设计 数据 的 存储 结构 ,除非 特别 指定 ,程序 员 可 以 采用 STL 中 
的 容器 存放 主 数据 ,选择 何 种 容器 不 仅 要 考虑 数据 的 类 型 ,还 要 考虑 数据 的 处 理 过 程 。 
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例如 ,字符 串 可 以 采用 string 或 者 vector < char > 来 存储 ,链表 可 以 采 
用 list 来 存储 。 

【 例 1.11】 有 一 段 英 文 由 若干 单词 组 成 ,单词 之 间 用 一 个 空格 分 隔 。 
编写 程序 提取 其 中 的 所 有 单词 。 

这 里 的 主 数据 是 一 段 英文 ,采用 string 字符 串 str 存储 ,最 后 提取 
的 单词 采用 vector < string > 容器 words 存储 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 





#include <iostream> 
#include < string > 
#include < vector> 
using namespace std; 


扫 一 扫 
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void solve( string str, vector < string > & words) // 产 生 所 有 单词 words 
{ string w; 
int i=0; 
int j= str. find(" "); // 查 找 第 一 个 空格 
while (j!=—1) // 找 到 单词 后 循环 
{ w=str.substr(i,j—D); // 提 取 一 个 单词 
words. push_back(w); // 将 单词 添加 到 words 中 
i=j+1; 
j=str. find(" ",i); // 查 找 下 一 个 空格 
} 
if (i< str. length()—1) // 处 理 最 后 一 个 单词 
{ w=str.substr(i); // 提 取 最 后 一 个 单词 
words. push_back(w); // 最 后 单词 添加 到 words 中 
} 
} 
void main() 


{ string str 一 "The following code computes the intersection of two arrays"; 
vector< string > words; 
solve(str, words) ; 
cout << "所 有 的 单词 :" << endl; // 输 出 结果 
vector < string >: :iterator it; 
for (it= words. begin( ) ;it!= words. end() ;十 十 it) 
cout << " "<< * it<< endl; 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


所 有 的 单词 : 
The 
following 
code 
computes 
the 
intersection 
of 
two 
arrays 
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在 算法 设计 中 有 时 需要 存放 一 些 临时 数据 ,通常 的 情况 是 ,如 果 后 存 人 的 元 素 先 处 理 ， 
可 以 使 用 stack 容器 ; 如 果 先 存 人 的 元 素 先 处 理 , 可 以 使 用 queue 容器 ; 如 果 元 素 的 处 理 顺 
序 按 某 个 优先 级 进行 ,可 以 使 用 priority_queue 容器 。 

【 例 1.12】 设计 一 个 算法 ,判断 一 个 含有 QO 、[]、{)3 种 类 型 括号 的 表达 式 中 的 所 有 括 
号 是 否 匹 配 。 

这 里 的 主 数据 是 一 个 字符 串 表 达 式 ,采用 string 字符 串 str 存储 它 。 在 判断 括号 是 
否 匹 配 时 需要 用 到 一 个 栈 ( 因 为 每 个 右 括号 都 是 和 前 面 最 近 的 左 括号 匹配 ), 采 用 stack 





#include < iostream> 
#include < stack> 
#include < string > 
using namespace std; 
bool solve(string str) 
{ stack<char> st; 

int i=0; 

while (i< str. length()) 


< char > 容器 作为 栈 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


// 判 断 str 中 的 括号 是 否 匹 配 


// 扫 描 str 中 的 所 有 字符 


{ if(Cstr0]=="("|| str[]=="['|| str[]=="{') 





st. push(str[]); 
else if (str[] ==")') 
{ if(st.top()!="(') 
return false; 
else 
st. pop(); 
} 
else if (str[] == ]') 
{ fst.topO)!='[') 
return false; 
else 
st.pop(); 
} 
else if (str[] =="}') 
{ at.topO)!="(") 





return false; 
else 
st. pop(); 
»》 
| 站 于 可 
} 
if (st.empty()) 
return true; 
else 
return false; 
} 
void main( ) 


{ “cout << "求解 结果 :" << endl; 


// 所 有 左 括号 进 栈 

// 当 前 字符 为 )， 

// 车 栈 项 不 是 匹配 的 '(', 返 回 假 
// 车 栈 顶 是 匹配 的 '(', 退 栈 

// 当 前 字符 为 了] ' 

// 车 栈 顶 不 是 匹配 的 '[', 返 回 假 
// 车 栈 顶 是 匹配 的 '[', 退 栈 

// 当 前 字符 为 '}' 

// 若 栈 顶 不 是 匹配 的 '{', 返 回 假 


// 若 栈 顶 是 匹配 的 '{", 退 栈 


//str 处 理 完 毕 并 且 栈 空 返回 真 


// 否 则 返回 假 


AAS 


string str 一 "(a 十 [b 一 品 十 d)"; 

cout << " "<< str << (solve(str)?" 中 括号 匹配 ":" 中 括号 不 匹配 ") << endl; 

str=="(a+ [b—ce}+d)"; 

cout <<"" << str << (solve(str)?" 中 括号 匹配 ":" 中 括号 不 匹配 ") << endl; 
} 


上 述 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 : 
(a 十 [b 一 可 十 d) 中 括号 匹配 
(a 十 [b 一 ce} 十 d) 中 括号 不 匹配 


用 户 可 以 使 用 map 容器 或 者 喻 希 表 容器 检测 数据 元 素 是 否 唯一 。 

【 例 1.13】 设计 一 个 算法 判断 字符 串 str 中 的 每 个 字符 是 否 唯一 。 例 如 ,"abc" 的 每 个 
字符 是 唯一 的 ,算法 返回 true, 而 "accb" 中 的 字符 'c' 不 是 唯一 的 ,算法 返回 false。 

设计 map < char,int > 容器 mymap, 第 一 个 分 量 key 的 类 型 为 char, 第 二 个 分 量 
value 的 类 型 为 int ,表示 对 应 关键 字 出 现 的 次 数 。 将 字符 串 str 中 的 每 个 字符 作为 关键 字 插 
入 到 map 容器 中 ,插入 后 对 应 出 现 次 数 增 1。 如 果 某 个 字符 的 出 现 次 数 大 于 1, 表 示 不 唯 
一 ,返回 false; 如 果 所 有 字符 唯一 ,返回 true。 对 应 的 算法 如 下 : 


bool isUnique(string &str) // 检 测 str 中 的 所 有 字符 是 否 唯一 
{ map<char,int> mymap; 
for (int i=0;i< str.length();i 十 十 ) 
{ mymap[str 器 ] 十 十; 
if (mymap[str[]]>1) 
return false; 
} 


return true; 


对 于 list 容器 中 元 素 的 排序 可 以 使 用 其 成 员 函 数 sort(), 对 于 数组 或 
者 vector 等 具有 随机 访问 特性 的 容器 可 以 使 用 STL 算法 sort()。 下 面 以 
STL 算法 sort() 为 例 进 行 讨论 。 

1) 内 置 数 据 类 型 的 排序 

对 于 内 置 数据 类 型 的 数据 ,sort() 默 认 以 less <T>( 小 于 关系 函数 ) 作 
为 关系 函数 实现 递增 排序 ,为 了 实现 递减 排序 ,需要 调用 < functional > 头 文 
件 中 定义 的 greater 类 模板 。 例 如 ,以 下 程序 使 用 greater <int >() 实 现 vector <int > 容器 中 
元 素 的 递减 排序 (其 中 sort (myv. begin(),myv. end(),less << int >()) 语 句 等 同 于 sort 
(myv. begin() ,myv. end()) ,实现 默认 的 递增 排序 ) : 
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#include < iostream> 
#include < algorithm > 
#include < vector> 


#include < functional > // 包 含 less greater 等 
using namespace std; 
void Disp(vector < int> &myv) // 输 出 vector 的 元 素 


{ vector< int>: :iterator it; 
for(it = myv.begin() ;it! 王 myv.end(C) ;it 十 十 ) 
cout << *it <<" "; 
cout << endl; 
} 
void main() 
{ inta[]={2,1,5,4,3}; 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
vector <int> myv(a,a+n); 


cout << "初始 myv: "; Disp(myv); // 输 出 : 21543 
sort(myv. begin(), myv. end(), less < int>()); 

cout << "递增 排序 : "; Disp(myv) ; // 输 出 : 12345 
sort(myv. begin(), myv.end(), greater < int >()); 

cout << "递减 排序 : "; Disp(myv); // 输 出 : 543 21 


} 


说 明 : less<T>、greater< 工 > 均 属 于 STL 关系 函数 对 象 ,分 别 支 持 对 象 之 间 的 小 
于 (<)、 大 于 (>) 上 比较, 返回 布尔 值 。 它 们 的 原型 包含 在 functional 头 文件 中 。 

2) 自 定义 数据 类 型 的 排序 

对 于 自 定义 数据 类 型 (如 结构 体 数据 ) ,同样 默认 以 less< 工 >( 即 小 于 关系 函数 ) 作 为 关 
系 函数 ,但 需要 重 载 该 函数 。 另 外 ,用 户 还 可 以 自己 定义 关系 函数 。 在 这 些 重 载 函 数 或 者 关 
系 函 数 中 指定 数据 的 排序 顺序 ( 按 哪些 结构 体 成 员 排序 ,是 递增 还 是 递减 ) 。 

归纳 起 来 ,实现 排序 主要 有 两 种 方式 。 

。 方 式 1: 在 声明 结构 体 类 型 中 重 载 二 运算 符 , 以 实现 按 指定 成 员 的 递增 或 者 递减 排 
序 。 例 如 sort(myv. begin() ,myv. end()) 调 用 默认 一 运算 符 对 myv 容器 中 的 所 有 
元 素 实现 排序 。 
方式 2: 用 户 自己 定义 关系 函数 ,以 实现 按 指定 成 员 的 递增 或 者 递减 排序 。 例 如 
sort(myv. begin() ,myv. end(),Cmp()) 调 用 Cmp 的 () 运 算 符 对 myv 容器 中 的 所 
有 元 素 实现 排序 。 

例如 ,以 下 程序 采用 上 述 两 种 方式 分 别 实现 vector< Stud > 容器 myv 中 的 数据 按 no 成 
员 递 减 排序 和 按 name 成 员 递 增 排序 : 








ER #include < iostream> 


#include < algorithm > 
#include < vector> 
#include < string > 
using namespace std; 


struct Stud 
{ intno; 
string name; 
Stud(int nol, string namel) // 构 造 函数 


CAME 


{ no=nol; 
name 一 namel; 
} 
bool operator <(const Stud &s) const // 方 式 1: 重 载 < 运算 符 
{ 


return s.no<no; // 用 于 按 no 递减 排序 ,将 < 改 为 > 则 按 no 递增 排序 
} 
}s; 
struct Cmp // 方 式 2: 定义 关系 函数 
{ bool operator()(const Stud &s,const Stud &t) const 
中 
return s.name < t.name; // 用 于 按 name 递增 排序 ,将 < 改 为 > 则 按 name 递减 排序 
} 
}; 
void Disp(vector < Stud> &myv) // 输 出 vector 的 元 素 


{ vector< Stud >: :iterator it; 
for(it = myv. begin();it!=myv.end();it+ 二 ) 
cout <<it—> no << "," <<it—>name <<"\t"; 
cout << endl; 
} 
void main( ) 
{ Studa[]={Stud(2,"Mary"),Stud(1,"John"), Stud(5,"Smith")}; 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
vector < Stud > myv(a,a 十 n); 


cout << "初始 myv: "; Disp(myv); // 输 出 : 2, Mary 1, John 5,Smith 
sort(myv. begin(), myv. end()); // 上 默认 使 用 < 运算 符 排序 

cout <<" 按 no 递减 排序 : "; Disp(myv); // 输 出 : 5,Smith 2,Mary 1,John 
sort(myv. begin(), myv.end(), Cmp()); // 使 用 Cmp 中 的 〇 运算 符 进行 排序 
cout <<" 按 name 递增 排序 : "; Disp(myv); // 输 出 : 1,John 2, Mary 5,Smith 


} 


在 有 些 算法 设计 中 用 到 堆 , 堆 采用 STL 的 优先 队列 来 实现 ,优先 级 的 
高 低 由 队列 中 数据 元 素 的 关系 函数 (比较 运算 符 ) 确 定 , 很 多 情况 下 需要 重 
1) 元 素 为 内 置 数 据 类 型 的 堆 视频 角 
对 于 C/C++ 内 置 数据 类 型 ,默认 是 以 less<T>( 小 于 关系 函数 ) 作 为 关系 函数 , 值 越 大 
优先 级 越 高 ( 即 大 根 堆 ), 可 以 改 为 以 greater < 下 > 作为 关系 函数 ,这 样 值 越 大 优先 级 越 低 








( 即 小 根 堆 ) 。 | 


例如 ,以 下 程序 中 pql 为 大 根 堆 ( 默 认 )、pq2 为 小 根 堆 ( 通 过 greater < int > 实现 ) : 


# include < iostream > 
#include < queue> 
using namespace std; 
void main( ) 
{ inta[]={3,6,1,5,4,2}; 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 


} 
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// 优 先 级 队列 pql 默认 使 用 vector 做 容器 

priority_queue < int > pql(a,a 十 n); 

cout << "pql: "; 

while (!pql.empty()) 

{ cout << pql.top() < " "; //while 循环 输出 :6 54321 
pql. pop(); 

} 

cout << endl; 

// 优 先 级 队列 pq2 使 用 vector 做 容器 ,int 元 素 的 关系 函数 改 为 greater 

priority_queue < int, vector < int >,greater< int> > pq2(a,a 十 n); 

cout << "pq2: "; 

while (!pq2.empty()) 

{ cout<< pq2.top() << " "; //while 循环 输出 :123456 
pq2. pop(); 

} 


cout << endl; 


2) 元 素 为 自 定义 类 型 的 堆 

对 于 自 定义 数据 类 型 (如 结构 体 数 据 ) ,同样 默认 以 less< 工 >( 即 小 于 关系 函数 ) 作 为 关 
系 函数 ,但 需要 重 载 该 函数 。 另 外 ,用 户 还 可 以 自己 定义 关系 函数 。 在 这 些 重 载 函 数 或 者 关 
系 函 数 中 指定 数据 的 优先 级 (优先 级 取决 于 哪些 结构 体 ,是 越 大 越 优 先 还 是 越 小 越 优先 ) 。 

归纳 起 来 ,实现 优先 队列 主要 有 3 种 方式 。 
方式 1: 在 声明 结构 体 类 型 中 重 载 二 运算 符 ,以 指定 优先 级 ,例如 priority_queue 
< Stud> pql 调用 默认 的 二 运算 符 创 建 堆 pql( 是 大 根 堆 还 是 小 根 堆 由 二 重 载 函数 


体 确定 )。 


方式 2: 在 声明 结构 体 类 型 中 重 载 二 运算 符 , 以 指定 优先 级 ,例如 priority_queue 一 
Stud,vector < Stud >,greater < Stud > > pq2 调用 重 载 二 运算 符 创 建 堆 pq2, 此 时 需 


要 指定 优先 队列 的 低层 容器 (这 里 是 vector, 也 可 以 是 deque)。 


方式 3: 自己 定义 关系 函数 ,以 指定 优先 级 ,例如 priority_queue < Stud,vector < Stud >， 
StudCmp > pq3 调用 StudCmp 的 〇 运算 符 创建 堆 pq3 ,此 时 需要 指定 优先 队列 的 低 


层 容器 (这 里 是 vector, 也 可 以 是 deque) 。 


例如 ,以 下 程序 采用 上 述 3 种 方式 分 别 创建 3 个 堆 : 


#include < iostream> 
#include < queue> 
#include < string > 


using namespace std; 


struct Stud 


{ 


int no; 
string name; 
Stud(int n, string na) // 构 造 函 数 
{ no=ns 
name= na; 


} 


// 声 明 结构 体 Stud 
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bool operator <(const Stud &s) const // 重 载 < 关系 函数 
{ return no <s.no; } 
bool operator >(const Stud B&s) const // 重 载 > 关系 函数 


{ return no>s.no; } 
ys 
// 结 构 体 的 关系 函数 ,改写 operator() 
struct StudCmp 
{ bool operator()(const Stud &s,const Stud &t) const 
{ 
return s. name < t. name; //name 越 大越 优 先 


}; 
void main( ) 
{ Studa[]={Stud(2,"Mary"),Stud(1,"John"), Stud(5,"Smith")}); 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
// 使 用 Stud 结构 体 的 < 关系 函数 定义 pql 
priority_queue < Stud > pql(a,a+n); 
cout << "pql 出 队 顺 序 : "; 


while (!pql.empty()) // 按 no 递减 输出 
{ cout<<"["<< pql.top().no << "," << pql.top().name << "]\t"; 
pql.pop(); 


} 

cout << endl; 

// 使 用 Stud 结构 体 的 > 关系 函数 定义 pq2 
priority_queue < Stud, deque < Stud >, greater < Stud > > pq2(a,a+n); 
cout << "pq2 出 队 顺 序 : "; 


while (!pq2.empty()) // 按 no 递增 输出 
{ cout<<"[" << pq2.top() .no <<"," << pq2.top().name << "J]\t"; 
pq2. pop(); 


} 

cout << endl; 

// 使 用 结构 体 StudCmp 的 关系 函数 定义 pq3 

priority_queue < Stud, deque < Stud >,StudCmp > pq3(a,a 十 n); 
cout << "pq3 出 队 顺 序 : "; 


while (!pq3.empty()) // 按 name 递减 输出 
{ cout<<"[" << pq3.top().no << "," << pq3.top().name<< "]\t"; 
pq3.pop(); 





} 
cout << endl; 
上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


pql 出 队 顺 序 : [5,Smith] [2,Mary] [1,John] 
pq2 出 队 顺 序 : [1,John] [2,Mary] [5,Smith] 
pq3 出 队 顺 序 : [5,Smith] [2,Mary] [1,John] 
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练习 题 洲 


1. 下 列 关 于 算法 的 说 法 中 正确 的 有 ( “) 个 。 

I . 求解 某 一 类 问题 的 算法 是 唯一 的 

工 . 算法 必须 在 有 限 步 操作 之 后 停止 

于. 算法 的 每 一 步 操作 必须 是 明确 的 ,不 能 有 歧义 或 含义 模糊 
.算法 执行 后 一 定 产生 确定 的 结果 


A. 1 B: 2 C3 D. 4 

2. T(n) 表 示 当 输入 规模 为 n 时 的 算法 效率 ,以 下 算法 中 效率 最 优 的 是 ( Ys 
A. T(n)= T(n—1)+1,T(1)=1 B. T(m= 272 
C. Tn)= T(n/2)+1,T(1)=1 D. T(n)=3nlogsn 


3. 什么 是 算法 ? 算法 有 哪些 特性 ? 

4. 判断 一 个 大 于 2 的 正 整 数 是 否 为 素数 的 方法 有 多 种 ,给 出 两 种 算法 ,说 明 其 中 一 
种 算法 更 好 的 理由 。 

5. 证 明 以 下 关系 成 立 : 

(1) 10n: —2n=O(n:) 

(2) 2"+1=@(2") 

6. 证 明 OCfGD) 十 OCg(1))==OCmax{ f(D),g(n))) 。 

7. 有 一 个 含 wz 二 2) 个 整数 的 数组 a, 判 断 其 中 是 否 存 在 出 现 次 数 超过 所 有 元 素 一 半 
的 元 素 。 

8. 一 个 字符 串 采 用 string 对 象 存储 ,设计 一 个 算法 判断 该 字符 串 是 否 为 回 文 。 

9. 有 一 个 整数 序列 ,设计 一 个 算法 判断 其 中 是 否 存在 两 个 元 素 的 和 恰好 等 于 给 定 的 整 
数 k。 

10. 有 两 个 整数 序列 ,每 个 整数 序列 中 的 所 有 元 素 均 不 相同 ,设计 一 个 算法 求 它 们 的 公 
共 元 素 ,要 求 不 使 用 STL 的 集合 算法 。 

11. 正 整 数 x*(" 之 1) 可 以 写成 质数 的 乘积 形式 , 称 为 整数 的 质 因 数 分 解 。 例 如 ,12 王 
2X2X3,18 二 2X3X3,11 二 11。 设 计 一 个 算法 求 n 这 样 分 解 后 各 个 质 因数 出 现 的 次 数 , 采 
用 vector 向 量 存放 结果 。 











i 12. 有 一 个 整数 序列 ,所 有 元 素 均 不 相同 ,设计 一 个 算法 求 相差 最 小 的 元 素 对 的 个 数 。 


例如 序列 4,1,2,3 的 相差 最 小 的 元 素 对 的 个 数 是 3, 其 元 素 对 是 (1,2)、(2,3)、(3,4)。 

13. 有 一 个 map < string,int > 容器 ,其 中 已 经 存放 了 较 多 元 素 ,设计 一 个 算法 求 出 其 中 
重复 的 value 并 且 返 回 重复 value 的 个 数 。 

14. 重新 做 第 10 题 ,采用 map 容器 存放 最 终结 果 。 

15. 假设 有 一 个 含 n(n 二 1) 个 元 素 的 stack < int > 栈 容 器 st, 设 计 一 个 算法 出 栈 从 栈 顶 
到 栈 底 的 第 &C1 生 As 委 思 ) 个 元 素 , 其 他 栈 元 素 不 变 。 


@00,4S 





上 机 实验 题 洒 


实验 1. 统计 求 最 大 、 最 小 元 素 的 平均 比较 次 数 

编写 一 个 实验 程序 ,随机 产生 10 个 1 一 20 的 整数 ,设计 一 个 高 效 算法 找 其 中 的 最 大 元 
素 和 最 小 元 素 ,并 统计 元 素 之 间 的 比较 次 数 。 调 用 该 算法 执行 10 次 并 求 元 素 的 平均 比较 
次 数 。 

实验 2. 求 无 序 序列 中 第 小 的 元 素 

编写 一 个 实验 程序 ,利用 priority_queue( 优 先 队 列 ) 求 出 一 个 无 序 整数 序列 中 第 & 小 的 
元 素 。 
实验 3. 出 队 第 kk 个 元 素 
编写 一 个 实验 程序 ,对 于 一 个 含 z(z* 二 1) 个 元 素 的 queue < int > 队列 容器 qu, 出 队 从 队 
头 到 队 尾 的 第 &C1 近 A 委 思 ) 个 元 素 ,其 他 队列 元 素 不 变 。 

实验 4. 设计 一 种 好 的 数据 结构 I 

编写 一 个 实验 程序 ,设计 一 种 好 的 数据 结构 , 尽 可 能 高 效 地 实现 元 素 的 插入 、 删 除 、 按 值 
查找 和 按 序号 查找 (假设 所 有 元 素 值 不 相同 ) 。 

实验 5. 设计 一 种 好 的 数据 结构 工 

编写 一 个 实验 程序 ,设计 一 种 好 的 数据 结构 , 尽 可 能 高 效 地 实现 以 下 功能 : 

(1) 插入 若干 个 整数 序列 。 

(2) 获得 该 序列 的 中 位 数 (中 位 数 指 排序 后 位 于 中 间 位 置 的 元 素 ,例如 11,2,3} 的 中 位 
数 为 2, 而 {1,2,3,4) 的 中 位 数 为 2 或 者 3) ,并 估计 时 间 复 杂 度 。 


在 线 编程 题 洲 


在 线 编程 题 1. 求解 两 种 排序 方法 问题 

【问题 描述 】 考 拉 有 个 字符 串 , 任 意 两 个 字符 串 的 长 度 都 是 不 同 的 。 考 拉 最 近 在 学 
习 两 种 字符 串 的 排序 方法 。 

(1) 根据 字符 串 的 字典 序 排序 : 例如 "car" 一 "carriage" 一 "cats" 一 "doggies 一 "koala" 。 

(2) 根据 字符 串 的 长 度 排序 : 例如 "car" 二 "cats" 二 "koala" 二 "doggies"<<"carriage"。 





考 拉 想 知道 自己 的 这 些 字符 串 的 排列 顺序 是 否 满足 这 两 种 排序 方法 ,但 考 拉 又 要 忙 着 mw 


吃 树叶 ,所 以 需要 你 来 帮忙 验证 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行为 字符 串 的 个 数 n(n 三 100), 接 下 来 的 n 行 ,每 行 一 个 字符 串 ， 
字符 串 长 度 都 小 于 100, 均 由 小 写字 母 组 成 。 

输出 描述 : 如果 这 些 字符 串 是 根据 字典 序 排列 而 不 是 根据 长 度 排列 ,输出 
“islexicalorder”; 如 果 是 根据 长 度 排 列 而 不 是 根据 字典 序 排列 ,输出 “lengths”; 如 果 两 种 方 
式 都 符合 ,输出 “both”, 和 否则 输出 “none”。 


[as 
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输入 样 例 : 


3 
a 
aa 


bbb 


样 例 输出 : 


both 


在 线 编程 题 2. 求解 删除 公共 字符 问题 

【问题 描述 】 输入 两 个 字符 串 , 从 第 一 个 字符 串 中 删除 第 二 个 字符 串 中 的 所 有 字符 。 
例如 输入 "They are students." 和 "aeiou", 则 删除 之 后 的 第 一 个 字符 串 变 成 "Thy r 
stdnts. " 。 

输入 描述 : 每 个 测试 输入 包含 两 个 字符 串 。 

输出 描述 : 输出 删除 后 的 字符 串 。 

输入 样 例 : 


They are students. 
aeiou 


样 例 输出 ; 


Thy r stdnts. 


在 线 编程 题 3. 求解 移动 字符 串 问题 

【问题 描述 】 设计 一 个 函数 将 字符 串 中 的 字符 '* ' 移 到 串 的 前 面部 分 ,前 面 的 非 '* ' 字 
符 后 移 , 但 不 能 改变 非 '* ' 字 符 的 先后 顺序 ,函数 返回 串 中 字符 '* ' 的 数量 。 如 原始 串 为 "ab * 
关 cd xx ex 12", 人 处理 后 为 " **x xx x abcdel2" ,函数 返回 值 为 5( 要 求 使 用 尽量 少 的 时 间 和 辅 
助 空间 ) 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行为 字符 串 的 个 数 n(n 二 100) , 接 下 来 的 n 行 ,每 行 一 个 字符 串 ， 
字符 串 长 度 都 小 于 100, 均 由 小 写字 母 组 成 。 

输出 描述 : 对 于 每 个 字符 串 ,输出 两 行 ,第 1 行为 转换 后 的 字符 串 , 第 2 行为 字符 串 中 
字符 '* ' 的 数量 。 








a 输入 样 例 : 


ab xx cd x#x*x ex12 


样 例 输出 : 


xxxxx abcdel2 


5 


所 OO 





在 线 编程 题 4. 求解 大 整数 相 乘 问题 

【问题 描述 】 有 两 个 用 字符 串 表 示 的 非常 大 的 大 整数 ,算出 它们 的 乘积 ,也 用 字符 串 表 
示 ,不 能 用 系统 自 带 的 大 整数 类 型 。 

输入 描述 : 由 空格 分 隔 的 两 个 字符 串 代 表 输 入 的 两 个 大 整数 。 

输出 描述 : 输入 的 乘积 用 字符 串 表示 。 

输入 样 例 : 


72106547548473106236 982161082972751393 


样 例 输出 : 


70820244829634538040848656466105986748 


在 线 编程 题 5. 求解 旋转 词 问题 

【问题 描述 】 如 果 字 符 串 t 是 字符 串 s 的 后 面 若干 个 字符 循环 右 移 得 到 的 , 称 s 和 + 是 
旋转 词 , 例 如 "abcdef" 和 "efabcd" 是 旋转 词 , 而 "abcdef" 和 "feabcd" 不 是 旋转 词 。 

输入 描述 : 第 1 行为 i(1<n 夺 100), 接 下 来 的 n 行 ,每 行 两 个 字符 串 , 以 空格 分 隔 。 

输出 描述 : 输出 n 行 , 若 输 入 的 两 个 字符 串 是 旋转 词 ,输出 "Yes" ,否则 输出 "No"。 

输入 样 例 : 


2 
abcdef efabcd 
abcdef feabcd 


样 例 输出 : 


Yes 
No 


在 线 编程 题 6. 求解 门禁 系统 问题 

时 间 限 制 : 1.0s, 内 存 限 制 : 256. 0OMB 

【问题 描述 】 涛 涛 最 近 要 负责 图 书馆 的 管理 工作 ,需要 记录 下 每 天 读者 的 到 访 情 况 。 
每 位 读者 有 一 个 编号 ,每 条 记录 用 读者 的 编号 来 表示 。 给 出 读者 的 来 访 记 录 , 得 到 每 一 条 记 
录 中 的 读者 是 第 几 次 出 现 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行 包含 一 个 整数 ,表示 涛 涛 的 记录 条 数 ; 第 2 行 包含 个 整 





数 ,依次 表示 涛 涛 的 记录 中 每 位 读者 的 编号 。 ~ 


输出 描述 : 输出 一 行 ,包含 个 整数 ,由 空格 分 隔 , 依 次 表示 每 条 记录 中 的 读者 编号 是 
第 几 次 出 现 。 
输入 样 例 : 


5 
12113 


EE TITEEIEA. O00 


样 例 输出 : 
i 


评测 用 例 规模 与 约定 : 1 三 n 达 1000, 给 出 的 数 都 是 不 超过 1000 的 非 负 整数 。 

在 线 编程 题 7. 求解 数字 排序 问题 

时 间 限 制 : 1.0s, 内 存 限制 : 256. 0OMB 

【问题 描述 】 给 定 个 整数 ,请 统计 出 每 个 整数 出 现 的 次 数 , 按 出 现 次 数 从 多 到 少 的 顺 
序 输出 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行 包 含 一 个 整数 ,表示 给 定数 字 的 个 数 ; 第 2 行 包含 nn 个 整 
数 , 相 邻 的 整数 之 间 用 一 个 空格 分 隔 ,表示 所 给 定 的 整数 。 

输出 描述 : 输出 多 行 ,每 行 包含 两 个 整数 ,分 别 表示 一 个 给 定 的 整数 和 它 出 现 的 次 数 ， 
按 出 现 次 数 递减 的 顺序 输出 。 如 果 两 个 整数 出 现 的 次 数 一 样 多 , 则 先 输出 值 较 小 的 ,然后 输 
出 值 较 大 的 。 

输入 样 例 : 





12 
523313425235 


样 例 输出 : 


评测 用 例 规模 与 约定 : 1<n1000, 给 出 的 数 都 是 不 超过 1000 的 非 负 整数 。 
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在 算法 设计 中 经 常 需 要 用 递归 方法 求解 。 递 归 是 算法 设计 中 的 一 个 重要 技术 和 手段 ， 
很 多 程序 设计 语言 (如 C/C++ ) 都 支持 递归 程序 设计 。 本 章 介绍 递归 的 定义 、. 递 归 模 型 、 递 
推 式 的 计算 .递归 算法 设计 方法 和 递归 算法 到 非 递归 算法 的 转化 等 。 


什么 是 递归 > 


21.1 递归 的 定义 


在 数学 与 计算 机 科学 中 ,递归 (recursion) 是 指 在 函数 的 定义 中 又 调用 函数 自身 的 方法 。 
若 p 函数 定义 中 调用 p 函数 , 称 之 为 直接 递归 ; 若 p 函数 定义 中 调用 g 函数 ,而 g 函数 定义 
中 又 调用 p 函数 , 称 之 为 间接 递归 。 任 何 间 接 递 归 都 可 以 等 价 地 转化 为 直接 递归 ,所 以 本 
章 主要 讨论 直接 递归 。 

如 果 一 个 递归 过 程 或 递归 函数 中 的 递归 调用 语句 是 最 后 一 条 执行 语句 , 则 称 这 种 递归 
调用 为 尾 递 归 。 

递归 既是 一 种 奇妙 的 现象 ,又 是 一 种 思考 问题 的 方法 ,通过 递归 可 简化 问题 的 定义 和 求 
解 过 程 。 实 际 上 在 现实 世界 中 递归 无 处 不 在 ,例如 在 人 类 的 发 展 繁衍 中 ,人 之 间 的 辈分 就 是 
一 种 递归 ,祖先 的 递归 定义 是 xz 的 父母 是 xz 的 祖先 ,zx 祖先 的 双亲 同样 是 zx 的 祖先 。 

【 例 2.1】 设计 求 n!1(n 为 正 整数 ) 的 递归 算法 。 

对 应 的 递归 函数 如 下 。 


int fun(int n) 
no= // 语 句 1 
return(1); // 语 句 2 
else // 语 句 3 
return(fun(n 一 1) * n); // 语 句 4 


在 函数 fun(n) 的 求解 过 程 中 直接 调用 fun(n 一 1) (语句 4) ,所 以 它 是 一 个 直接 递归 郴 
数 ; 又 由 于 递归 调用 是 最 后 一 条 语句 ,所 以 它 又 属于 尾 递归 。 

递归 算法 通常 把 一 个 大 的 复杂 问题 层 层 转化 为 一 个 或 多 个 与 原 问题 相似 的 规模 较 小 的 
问题 来 求解 ,递归 策略 只 需 少 量 的 代码 就 可 以 描述 出 解 题 过 程 所 需要 的 多 次 重复 计算 ,大 大 
减少 了 算法 的 代码 量 。 

一 般 来 说 ,能 够 用 递归 解决 的 问题 应 该 满足 以 下 3 个 条 件 : 

(1) 需要 解决 的 问题 可 以 转化 为 一 个 或 多 个 子 问题 来 求解 ,而 这 些 子 问题 的 求解 方法 
与 原 问题 完全 相同 ,只 是 在 数量 规模 上 不 同 。 

(2) 递归 调用 的 次 数 必须 是 有 限 的 。 

(3) 必须 有 结束 递归 的 条 件 来 终止 递归 


2.12 何 时 使 用 递归 
在 以 下 3 种 情况 下 经 常 要 用 到 递归 的 方法 。 
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1“ 定义 足 雍 归 的 

有 许多 数学 公式 .数列 和 概念 的 定义 是 递归 的 ,例如 求 n! 和 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 
等 。 对 于 这 些 问 题 的 求解 过 程 ,可 以 将 其 递归 定义 直接 转化 为 对 应 的 递归 算法 ,例如 求 24 
可 以 转化 为 例 2. 1 的 递归 算法 。 

2 数据 结 移 吓 雍 归 前 

算法 是 用 于 数据 处 理 的 ,有 些 存 储 数据 的 数据 结构 是 递归 的 ,对 于 递归 数据 结构 ,采用 
递归 的 方法 设计 算法 既 方 便 又 有 效 。 

例如 , 单 链表 就 是 一 种 递归 数据 结构 ,其 结 点 类 型 声明 如 下 : 


typedef struct Node 
{ ElemType data; 
struct Node * next; 


} LinkNode; // 单 链表 结 点 类 型 


其 中 ,结构 体 Node 的 声明 中 用 到 了 它 自 身 , 即 指针 域 next 是 一 种 指向 自身 类 型 的 指 
针 。 图 2. 1 所 示 为 一 个 不 带头 结 点 的 单 链表 工 的 一 般 结 构 , 标识 整个 单 链表 ,而 L 一 > 
next 标识 除了 结 点 工 以 外 其 他 结 点 构成 的 单 链表 ,两 种 结构 是 相同 的 ,所 以 它 是 一 种 递归 
数据 结构 。 


由 上 标识 的 单 链表 












































工 一 上 生 al -| dy i | dn [人 
a 
L->next 由 L->next 标 识 的 单 链表 


图 2.1 不 带头 结 点 的 单 链表 工 的 一 般 结构 


对 于 这 样 的 递归 数据 结构 ,采用 递归 方法 求解 问题 十 分 方便 。 例 如 , 求 一 个 不 带头 结 点 
的 单 链表 工 的 所 有 data 域 ( 假 设 ElemType 为 int 型) 之 和 的 递归 算法 如 下 : 


int Sum(LinkNode *L) // 求 不 带头 结 点 的 单 链表 工 中 的 所 有 结 点 值 之 和 
{ i(L==NULL) 
return 0; 
else 
return(L 一 > data 十 Sum(L 一 > next)); 
} 





【 例 2.2】 分 析 二 又 树 的 二 叉 链 存储 结构 的 递归 性 ,设计 求 非 空 二 又 链 bt 中 所 有 结 点 
值 之 和 的 递归 算法 ,假设 二 又 链 的 data 域 为 int 型 。 

二 叉 树 采用 二 又 链 存 储 结构 ,其 结 点 类 型 定义 如 下 。 

typedef struct BNode 

{ int data; 


struct BNode x lchild, * rchild; 
} BTNode; // 二 叉 链 结 点 类 型 
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图 2. 2 所 示 为 一 棵 普通 二 叉 树 的 二 叉 链 存储 结构 ,bt 指向 根 结 点 ,用 于 标识 整 棵 树 ; bt 
一 lchild 和 bt 一 > rchild 分 别 指向 左 、 右 孩子 结 点 ,用 于 标识 左 、 右 子 树 , 而 左 、 右 子 树 本 身 也 
都 是 二 叉 树 , 它 是 一 种 递归 数据 结构 。 


bt 






bt—>Ichild bt—>rchild 


图 2.2 二 叉 树 bt 的 一 般 结构 
求 非 空 二 叉 链 bt 中 所 有 结 点 值 之 和 的 递归 算法 如 下 : 


int Sumbt(BTNode * bt) // 求 二 叉 树 bt 中 的 所 有 结 点 值 之 和 
{ if(Cbt->lchild==NULL && bt—>rchild==NULL) 
return bt 一 > data; // 只 有 一 个 结 点 时 返回 该 结 点 值 
else // 香 则 返回 左右 子 树 结 点 值 之 和 加 上 根 结 点 值 


return Sumbt(bt 一 > lchild) 十 Sumbt(bt —> rchild) 十 bt 一 > data; 


3 问题 和 的 求解 广 决 呈 堵 并 的 





有 些 问 题 的 解法 是 递归 的 ,典型 的 有 例 1. 8 的 楚 塔 问题 求解 。 该 问题 的 描述 是 设 有 3 
个 分 别 命名 为 xy 和 z 的 塔 座 ,在 塔 座 x 上 及 个 直径 各 不 相同 、 从 小 到 大 依次 编号 为 1 ~ 
的 盘 片 , 现 要 求 将 x 塔 座 上 的 个 盘 片 移 到 塔 座 z 上 并 仍 按 同 样 的 顺序 释放 。 在 盘 片 移动 
时 必须 遵守 以 下 规则 : 每 次 只 能 移动 一 个 盘 片 ; 盘 片 可 以 插 在 xy 和 z 中 的 任 一 塔 座 ; 任 
何 时 候 都 不 能 将 一 个 较 大 的 盘 片 放 在 较 小 的 盘 片上 。 设 计 递 归 求 解 算法 。 

设 Hanoi(n,x,y,z) 表 示 将 nn 个 盘 片 从 x 通过 y 移 动 到 z 上 ,递归 分 解 的 过 程 如 图 2.3 
所 示 , 其 中 move(z,x,z) 是 可 以 直接 操作 的 。 





Hanoi(n—l1,x,z,y); 


一 - | movewxz;， /将 第 "个 圆 盘 从 x 移 到 z 


Hanoi(n—1,y.X.z) 





2.3 ” 焚 塔 问题 的 递归 分 解 过 程 


2.1.3 递归 模型 


递归 模型 是 递归 算法 的 抽象 , 它 反映 一 个 递归 问题 的 递归 结构 ,例如 例 2. 1 的 递归 算法 
对 应 的 递归 模型 如 下 : 


Ca 一 1 当 n=1 时 
f(D=nf (n—1) 当 n>1 时 
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其 中 ,第 一 个 式 子 给 出 了 递归 的 终止 条 件 , 称 之 为 递归 出 口 ; 第 二 个 式 子 给 出 了 f(n) 
的 值 与 7Cz 一 1) 的 值 之 间 的 关系 , 称 之 为 递归 体 。 
一 般 地 ,一 个 递归 模型 由 递归 出 口 和 递归 体 两 部 分 组 成 ,前 者 确定 递归 到 何 时 结束 ， 
即 指出 明确 的 递归 结束 条 件 , 后 者 确定 递归 求解 时 的 递 推 关系 。 递 归 出 口 的 一 般 格式 
如 下 : 
f(a)=m C2 
里 的 5 与 m 均 为 常量 ,有 些 递归 问题 可 能 有 几 个 递归 出 口 。 递 归 体 的 一 般 格 式 
如 下 : 
f sm) = gf si) Fo ss cns Cm) Co 
其 中 ,ia 均 为 正 整数 。 这 里 的 $41 是 一 个 递归 “大 问题 ”si 、si+1、…、s, 为 递归 “小 
问题 ”,c cj、…、cn 是 若干 个 可 以 直接 (用 非 递 归 方 法 ) 解 决 的 问题 ,g 是 一 个 非 递归 函数 ， 
可 以 直接 求 值 。 
实际 上 ,递归 思路 是 把 一 个 不 能 或 不 好 直接 求解 的 “大 问题 "转化 成 一 个 或 几 个 “小 问 
题 " 来 解决 ,再 把 这 些 “ 小 问题 ”进一步 分 解 成 更 小 的 “小 问题 "来 解决 ,如 此 分 解 ,直到 每 个 
“小 问题 ”都 可 以 直接 解决 (此 时 分 解 到 递归 出 口 )。 但 递归 分 解 不 是 随意 的 分 解 , 递 归 分 解 
要 保证 “大 问题 "与 “小 问题 ”相似 , 即 求解 过 程 与 环境 都 相似 。 
为 了 讨论 方便 ,简化 上 述 递归 模型 如 下 : 
Cs) 一 7 《2. 3) 
fs) 一 BCFCs-l)vco-l) (2.4) 
例如 , 求 n! 的 递归 体 可 以 看 成 /(n)==g(f(n 一 1),n), 其 中 g(x,y)= 二 xXy, 它 是 非 递 归 
函数 。 那 么 求 /(s, ) 的 分 解 过 程 如 下 : 
fs) fs) f(s) fs) 
一 旦 遇 到 递归 出 口 ,分 解 过 程 结束 ,开始 求 值 过 程 ,所 以 分 解 过 程 是 “量变 ”过 程 , 即 原来 
的 “大 问题 "在 慢 慢 变 小 ,但 尚未 解决 , 遇 到 递归 出 口 后 便 发 生 了 “质变 ”, 即 原 递 归 问 题 转化 
成 直接 问题 。 上 面 的 求 值 过 程 如 下 : 
Js =mf(ss) = g (f(s) 0)Sf(ss) = gf(s2) cD f(s,) = g (fs,1) co-l) 
这 样 f(s,) 便 计算 出 来 了 ,因此 递归 的 执行 过 程 由 分 解 和 求 值 两 部 分 构成 。 


214 递归 算法 的 执行 过 程 


在 执行 递归 函数 时 会 直接 调用 自身 ,但 如 果 仅 有 这 种 操作 ,将 会 出 现 由 于 无 休止 地 调用 
而 陷入 死 循 环 。 因 此 ,一 个 正确 的 递归 函数 虽然 每 次 调用 的 是 相同 的 代码 ,但 它 的 参数 、 输 
入 数据 等 均 有 变化 ,并 且 在 正常 情况 下 随 着 调用 的 不 断 深 入 必定 会 出 现 调用 到 某 一 层 的 函 





数 时 不 再 执行 递归 调用 而 终止 函数 的 执行 , 即 遇 到 递归 出 口 。 mm 


递归 函数 可 以 看 成 是 一 种 特殊 的 函数 ,递归 函数 调用 是 函数 调用 的 一 种 特殊 情况 ， 
即 它 是 调用 自身 代码 ,因此 也 可 以 把 每 一 次 递归 调用 理解 成 调用 自身 代码 的 一 个 复制 
件 。 由 于 每 次 调用 时 它 的 参数 和 局 部 变量 值 均 不 相同 ,所 以 保证 了 各 个 复制 件 执行 时 的 
独立 性 。 

但 递归 调用 在 内 部 实现 时 并 不 是 每 次 调用 真 的 复制 一 个 函数 复制 件 存放 到 内 存 中 ,而 
是 采用 代码 共享 的 方式 ,也 就 是 它们 都 是 调用 同一 个 函数 的 代码 。 为 此 系统 设置 了 一 个 系 
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统 栈 ,为 每 一 次 调用 开辟 一 组 存储 单元 ,用 来 存放 本 次 调用 的 返回 地 址 以 及 被 中 断 的 函数 参 
数值 ( 即 一 个 栈 帧 ,可 以 理解 为 一 个 栈 元 素 ) ,然后 将 其 进入 系统 栈 ( 栈 元 素 进 栈 ) ,再 执行 被 
调用 函数 代码 。 当 被 调用 函数 执行 完毕 后 ,对 应 的 栈 帧 被 弹出 ( 栈 元 素 出 栈 ) ,返回 计算 后 的 
函数 值 ,控制 转 到 相应 的 返回 地 址 继续 执行 。 显 然 当 前 正在 执行 的 调用 函数 的 栈 帧 总 是 处 
于 系统 栈 的 最 顶端 。 

所 以 一 个 函数 调用 过 程 就 是 将 数据 (包括 参数 和 返回 值 ) 和 控制 信息 (返回 地 址 等 ) 从 一 
个 函数 传递 到 另 一 个 函数 。 另 外 ,在 执行 被 调 函 数 的 过 程 中 还 要 为 被 调 函 数 的 局 部 变量 分 
配 空间 ,在 函数 返回 时 释放 这 些 空间 ,这 些 工作 都 是 由 系统 栈 来 完成 的 。 

分 析 递 归 算 法 的 执行 过 程 、 观 察 变量 的 取 值 变化 ,可 以 清晰 地 认识 到 递归 算法 的 运行 机 
制 。 对 于 例 2. 1 的 递归 算法 , 求 51( 即 执行 fun(5)) 时 系统 栈 的 变化 和 求解 过 程 如 图 2. 4 所 
示 , 这 里 主要 关注 递归 函数 的 函数 值 的 变化 。 

说 明 : 在 C/C++ 中 ,系统 栈 是 从 高 地 址 向 低地 址 延伸 的 。 每 个 函数 的 每 次 调用 都 有 它 
自己 独立 的 一 个 栈 帧 ,在 这 个 栈 帧 中 有 所 需要 的 各 种 信息 , 栈 帧 的 大 小 并 不 国定 ,一 般 与 其 
对 应 函数 的 局 部 变量 的 多 少 有 关 。 寄 存 器 ebp 指向 当前 栈 帧 的 底部 (高 地 址 ) ,寄存 器 esp 
指向 当前 栈 帧 的 顶部 (低地 址 ) 。 函 数 返回 值 是 通过 eax 寄存 器 实现 的 。 



















































































2 | fan(D)X2 
| 3 | fun(2)x3 3 | fan(2)X3 
4 | fun(3)X4 | 4 | fanG)X4 4 | fonG3)X4 
调用 fun(5) 呈 | 5 | fan(D)x5 ISL 5 | fn()x5 IS| 5 | fn)x5 | >| 5 | fn(D)X5 
?函数 值 等 对 函数 值 等 n 函数 值 竺 n 函数 值 等 
1 催 行 函数 求 出 
fun(1) 值 为 1 
2 | 1x2=2 2 | fan(D)X2 
[ 3 | 2x3=6 3 | fun(2)X3 3 | fonC)X3 
4 | 6x4-24 | 4 | fun(3)X4 4 | fun(3)X4 4 | fun(3)X4 
和 fun(4)XS < 一 5 fun(4)X5 全 和 fun(4)X5 了 fun(4)X5 
n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 nn 函数 值 等 n 函数 值 等 


24X5=120 | 呈 > 返回 函数 值 120， 栈 空 
寻 于 数 值 等 














ww 





2.4 执行 fun(5) 时 系统 栈 的 变化 和 求解 过 程 


从 以 上 过 程 可 以 得 出 : 

(1) 递归 执行 是 通过 系统 栈 实现 的 。 

(2) 每 递归 调用 一 次 就 需 将 参数 、 局 部 变量 和 返回 地 址 等 作为 一 个 栈 元 素 进 栈 一 次 ,最 
多 的 进 栈 元 素 个 数 称 为 递归 深度 ,” 越 大 ,递归 深度 越 深 。 

(3) 每 当 遇 到 递归 出 口 或 本 次 递归 调用 执行 完毕 时 需 退 栈 一 次 ,并 恢复 参数 值 等 , 当 全 
部 执行 完毕 时 栈 应 该 为 空 。 
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归纳 起 来 ,递归 调用 的 实现 是 分 两 步 进行 的 ,第 一 步 是 分 解 过 程 , 即 用 递归 体 将 “大 问 
题 ? 分 解 成 “小 问题 ”, 直 到 递归 出 口 为 止 ,然后 进行 第 二 步 的 求 值 过 程 , 即 已 知 * 小 问题 ”, 计 
算 * 大 问题 ”。 前 面 的 fun(5) 的 求解 过 程 如 图 2.5 所 示 。 
fun(5) fun(5)=fun(4)x5=120 


fun(4) fun(4)=fun(3)X4=24 


\ 


fun(3) fun(3)=fun(2)x3=6 


、\ 


fun(2) fun(2)=fun(1)x 2=2 











返回 1 
2.5 fun(5) 的 求解 过 程 


递归 算法 的 执行 过 程 可 以 用 一 棵 递归 树 来 表示 ,递归 树 反映 了 递归 算法 执行 中 的 分 解 
和 求 值 过 程 , 它 是 对 系统 栈 的 模拟 。 
【 例 2.3】 斐 波 那 契 数 列 定义 如 下 : 


Fib(n)=1 当 n=1 时 
Fib(n)=1 当 n=2 时 
Fib(n)=Fib(n—1) 二 Fib(n 一 2) ” 当 n>2 时 


对 应 的 递归 算法 如 下 : 


int Fib(int n) // 递 归 求 Fibonacei 数列 
{ if(n==1 || n==2) 
return 1; 
else 
return Fib(n—1)+Fib(n—2); 
} 


画 出 求 Fib(5) 的 递归 树 以 及 递归 工作 栈 的 变化 和 求解 过 程 。 

求 Fib(5) 的 递归 树 如 图 2.6 所 示 。 图 中 方 框 旁 的 数字 表示 递归 调用 的 次 序 , 实 箭 
头 线 表 示 分 解 关系 , 虚 箭 头 线 表 示 求 值 关系 , 虚 箭头 线 上 的 数字 表示 求 值 结果 。 

从 上 面 求 Fib(5) 的 过 程 看 到 ,对 于 复杂 的 递归 调用 ,分 解 和 求 值 可 能 交替 进行 、 循 环 反 





复 , 直 到 求 出 最 终 值 。 aa 


执行 Fib(5) 时 系统 栈 的 变化 和 求解 过 程 如 图 2.7 所 示 , 由 Fib(5) 分 解 为 Fib(4) 十 Fib(3)， 
Fib(4) 分 解 为 Fib(3) 十 Fib(2) ,Fib(3) 分 解 为 Fib(2) 十 Fib(1),Fib(2) 和 Fib(1) 的 求 值 结果 
均 为 1, 从 而 求 出 Fib(3) 的 值 为 2,Fib(2) 的 求 值 结果 为 1, 从 而 求 出 Fib(4) 的 值 为 3。 类 似 
求 出 Fib(3) 的 值 为 2, 所 以 最 终 Fib(5) 的 值 为 5( 系 统 栈 中 最 后 一 个 元 素 的 函数 值 )。 

在 递归 函数 执行 时 ,其 形 参 会 随 着 递归 调用 发 生变 化 ,但 每 次 调用 后 会 恢复 为 调用 前 的 
形 参 ,将 递归 函数 的 非 引 用 型 形 参 的 取 值 称 为 状态 (递归 函数 的 引用 型 形 参 在 执行 后 会 回 传 
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2.7 执行 Fib(5) 时 系统 栈 的 变化 和 求解 过 程 


给 实 参 ,有 时 类 似 全 局 变量 ,不 作为 状态 的 一 部 分 ) ,在 调用 过 程 中 状态 会 发 生变 化 ,而 每 次 
调用 后 会 自动 恢复 为 调用 前 的 状态 。 例 如 有 以 下 递归 算法 : 


@ Fib(2) ® | Fib(1) 
\ 4 /A 
1 1 
图 2.6 求 Fib(5) 的 递归 树 
2 1 
3 |Fib(2)+Fib(1) 
4 [Fib(3)+Fib(2) 4 |Fib(3)+Fib(2) 
Fib(5)—>| 5 [Fib(4)+FibG3)| —> | 5 |Fib(4)+FibG)| 一 > 5 | Fib(4)+Fib(3) 
n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 n 函数 值 等 
1 1 
3 1+1=2 3 | 1+Fib(l) 3 | 1+Fib() 
4 | 2+Fib(2) 4 |Fib(3)+Fib(2) 4 |Fib(3)+Fib(2) 4 |Fib(3)+Fib(2) 
5 | Fibd)+Fib3)| < | 5 | Fibd)+Fib3)| < | 5 |Fib(4)+Fib(3) < 一 | |Fib(4)+FibG) 
7n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 7n ”函数 值 等 7n ”函数 值 等 
2 1 
4 2+Fib(2) 4 2+1=3 3 |Fib(2)+Fib(1) 
5 |Fibd)rFibG)| > | 5 |Fibd)+Fib3)| > | 5 [ 3+FibG) | >| 5 | 3+FibG) 
n ”函数 值 等 7n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 
1 1 2 1 
3 1+1=2 3 | +Fib() 3 | I+Fib() 3 |FibCJ+Fib(D) 
5 | aribG) | < Fs | rribG) | 5 | 3+FibG) | 5 | 3+Fib(3) 
n 。 国 数值 等 nn ”函数 值 等 n ”函数 值 等 n ”函数 值 等 
5 3+2-5 ”| 呈 > 返回 函数 值 5， 栈 空 
7n 。 国 数值 等 
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void f(int n) // 一 个 递归 算法 
{ if(n<1) return; 
else 
{ printf(" 调 用 {(%d) 前 ,n=%d\n",n 一 1,n); 
{n= 


printf(" 调 用 f(%d) 后 :n= 二 %d\n",n 一 1,n); 


执行 {(4) 的 结果 如 下 : 


调用 f(3) 前 ,n=4 
调用 长 2) 前 ,n 一 3 
调用 f(1) 前 ,n=2 
调用 f(0) 前 ,n=1 
调用 f(0) 后 :n=1 
调用 {(1) 后 :n==2 
调用 f(2) 后 :n==3 
调用 {(3) 后 :n=4 


在 上 述 递 归 函 数 中 状态 为 (n) ,其 递归 执行 过 程 如 图 2. 8 所 示 ,输出 框 旁 的 数字 表示 输 
出 顺序 ,虚线 表示 本 次 递归 调用 执行 完 后 返回 ,从 中 看 到 每 次 递归 调用 后 状态 都 恢复 为 调用 
前 的 状态 。 


































































































调用 /(4) 一 | 输出 n=4 | @ 
i 1 
调用 fG) 一 一 | 输出 n=3 | 加 
‘ SE FE 
: 调用 f(2) 一 | 输出 n=2 |@ 
人 于 
调用 1(1) 一 | 输出 n=1 | 四 
恢 恢 4 1 
复 复 恢 调用 f(0) 一 执行 /(0) 直 接 返 回 
为 必 本 六 
3 为 | 输出 n=1 | 回 
输出 n=2 |@ 
| 让 了 se 
i 输出 n=3 | 加 
| 








输出 n=4 | 四 











2.8 f(4) 的 执行 过 程 
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22.1 递归 与 数学 归纳 法 

从 式 (2.2) 的 递归 体 看 到 ,如 果 已 知 ss+、…、s 就 可 以 确定 w+l。 从 数学 归纳 法 的 
角度 来 看 ,这 相当 于 数学 归纳 法 归纳 步骤 的 内 容 。 但 仅 有 这 个 关系 还 不 能 确定 这 个 数列 ,车 
使 它 完全 确定 ,还 应 给 出 这 个 数列 的 初始 值 % ,这 相当 于 数学 归纳 法 的 基础 内 容 。 

第 一 数学 归纳 法 原理 : 若 {P(1),P(2),P(3),P(4),…} 是 命题 序列 且 满 足以 下 两 个 性 
质 , 则 所 有 命题 均 为 真 。 

(1) P(1) 为 真 。 

(2) 任何 命题 均 可 以 从 它 的 前 一 个 命题 推导 得 出 。 

例如 ,采用 第 一 数学 归纳 法 证 明 下 式 : 


1 二 2 十 … 十 n = 





n(nt1) 
2 


1Xx2 
2 








证 明 : 当 n=1 时 , 左 式 =1, 右 式 1, 左 、 右 两 式 相等 ,等 式 成 立 。 








假设 当 一 A 一 1 时 等 式 成 立 , 有 1 十 2 十 … 十 (k 一 1) 4 上 时 , 左 式 ==1+ 

















2 十 … 十 二 1 十 2 十 … 十 (一 1) 十 人 Hk 4 一 等 式 成 立 。 即 证 。 


第 二 数学 归纳 法 原理 : 若 {P(1),P(2),P(3),P(4),…} 是 满足 以 下 两 个 性 质 的 命题 序 
列 , 则 对 于 其 他 自然 数 ,该 命题 序列 均 为 真 。 

《全 了 PC( 了 0 为 走 。 

(2) 任何 命题 均 可 以 从 它 的 前 面 所 有 命题 推导 得 出 。 

归纳 步骤 (条 件 2) 的 意思 是 P(x) 可 以 从 前 面 所 有 命题 假设 {P(1),P(2),P(3),…， 
P(n 一 1)}) 推 导 得 出 。 

【 例 2.4】 采用 第 二 数学 归纳 法 证 明 ,任何 含有 n(n 三 0) 个 不 同 结 点 的 二 又 树 都 可 由 它 
的 中 序 序列 和 先 序 序列 唯一 地 确定 。 

证 明 : 当 n=0 时 二 又 树 为 空 ,结论 正确 。 

假设 结 点 数 小 于 的 任何 二 又 树 ( 所 有 结 点 值 不 相同 ) 都 可 以 由 其 先 序 序列 和 中 序 序列 
唯一 地 确定 。 





EE 若 某 棵 二 又 树 具有 xz(z 二 0) 个 不 同 结 点 ,其 先 序 序列 是 oa …a, -1 、 中 序 序列 是 bb… 


be—1iDrbDet1"* bn —1o 

因为 在 先 序 遍 历 过 程 中 访问 根 结 点 后 紧 跟 着 遍历 左 子 树 , 最 后 再 遍历 右 子 树 , 所 以 ao 
必定 是 二 叉 树 的 根 结 点 ,而 且 ao 必然 在 中 序 序列 中 出 现 。 也 就 是 说 ,在 中 序 序列 中 必 有 某 
个 b. (0 三 k 三 n 一 1) 就 是 根 结 点 ao 。 

由 于 bi 是 根 结 点 ,而 在 中 序 遍 历 过 程 中 先 遍历 左 子 树 ,再 访问 根 结 点 ,最 后 再 遍历 右 子 
树 , 所 以 在 中 序 序列 中 bo6y…6b4-1 必 是 根 结 点 bi (也 就 是 wo ) 左 子 树 的 中 序 序列 , 即 b 的 左 
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子 树 有 上 个 结 点 (注意 ,k= 二 0 表示 结 点 b 没有 左 子 树 ) ,而 b+4…b,-1 必 是 根 结 点 b (也 就 是 
ao) 右 子 树 的 中 序 序列 , 即 b 的 右 子 树 有 nn 一 & 一 1 个 结 点 (注意 ,k= 二 n 一 1 表示 结 点 bi 没有 
右 子 树 ) 。 

另外 ,在 先 序 序列 中 紧 跟 在 根 结 点 ao 之 后 的 & 个 结 点 ai…ax 就 是 左 子 树 的 先 序 序列 ， 
ak+l…as-1 这 2 一 A 一 1 个 结 点 就 是 右 子 树 的 先 序 序列 ,其 示意 图 如 图 2. 9 所 示 。 


通过 ao 在 中 序 序列 中 找到 bs 
根 结 点 一 一 根 结 点 





先 序 序列 : so ml … Garl … gr- 中 序 序列 : bo bi … bi Pb Ber … po 
Np, gd A ~ 


左 子 树 先 序 ” 右 子 树 先 序 序 左 子 树 中 序 ” 右 子 树 中 序 序 
序列 .有 k 个 列 ， 有 n-k-1 个 序列 ,有 kk 个” 列 ,有 n-k-1 个 
结 点 结 点 结 点 结 点 


图 2.9 由 先 序 序列 和 中 序 序列 确定 一 棵 二 叉 树 


根据 归纳 假设 , 子 先 序 序列 a,…as 和 子 中 序 序列 5o51…b4-! 可 以 唯一 地 确定 根 结 点 ao 
的 左 子 树 ,而 子 先 序 序列 aert…as-: 和子 中 序 序列 B44…b,-1 可 以 唯一 地 确定 根 结 点 ae 的 
右 子 树 。 

综 上 所 述 ,这 棵 二 叉 树 的 根 结 点 已 经 确定 ,而 且 其 左 、 右 子 树 都 唯一 地 确定 了 ,所 以 整个 
二 又 树 也 就 唯一 地 确定 了 。 

数学 归纳 法 是 一 种 论证 方法 ,而 递归 是 算法 和 程序 设计 的 一 种 实现 技术 ,数学 归纳 法 是 
递归 的 理论 基础 。 


222 递归 算法 设计 的 一 般 步骤 


递归 算法 求解 过 程 的 特征 是 先 将 整个 问题 划分 为 若干 个 子 问题 ,通过 
分 别 求解 子 问 题 ,最 后 获得 整个 问题 的 解 。 这 些 子 问题 具有 与 原 问 题 相同 
的 求解 方法 ,于 是 可 以 再 将 它们 划分 成 若干 个 子 问 题 , 分 别 求解 ,如 此 反复 
进行 ,直到 不 能 再 划分 成 子 问题 或 已 经 可 以 求解 为 止 。 

这 种 自 上 而 下 将 问题 分 解 ,再 自 下 而 上 求 值 、 合 并 . 求 出 最 后 问题 解 的 视频 讲解 
过 程 称 为 递归 求解 过 程 , 它 是 一 种 分 而 治之 的 算法 设计 方法 。 

递归 算法 设计 的 关键 是 提取 求解 问题 的 递归 模型 .在 此 基础 上 转换 成 对 应 的 C/C++ 语 
言 递归 函数 。 

对 于 式 (2.3) 和 式 (2.4) 简 化 的 递归 模型 而 言 , 要 求解 f(s,) ,不 是 直接 求 其 解 ,而 是 转 
化 为 求解 f(s,-1) 和 一 个 常量 c,-1 ,即将 w 状态 转化 为 *,-: 状 态 和 一 个 常 状态 c,-1( 常 状态 
指 可 以 直接 求解 的 一 个 或 一 组 数据 ) 来 间接 求解 。 




















求解 f(s,-1) 的 方法 与 环境 和 求解 Cs ) 的 方法 与 环境 是 相似 的 ,但 f(s,) 是 一 个 “大 问 ~ 


题 ”,f(s,-1) 是 一 个 “ 较 小 问题 ”, 尽 管 /(s,-1) 还 未 解决 ,但 向 解决 目标 靠近 了 一 步 ,这 就 是 
一 个 “量变 ”, 如 此 到 达 递 归 出 口 时 便 发 生 了 “质变 ”, 递 归 问 题解 决 了 。 因 此 ,递归 设计 就 是 
要 给 出 合理 的 “小 问题 ”, 然 后 确定 “大 问题 ”的 解 与 “小 问题 "之 间 的 关系 , 即 确定 递归 体 ; 最 
后 朝 此 方向 分 解 ,必然 有 一 个 简单 的 基本 问题 解 ,以 此 作为 递归 出 口 。 

所 以 用 户 在 实际 应 用 中 要 使 用 递归 算法 通常 需要 分 析 以 下 3 个 方面 的 问题 

(1) 每 一 次 递归 调用 在 处 理 问题 的 规模 上 都 应 有 所 缩小 (通常 问题 规模 可 减 半 ) 。 
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(2) 相 邻 两 次 递归 调用 之 间 有 紧密 的 联系 ,前 一 次 要 为 后 一 次 递归 调用 做 准备 ,通常 是 
前 一 次 递归 调用 的 输出 作为 后 一 次 递归 调用 的 输入 。 

(3) 在 问题 的 规模 极 小 时 必须 直接 给 出 问题 解 而 不 再 进行 递归 调用 ,因此 每 次 递归 调 
用 都 是 有 条 件 的 ,无 条 件 递归 调用 将 会 成 为 死 循 环 而 不 能 正常 结束 。 

所 以 ,提取 递归 模型 的 基本 步骤 如 下 : 

(1) 对 原 问题 /(5, ) 进 行 分 析 , 抽 象 出 合理 的 “小 问题 ”f(s,-1)( 与 数学 归纳 法 中 假设 
n 二 k 一 1 时 等 式 成 立 相似 )。 

(2) 假设 f(s,-1) 是 可 解 的 ,在 此 基础 上 确定 f(s,) 的 解 , 即 给 出 f(s,) 与 f(s,-1) 之 间 的 
关系 (与 数学 归纳 法 中 求证 =k 时 等 式 成 立 的 过 程 相似 ) 。 

(3) 确定 一 个 特定 情况 (如 f(1) 或 1(0)) 的 解 ,由 此 作为 递归 出 口 (与 数学 归纳 法 中 求 
证 "一 1 或 n==0 时 等 式 成 立 相似 ) 。 

【 例 2.5】 用 递归 法 求 一 个 整数 数组 a 中 的 最 大 元 素 。 

设 f(a, 让 求解 数组 a 中 前 i 个 元 素 ( 即 a[0..i 一 1]) 中 的 最 大 元 素 , 则 f(a,i 一 1) 求 
解数 组 a 中 前 i 一 1 个 元 素 ( 即 a[0..i 一 2]) 中 的 最 大 元 素 , 前 者 为 “大 问题 ”, 后 者 为 “小 问 
题 ”, 假 设 f(a,i 一 1) 已 求 出 , 则 有 f(a, 站 二 MAX{f(a,i 一 1) ,a[i 一 1]}。 递 推 方向 是 朝 a 中 
元 素 个 数 减少 的 方向 推进 , 当 a 中 只 有 一 个 元 素 时 ,该 元 素 就 是 最 大 元 素 ,所 以 f(a,1)= 
a[L0]。 由 此 得 到 递归 模型 如 下 : 





fla,i) =a[0] 当 i=1 时 
fla,i)=MAX{f(a,i—1),a[i—1]} 当 i>1 时 
对 应 的 递归 算法 如 下 : 
int fmax(int a[] ,int i) // 求 数组 a 中 的 最 大 元 素 的 递归 算法 
Ly 
return a[0] ; 
else 


return(fmax(a,i—1),a[i—1]); 


} 


车 数组 a 的 元 素 为 (1 ,2,3,4,5), 则 执行 fmax(a,5) 的 返回 结果 为 5。 
223 递归 数据 结构 及 其 递归 算法 设计 


采用 递归 方式 定义 的 数据 结构 称 为 递归 数据 结构 。 在 递归 数据 结构 定 
义 中 包含 的 递归 运算 称 为 基本 递归 运算 。 

例如 , 正 整 数 的 定义 为 1 是 正 整数 .若是 正 整数 (三 1) , 则 十 1 也 是 
正 整 数 。 从 中 看 出 , 正 整数 是 一 种 递归 数据 结构 。 显 然 , 若 是 正 整数 (> 之 
1) ,m 二 nn 十 1 也 是 正 整 数 ,也 就 是 说 十 1 是 一 种 基本 递归 运算 。 视频 讲解 

对 于 采用 二 又 链 6b 存储 的 二 又 树 .其 左 子 树 0 一 > lchild 和 右 子 树 5 一 > 
rchild 也 分 别 是 一 棵 二 叉 树 ,所 以 对 于 二 又 树 中 的 任 一 结 点 p, 取 其 左 子 树 运 算 p 一 > lchild 

















@08, 递归 算法 设计 技术 





和 取 其 右 子 树 运算 p 一 > rchild 都 是 基本 递归 运算 。 
归纳 起 来 ,递归 数据 结构 定义 如 下 : 


RD=(D, Op) 


其 中 ,D={4d;}(1<i<n, 共 nn 个 元 素 ) 为 构成 该 数据 结构 的 所 有 元 素 的 集合 ,Op 是 基本 
递归 运算 的 集合 ,Op 二 {opj} (1 三 j 二 m, 共 m 个 基本 递归 运算 ), 对 于 vd; ED, 不 妨 设 opj 为 
一 元 运算 符 , 则 有 opj(d;) ED, 也 就 是 说 递归 运算 符 具有 封闭 性 。 

在 上 述 二 叉 树 的 定义 中 ,D 是 给 定 二 叉 树 及 其 子 树 的 集合 (对 于 一 棵 给 定 的 二 又 树 , 其 
子 树 的 个 数 是 有 限 的 ),Op 二 {op1 ,op } 由 基本 递归 运算 符 构 成 ,它们 的 定义 如 下 : 


opl(p)=p—> lchild 
op2(p)=p—> rchild 


其 中 ,p 指向 二 叉 树 中 的 一 个 非 空 结 点 。 
2 人 检 的 这 亲生 关 天 站 
在 递归 算法 设计 中 确定 递归 模型 的 递归 体 是 最 重要 的 步骤 ,而 抽象 出 原 问 题 Cs ) 合 
理 的 “小 问题 ”>F(w -~ ) 是 关键 , 当 算法 处 理 的 是 递归 数据 结构 时 这 种 抽象 过 程 变 得 简单 可 
行 ,只 需 分 析 递 归 数 据 结构 的 基本 递归 运算 ,从 基本 递归 运算 出 发 来 进行 合理 的 抽象 。 所 以 
在 设计 递归 算法 时 如 果 处 理 的 数据 是 递归 数据 结构 ,要 对 该 数据 结构 及 其 基本 递归 运算 进 
行 分 析 , 找 出 正确 的 递归 体 和 递归 出 口 。 

1) 单 链表 的 递归 算法 设计 

在 设计 不 带头 结 点 的 单 链表 的 递归 算法 时 ,通常 设 求解 以 L 为 首 结 点 指针 的 整个 单 链 
表 的 某 功 能 为 “大 问题 ”, 而 设 求解 除 首 结 点 以 外 的 其 余 结 点 构成 的 单 链 表 ( 由 工 一 > next 标 
识 ,该 运算 为 递归 运算 ) 的 相同 功能 为 “小 问题 ", 由 大 小 问题 之 间 的 解 关 系 得 到 递归 体 。 再 
考虑 特殊 情况 ,通常 是 单 链表 为 空 或 者 只 有 一 个 结 点 时 很 容易 求解 ,从 而 得 到 递归 出 口 。 

【 例 2.6】 有 一 个 不 带头 结 点 的 单 链表 工 , 设 计 一 个 算法 释放 其 中 的 所 有 结 点 。 

设 工 二 {a1,as，…,as),/(L) 的 功能 是 释放 al~a, 的 所 有 结 点 , 则 /(L 一 > next) 的 
功能 是 释放 as ~a, 的 所 有 结 点 ,前 者 是 “大 问题 ”, 后 者 是 “小 问题 ”。 假 设 /(L 一 > next) 已 
实现 , 则 F(ZL) 就 可 以 通过 先 调用 /(L 一 > next) 然 后 释放 工 所 指 的 结 点 来 求解 ,如 图 2. 10 所 
示 。 对 应 的 递归 模型 如 下 : 








f(L) 志 不 做 任何 事情 当 工 =NULL 时 

f(L) 三 f(L -> next) ;释放 * 工 结 点 其 他 情况 

其 中 ,“ 寺 "表示 功能 等 价 关 系 。 对 应 的 递归 算法 如 下 : a 
void DestroyList(LinkNode * &L) // 释 放 单 链表 L 中 的 所 有 结 点 


{ LI!=NULL) 
{ DestroyList(L 一 > next); 
free(L); 
} 
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其 中 ,L 一 > next 使 用 了 单 链 表 递 归 数 据 结构 的 基本 递归 运算 ,因为 它 具有 封闭 性 ,所 以 
7CL) 和 f(L -> next) 的 参数 具有 相同 的 类 型 ,符合 C/C++ 语言 递归 函数 设计 的 基本 条 件 。 
另外 ,由 于 /(L) 本 身 没 有 返回 值 ,所 以 对 应 的 递归 函数 DestroyList(L) 设 计 成 void( 无 值 
型 ) 函 数 。 















































f(D) 释 放 ay~an 的 所 有 结 点 
\ 
L—=| a =| a 1 站 = a, | 入 
三 >next  _f/(L->next) 释 放 as~an 的 所 有 结 点 


图 2.10 不 带头 结 点 的 单 链表 的 递归 算法 设计 


说 明 : 在 对 单 链表 设计 递归 算法 时 通常 采用 不 带头 结 点 的 单 链表 。 以 图 2. 10 为 例 ， 
二 一 > next 表示 的 单 链表 一 定 是 没有 头 结 点 的 ,也 就 是 说 “小 问题 ”的 单 链表 是 不 带头 结 点 的 
单 链 表 , 所 以 “大 问题 ”( 即 整个 单 链表 ) 也 应 设计 成 不 带头 结 点 的 单 链表 ,从 而 保证 大 、 小 问 
题 处 理 数据 结构 的 一 致 性 。 


设 /(L,z) 的 功能 是 删除 以 L 为 首 结 点 的 单 链表 中 所 有 结 点 值 为 x 的 结 点 ,是 “大 
问题 ”, 而 /(L -> next,z) 的 功能 是 删除 以 工 一 > next 为 首 结 点 的 单 链表 中 所 有 结 点 值 为 x 
的 结 点 ,是 “小 问题 ”。 对 应 的 递归 模型 如 下 : 


f(L,z) 二 不 做 任何 事情 当 工 =NULL 时 
JCL,z) 三 删除 工 结 点 ; 工 指向 原 后 继 结 点 ; f(L,z) 当 L->data=z 时 

f(L,7x)=f(L 一 > next,z) 当 工 一 data 天 工时 

对 应 的 递归 算法 如 下 : 

void Delallx(LinkNode * &L,ElemType x) // 删 除 L 中 所 有 结 点 值 为 x 的 结 点 


{ LinkNode *p; 
if (L== NULL) return; 
if (L 一 data 一 一 x) 


pL 
L=L -> next 
free(p); // 删 除 结 点 值 为 x 的 结 点 
Delallx(L, x) ; // 此 时 工 中 减少 了 一 个 结 点 


} 
else Delallx(L 一 > next, x); 
} 


2) 二 又 树 的 递归 算法 设计 

二 叉 树 是 一 种 典型 的 递归 数据 结构 , 当 一 棵 二 叉 树 采用 二 叉 链 5 存储 时 ,通常 设 求解 以 
5 为 根 结 点 的 整个 二 又 树 的 某 功 能 为 “大 问题 ”, 而 设 求解 其 左 、 右 子 树 的 相同 功能 为 “小 问 
题 ”, 由 大 小 问题 之 间 的 解 关 系 得 到 递归 体 。 再 考虑 特殊 情况 ,通常 是 二 叉 树 为 空 或 者 只 有 
一 个 结 点 时 很 容易 求解 ,从 而 得 到 递归 出 口 。 
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【 例 2. 8】 对 于 含 n(n 二 0) 个 结 点 的 二 又 树 , 所 有 结 点 值 为 int 类 型 ,设计 一 个 算法 由 
其 先 序 序列 a 和 中 序 序列 2 创建 对 应 的 二 叉 链 存储 结构 。 

采用 例 2. 4 的 构造 过 程 , 设 f(a,5,n) 的 功能 是 返回 由 先 序 序列 a 和 中 序 序列 0 创 
建 含 n 个 结 点 的 二 叉 链 的 根 结 点 。 先 创建 根 结 点 bt, 其 结 点 值 为 root(a[0])。 在 6 序列 中 
找到 根 结 点 值 5[k], 再 递归 调用 CreateBTree (a 十 1.5,k) 创 建 bt 的 左 子 树 ,递归 调用 
CreateBTree(a 十 k 十 1,6 十 k 十 1,n 一 k 一 1) 创 建 bt 的 右 子 树 。 创 建 整个 二 又 链 是 “大 问题 ”， 
创建 左 、 右 子 树 的 二 叉 链 是 “小 问题 ”, 递 归 出 口 对 应 n<0 的 情况 。 

对 应 的 递归 算法 如 下 : 





BTNode * CreateBTree(ElemType a[],ElemType b[] ,int n) 
// 由 先 序 序列 a[0..n 一 起 和 中 序 序列 b[0..n 一 二 建立 二 叉 链 存储 结构 bt 
{ intk; 
if (n<=0) return NULL; 
ElemType root=a[0]; // 根 结 点 值 
BTNode * bt= (BTNode * )malloc(sizeof( BTNode)); 
bt 一 > data= root; 


for (k=0;k<n;k 二 十 ) // 在 b 中 查找 b[k] =root 的 根 结 点 
if (b[k]==root) 
break; 
bt 一 lchild= CreateBTree(at+1, b, k); // 递 归 创建 左 子 树 
bt > rchild 二 CreateBTree(a 十 k 十 1,b 十 k 十 1,n 一 k 一 1); 。 // 递 归 创建 右 子 树 
return bt; 


} 


【 例 2.9】 假设 二 又 树 采用 二 叉 链 存储 结构 ,设计 一 个 递归 算法 释放 二 叉 树 bt 中 的 所 
有 结 点 。 

设 /(bt) 的 功能 是 释放 二 叉 树 bt 的 所 有 结 点 , 则 /(bt -> lchild) 的 功能 是 释放 二 又 
树 bt 的 左 子 树 的 所 有 结 点 ,f(bt -> rchild) 的 功能 是 释放 二 叉 树 bt 的 右 子 树 的 所 有 结 点 ， 
f(bt) 是 “大 问题 ”, f(bt 一 >1child) 和 f(bt 一 > rchild) 是 两 个 “小 问题 ", 如 图 2. 11 所 示 。 假 
设 “ 小 问题 "是 可 实现 的 , 则 /(bt) 的 功能 是 先 调 用 f(bt 一 > lchild) 和 f(bt 一 > rchild) ,然后 
释放 bt 所 指 的 结 点 。 对 应 的 递归 模型 如 下 : 





了 (bt) 志 不 做 任何 事情 当 bt=NULL 时 
f(bt) 二 f(bt 一 > lchild); f(bt 一 > rchild) ;释放 bt 所 指 的 结 点 其 他 情况 

对 应 的 递归 算法 如 下 : 

void DestroyBTree(BTNode * &bt) // 释 放 以 bt 为 根 结 点 的 二 叉 树 


{ if(bt!=NULL) 
{ DestroyBTree(bt—> lchild) ; 
DestroyBTree( bt —> rchild) ; 
free(bt) ; 
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bt 






(bb 释放 二 叉 树 bt 


bt—>rchild 





bt->lchild 





f(bt->lchild) 释 放 左 子 树 。 f(bt->rehild) 释 放 右 子 树 
图 2.11 二 叉 树 的 释放 

【 例 2.10】 假设 二 叉 树 采用 二 又 链 存储 结构 ,设计 一 个 递归 算法 由 二 叉 树 bt 复制 产 
生 另 一 棵 二 叉 树 btl 。 

设 f(bt,bt1) 的 功能 是 由 二 叉 树 bt 复制 产生 另 一 棵 二 叉 树 btl , 它 是 “大 问题 ”而 
f(bt-> lchild,btl 一 > lchild) 的 功能 就 是 由 bt 的 左 子 树 复制 产生 btl 的 左 子 树 , f(bt 一 > 
rchild,btl 一 > rchild) 的 功能 就 是 由 bt 的 右 子 树 复制 产生 btl 的 右 子 树 , 它 们 是 “小 问题 ”， 
如 图 2. 12 所 示 。 

bt btl 





f(bt.bt1) | 
bt>rchild btl->lchild 








bt->lchild btl—>rchild 





f(bt->rehild.bt1—>rehild 
fbt->lehild,bt1—>Ichild) Ne Ee 


图 2.12 二 叉 树 的 复制 


对 应 的 递归 模型 如 下 : 
fbt, bt1)=btl=NULL 当 b 二 NULL 时 
f(bt,bt1)= 由 bt 结 点 复制 产生 btl 结 点 ; 其 他 情况 

fbt —> lchild,btl -> lchild) ; f(bt 一 > rchild,btl -> rchild) 


对 应 的 递归 算法 如 下 : 





void CopyBTree( BTNode * bt,BTNode * &bt1) // 由 二 叉 树 bt 复制 产生 btl 
1 b==NULLY 
btl=NULL; 
else 
{ btl=(BTNode * )malloc(sizeof(BTNode)); 
btl -> data 一 bt 一 > data; 
CopyBTree(bt —> lchild,btl 一 lchild) ; 
CopyBTree(bt 一 rchild, btl —> rchild) ; 
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} 


【 例 2.11】 假设 二 又 树 采用 二 又 链 存储 结构 ,设计 一 个 递归 算法 输出 从 根 结 点 到 值 为 
工 的 结 点 的 路 径 ,假设 二 又 树 中 所 有 结 点 的 值 不 同 。 

解法 1: 采用 求 x 结 点 的 所 有 祖先 的 方法 ,因为 z 结 点 加 上 它 的 所 有 祖先 恰好 构成 从 
根 结 点 到 zz 结 点 的 路 径 (逆向 )。 用 vector < int > 向 量 path 存放 z 结 点 及 其 祖先 ( 即 从 根 结 
点 到 工 结 点 的 逆 路 径 , 反 向 输出 构成 正 向 路 径 ) 。 

(CO,zypath)( 大 问题 ) 的 求解 过 程 : 车 5 为 空 树 ,返回 false; 若 6b 所 指 的 结 点 为 x 结 
点 ,将 工 结 点 值 加 入 path, 返 回 true; 若 5 所 指 结 点 的 孩子 为 x 结 点 或 其 祖先 ,将 45 所 指 结 
点 值 加 入 path, 返 回 true。 

判断 5 所 指 结 点 的 左 孩 子 为 x 结 点 或 其 祖先 表示 为 (5 一 > lchild,z,path) ,判断 5 所 
指 结 点 的 右 孩 子 为 x 结 点 或 其 祖先 表示 为 (5 一 > rchild,z,path) ,它们 都 是 “小 问题 "。 对 
应 的 递归 模型 如 下 : 


f(b,x, path)=false 当 5b=NULL 时 
f(b,z,path) 二 true( 将 工 加 入 到 path 中 ) 当 b -> data 一 工时 
f(b,x,path) 二 true( 将 6 一 > data 加 入 到 path 中 ) 当 f(b 一 > lchild,z,path) 或 

f(b 一 rchild,z,path) 为 true 时 


对 应 的 算法 如 下 : 
bool Findxpath1(BTNode * b,int x,vector < int> &path) 
// 求 根 结 点 到 x 结 点 的 (逆向 ) 路 径 
{ f(b==NULL) // 空 树 返回 false 
return false; 
if (b 一 data 一 一 x) // 找 到 值 为 x 的 结 点 
{ path.push_back(x); // 将 结 点 值 加 入 path 中 ,并 返回 true 
return true; 


} 

else if (Findxpathl(b 一 > lchild, x, path) | | Findxpathl(b 一 > rchild, x, path)) 

{path.push_back(b—> data); // 将 结 点 值 加 入 path 中 ,并 返回 true 
return true; 


} 





} 


解法 2: 采用 更 直接 的 递归 查找 方法 。 用 vector < int> 向 量 path 存放 从 根 结 点 到 xz 结 
点 的 正 向 路 径 。 

f(b,z,path) 的 求解 过 程 : 若 0 为 空 树 . 返 回 false; 否则 将 5 结 点 值 加 入 到 path 中 ,如 
果 -> data 王 x, 查找 成 功 返 回 true; 如 果 5 一 > data 隆 ,在 左 子 树 中 查找 ,车 在 左 子 树 中 找 
到 值 为 z 的 结 点 ,返回 true, 若 在 左 子 树 中 没有 找到 值 为 zx 的 结 点 ,返回 在 右 子 树 中 的 查找 
结果 。 在 左 、 右 子 树 中 查找 都 是 “小 问题 ”。 对 应 的 递归 模型 如 下 : 
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f(b,zx, path)=false 当 b 二 NULL 时 
f(b,z,path) 二 true( 将 6 一 > data 加 入 到 path 中 ) 当 b 一 >data= 二 zx 时 

fb,x, path)=true 当 f(b 一 > lchild,z,path) 一 true 时 
f(b,z, path)= f(b—> rchild,z,path) 其 他 情况 


在 设计 算法 时 ,path 存放 求解 结果 需要 设计 成 引用 参数 ,而 引用 参数 类 似 全 局 变量 不 
能 作为 递归 函数 的 状态 (也 就 是 不 是 自动 恢复 递归 调用 前 的 值 ) ,为 此 设计 一 个 保存 当前 搜 
索 路 径 的 临时 参数 tmppath ,一 旦 找到 值 为 zx 的 结 点 ,将 其 路 径 复制 到 path 中 。 对 应 的 算 
法 如 下 : 


bool Findxpath2( BTNode * bt, int x, vector < int > tmppath, vector < int> &path) 


// 求 根 结 点 到 x 结 点 的 ( 正 向 ) 路 径 path 
{if (bt==NULL) // 空 树 返回 false 
return false; 
tmppath. push_back(bt —> data) ; // 当 前 结 点 加 入 path 
if (bt 一 data 一 一 x) // 若 当前 结 点 值 为 x, 返 回 true 
{ path=tmppath; // 路 径 的 复制 


return true; 

} 

bool find 王 Findxpath2(bt -> lchild, x, tmppath, path); // 在 左 子 树 中 查找 

if (find) // 在 左 子 树 中 成 功 找到 
return true; 

else // 在 左 子 树 中 没有 找到 ,在 右 子 树 中 查找 
return Findxpath2(bt 一 > rchild, x, tmppath, path) ; 


224 基于 归纳 思想 的 递归 算法 设计 


对 于 求解 问题 规模 为 的 “大 问题 ", 有 时 候 需 要 从 求解 一 个 带 有 小 一 
点 参数 的 相似 “小 问题 "开始 ,如 参数 是 nn 一 1、n/2 等 ,然后 再 把 解 推广 到 包 
含 所 有 的 n。 这 样 问题 的 解决 会 比较 容易 一 些 ,这 种 方法 基于 数学 归纳 法 
的 证 明 技 术 。 : 

从 本 质 上 讲 , 给 出 一 个 带 有 参数 的 问题 ,采用 基于 归纳 思想 设计 递归 ” 视 洒 
算法 是 基于 这 样 一 个 事实 ,如 果 知 道 求解 带 有 参数 (小 于 n) 的 同样 问题 
( 它 被 称 为 归纳 假设 ) ,那么 整个 任务 就 转化 为 如 何 把 解法 扩展 到 带 有 参数 的 情况 。 实 际 
上 就 是 以 ja) 为 “大 问题 *, 以 f(n 一 1) 或 者 /(n/2) 等 为 “小 问题 ”, 归 纳 出 大 小 问题 之 间 的 

这 种 方法 可 以 一 般 化 为 包括 所 有 递归 算法 设计 技术 ,例如 分 治 法 和 动态 规划 法 等 。 由 
于 这 两 种 算法 各 自 具有 明显 的 特点 ,在 这 里 主要 讨论 与 数学 归纳 法 十 分 相似 的 方法 ,在 后 面 
再 介绍 分 治 法 和 动态 规划 法 。 

说 明 : 基于 归纳 思想 的 递归 算法 设计 通常 不 像 基于 递归 数据 结构 的 递归 算法 设计 那样 
直观 ,需要 通过 对 求解 问题 的 深入 分 析 提 炼 出 求解 过 程 中 的 相似 性 而 不 是 数据 结构 的 相似 
性 ,这 就 增加 了 算法 设计 的 难度 。 但 现实 世界 中 的 许多 问题 的 求解 都 隐 含 这 种 相似 性 ,并 体 
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现 计算 思维 的 特性 。 
例如 ,有 nn 十 2 个 实数 ao at、… 、a。 和 工 , 求 多 项 式 P, (zx)= 二 a,zx" 十 as_17X”! 十 … 二 ax 
十 ee 的 值 。 直 接 的 方法 是 对 每 一 项 分 别 求 值 ,其 算法 如 下 : 


double solve( double a[] ,int n, double x) // 求 多 项 式 值 的 非 递 归 算法 
ti 

double p=0.0, pl; 

for (i=n;i>=0;i——) 


{ pl=1.0; 
tr d=1j<eli ty 
[1 
p+=pl* a[i]; 
} 
return p; 


} 


该 算法 十 分 低 效 ,因为 它 需 要 做 十 (一 了 十 … 十 1 二 n(n 十 1)/2 次 乘法 。 通 过 以 下 归 
纳 法 可 以 推导 出 一 种 快 得 多 的 方法 ,首先 观察 : 
Pila) =an" Taniw™ ttazta 
一 ((…(((anz 十 Qn-1)ZT 二 an-2)Z 十 an-3)*…)X 十 a1)X 十 ao 
设 ; Pu(z) 一 a。 
P(xz)=P,(z) XZz+a,-i 
P:(z) 一 PCz)XZz 十 an-z 





Pi(z) 一 Pi-i(Cz)XZz 十 as-; 


P,(z)=P,-1(7z) Xz+tao 
这 种 求 值 的 安排 称 为 Horner 规则 ,用 这 种 安排 可 推导 出 以 下 更 有 效 的 算法 。 


double Horner( double a[] ,int n, double x, int i) // 求 多 项 式 值 的 递归 算法 











tee=0) 
return a[n]; 
else 
return xx Horner(a,n, x,i—1)+a[n—i]; 
} 
求解 P, (xz) 的 调用 为 Horner(a,n,z.n) ,很 容易 看 到 ,其 代价 是 n 次 乘法 和 nn 次 加 法 ， I 
这 是 利用 归纳 思想 的 优点 产生 出 的 显著 改进 。 
例如 ,P(z) 二 3z’ 一 2x 十 5, 求 x 二 0.5 和 z= 一 0.2 时 多 项 式 值 的 程序 如 下 : 
void main() 
{ doublea[]={5,—2,3}; 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0])—1; // 求 出 n=2 
double x=0.5; 


TEN 人 OO 


printf("x 二 %g 的 结果 :\n",x); 
printf(” P=%g\n",solve(a,n,x)); 
printf(" P= %g\n",Horner(a,n,x,n)); 
x=—0.2; 
printf("x 二 %g 的 结果 :\n", x); 
printf("” P=%g\n",solve(a,n,x)); 
printf(” P=%g\n",Horner(a,n,x,n)); 
} 


程序 输出 结果 如 下 : 


x 二 0.5 的 结果 : 
P=4.75 
P=4.75 

x 一 一 0.2 的 结果 : 
P=5.52 
P=5.52 


【 例 2.12】 设计 一 个 递归 算法 ,输出 一 个 十 进 制 正 整数 的 各 数字 位 ,例如 二 123, 输 
出 各 数字 位 为 123。 

设 n 为 m 位 十 进 制 数 aw -iaw-…aiao (Cm 记 0), 则 n%10==ao sn/10==am-ianm-2** 
qa。 设 /(n) 的 功能 是 输出 十 进 制 数 的 各 数字 位 , 则 /(n/10) 的 功能 是 输出 除 ao( 即 n% 
10) 以 外 的 各 数字 位 ,前 者 是 “大 问题 ”, 后 者 是 “小 问题 ”。 对 应 的 递归 模型 如 下 : 


了 (nm) 三 不 做 任何 事情 当 n=0 时 
fm) 三 f(n/10); 输 出 n%10 其 他 情况 


该 方法 称 为 辊 转 相 除法 。 对 应 的 递归 算法 如 下 : 


void digits(int n) // 输 出 正 整数 n 的 各 数字 位 
{ i 这 (n!=0) 
{ digits(n/10); 
printf(" %d",n%10); 
} 
} 


【 例 2. 13】 设计 一 个 递归 算法 , 求 n! (其 中 为 大 于 1 的 正 整数 ) 末 尾 所 含有 的 “0” 的 
个 数 





BEE 对 于 的 阶乘 1, 在 其 因 式 分 解 中 如 果 存 在 一 个 因子 5. 那 么 它 必 然 对 应 着 n! 末 


尾 的 一 个 0。 其 证 明 如 下 : 

(1) 当 <5 时 结论 显然 成 立 。 

(2) 当 n 宇 5 时 令 n! = [5kX5(k 一 1)X…X10X5]Xa, 其 中 n=5k 十 r(0 委 r 委 4) ,a 
是 一 个 不 含 因子 5 的 整数 。 

对 于 序列 5&、5(k 一 1)、…、10、5 中 的 每 一 个 数 5i(1 志 i 过 k) 都 含有 因子 5, 并 且 在 区 间 
[L5G 一 1) ,5 让 内 存在 偶数 ,也 就 是 说 a 中 存在 一 个 因子 2 与 5i 相对 应 ,而 2X5 王 10, 即 这 里 
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的 & 个 因子 5 与 24 末尾 的 & 个 0 一 一 对 应 。 例 如 ,x 一 11,z! 二 10X5Xa, 有 A 一 2, 即 两 个 
因子 5 对 应 11! 末 尾 的 两 个 0。 

进一步 展开 nl, 有 5kX5Ck 一 1)X…X10X5=5:[kX(k 一 1)X…X1]==5*Xk!, 即 
nl! 二 5Xk! Xa。 所 以 n! 末 尾 的 0 与 n! 的 因 式 分 解 中 的 因子 5 是 一 一 对 应 的 ,也 就 是 说 ， 
计算 n! 末 尾 的 0 的 个 数 可 以 转换 为 计算 其 因 式 分 解 中 5 的 个 数 。 

令 f(z) 表 示 正 整数 xz 末尾 所 含有 的 0 的 个 数 ,g(z) 表 示 正 整数 zx 的 因 式 分 解 中 因子 5 
的 个 数 , 则 利用 上 面 的 结论 有 : 

fnl) = gn!) = g(5: Xk!I Xa) =k+g(k!) = k++ fk!) 

所 以 , 当 0 二 n 过 5 时 ,f(n1)==0; 当主 5 时 ,fn1)==k 十 /(k1), 其 中 有 =n/5( 取 整 )。 
例如 ,了 (51)=1 十 f(11)=1,f(101)=2 十 f(21)=2,f(201)=4 十 f(41)=4。 

改 为 设 /(n) 求 n! 末尾 所 含有 的 0” 的 个 数 ,对 应 的 递归 模型 如 下 : 




















f(n)=0 当 0<n<5 时 
fln)=n/5+f(n/5) 其 他 情况 


对 应 的 递归 算法 如 下 : 


int Zeronum(int n) // 求 中 末尾 所 含有 的 "0" 的 个 数 
{ in>0&&n<5) 
return 0; 
else 
{ intk=n/5; 
return k+Zeronum(k); 
} 
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本 节 通过 儿 个 典型 示例 介绍 递归 算法 设计 方法 。 
23.1 简单 选择 排序 和 冒 泡 排序 


【问题 描述 】 对 于 给 定 的 含有 个 元 素 的 数组 ,分 别 采 用 简单 选择 排序 和 冒 泡 排序 
方法 按 元 素 值 递 增 排 序 。 





简单 选择 排序 和 冒 泡 排序 方法 都 是 将 aL0..n 一 1] 分 为 有 序 区 a[0..i 一 1] 和 无 序 区 两 个 Dm 


部 分 ,有 序 区 中 的 所 有 元 素 都 不 大 于 无 序 区 中 的 元 素 , 初 始 时 有 序 区 为 空 ( 即 ;一 0)。 经 过 
n 一 1 趟 排序 (i 王 1 一 ?一 2) ,每 趟 排序 采用 不 同方 式 将 无 序 区 中 的 最 小 元 素 移动 到 无 序 区 的 
开头 , 即 a[ 疏 处 ,如 图 2. 13 所 示 。 


T“ 简 革 选择 排序 
简单 选择 排序 采用 简单 比较 方式 在 无 序 区 中 选择 最 小 元 素 并 放 到 开头 处 。 
设 f(a,n, 让 用 于 在 无 序 区 a[i..n 一 1]( 共 n 一 i 个 元 素 ) 中 选择 最 小 元 素 并 放 到 a[ 门 处 ,是 


有 序 区 


ET 人 OO 


无 序 区 








afol af … ali-1] 
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个 
将 无 序 区 中 的 最 小 元 素 移动 到 ali] 处 








alO] afl] ali-1] ali] | 








alit1] … aln-1] 





有 序 区 





如 下 ; 


f(a,n, 站 三 不 做 任何 事情 ,算法 结束 


对 应 的 完整 求解 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void swap(int &x,int &y) 
{ inttmp=x; 
x=y; y=tmp; 
} 
void disp(int a[] ,int n) 
fntir 
for (i= 王 0;i<nii 十 十 ) 
printf("%d " ,ar ; 
printf("\n") ; 





} 
void SelectSort(int a[] ,int n, int i) 
int js 
if (i==n—1) return; 
else 
:0 
for (j=i+1;j<n;j+ 十 ) 
if (aD]<a 
| ( Re 
if (k!=D) 
swap(a[i] ,a[k]); 
SelectSort(a,n,i 十 1); 
} 
} 
void main( ) 


{ intn=10; 


无 序 区 


图 2.13 一 趋 排序 


当 i=n 一 1 时 


f(a,n, 引 三 通过 简单 比较 挑选 a[i..n 一 切中 的 最 小 元 素 ; 否则 
a[ 同 放 到 a[ 梧 处 ;Fanmi 十 1); 


// 交 换 x 和 y 值 


// 输 出 a 中 的 所 有 元 素 


// 递 归 的 简单 选择 排序 
// 满 足 递归 出 口 条 件 


“大 问题 ”, 则 f(a,n,i 十 1) 用 于 在 无 序 区 a[i 十 1..n 一 1]( 共 一 ;一 1 个 元 素 ) 中 选择 最 小 元 素 并 
放 到 a[i 十 1 处 ,是 “小 问题 ">。 当 i==n 一 1 时 所 有 元 素 有 序 ( 此 时 无 序 区 为 a[n 一 1..n 一 1]， 
即 无 序 区 中 只 有 一 个 元 素 , 而 一 个 元 素 可 以 看 成 是 有 序 的 ), 算 法 结束 。 


对 应 的 递归 模型 


//k 记录 a[i..n 一 巧 中 最 小 元 素 的 下 标 
// 在 a[i..n 一 起 中 找 最 小 元 素 a[k] 


// 车 最 小 元 素 不 是 a 中 
//a[ 果 和 a[kj] 交 换 


int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8}; 
printf( "排序 前 :"); disp(a,n); 
SelectSort(a, n,0); 
printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); 

} 
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// 输 出 : 12345678910 


冒 泡 排序 采用 交换 方式 将 无 序 区 中 的 最 小 元 素 放 到 开头 处 。 
设 f(a,n, 让 用 于 将 无 序 区 a[i..n 一 1]( 共 nn 一 i 个 元 素 ) 中 的 最 小 元 素 交 换 到 a[ 门 处 ,是 
“大 问题 ”, 则 f(a,n,i 十 1) 用 于 将 无 序 区 a[i 十 1..n 一 1]( 共 n 一 i 一 1 个 元 素 ) 中 的 最 小 元 素 交 
换 到 a[i 十 1] 处 ,是 “小 问题 "?。 当 i==n 一 1 时 所 有 元 素 有 序 ( 此 时 无 序 区 为 a[n 一 1..n 一 1]， 


即 无 序 区 中 只 





如 下 : 


f(a,n,i) 三 不 做 任何 事情 ,算法 结束 当 


i 一 个 元 素 , 而 一 个 元 素 可 以 看 成 是 有 序 的 ), 算 法 结束 。 


f(a,n, 站 三 对 a[i..n 一 1] 中 的 元 素 序列 从 a[n 一 起 开始 进行 相 邻 元 素 比较 ; 
若 相 邻 两 元 素 反 序 则 将 两 者 交换 ; 
若 没有 交换 则 返回 ,否则 执行 f(a,n,i 十 1); 


对 应 的 完整 求解 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 


void swap(int &x,int &y) 


{ int tmp=x; 


x=y; y=tmp; 
} 
void disp(int a[] ,int n) 
{ inti; 


for (i=0;i<n;it+ 二 +) 
printf("%d ",a[i]); 
printf("\n") ; 
} 


void BubbleSort(int a[] ,int n, int i) 


{ intj; 
bool exchange; 
if (i==n—1) return; 
else 
{ exchange=false; 
or 对 天 有 1 一 一 人 
if (aGJ<aD—1]) 
{swap(aD],a0G—1]); 
exchange= true; 
} 
if (exchange 一 一 false) 
return; 
else 


BubbleSort(a,n,i 十 1); 


// 交 换 x 和 y 值 


// 输 出 a 中 的 所 有 元 素 


// 递 归 的 冒 泡 排序 


// 满 足 递 归 出 口 条 件 


// 置 exchange 为 false 


对 应 的 递归 模型 


当 i=n 一 1 时 
否则 


// 将 a[i..n 一 巧 中 的 最 小 元 素 放 到 a 中 处 


// 当 相 邻 元 素 反 序 时 


//aD] 与 a0 一 切 进 行 交换 ,将 无 序 区 中 的 最 小 元 素 前 移 


// 发 生 交换 置 exchange 为 true 
// 未 发 生 交换 时 直接 返回 


// 发 生 交 换 时 继续 递归 调用 








算法 设计 与 分 析 \ 目 GO 





} 
b 
void main( ) 
{ intn=10; 
int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8); 
printf(" 排 序 前 :"); disp(a,n); 
BubbleSort(a, n,0); 
printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); // 输 出 : 12345678910 


232 求解 n 皇后 问题 


【问题 描述 】 在 nxXn 的 方 格 棋盘 上 放置 个 皇后 ,要 求 每 个 皇后 不 同 扫 - 扫 
行 .不 同 列 ,不 同 左 右 对 角 线 。 图 2. 14 所 示 为 6 皇后 问题 的 一 个 解 。 F 

【问题 求解 】 采用 整数 数组 gLN]j 存 放 皇后 问题 的 求解 结果 ,因为 每 
行 只 能 放 一 个 皇后 ,g[ 门 (1 专 i<n) 的 值 表示 第 i 个 皇后 所 在 的 列 号 , 即 该 皇 ms 
后 放 在 (i,g[ 门 ) 的 位 置 上 。 对 于 图 2. 13 的 解 ,g[1..6] 二 {2,4,6,1,3,5}( 为 视频 讲解 
了 简便 ,不 使 用 gL0J] 元 素 )。 

对 于 (i, 店 位 置 上 的 皇后 ,是 否 与 已 放 好 的 皇后 (k,g[k]) (1 二 ki 一 1) 有 冲突 呢 ? 显然 
它们 不 同 列 , 若 同 列 则 有 g[k]== 二 j; 对 角 线 有 两 条 ,如 图 2. 15 所 示 , 若 它们 在 任 一 条 对 角 
线 上 , 则 构成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 , 即 1g[kj 一 | 二 二 1i 一 k|。 所 以 ,只 要 满足 以 下 条 件 则 存 
在 冲突 ,否则 不 冲突 : 












































(gL[k] ==)) || (abs(g[kj]—j) = = abs(i—&k)) 
T 条 3 
1 | | 
2 (k, g[A]) (k, gl]) 
3 
4 i gl 
5 (i 3 (i 
6 (a) 对 角 线 1 (b) 对 角 线 2 
2.14 6 皇后 问题 的 一 个 解 图 2.15 两 个 皇后 构成 对 角 线 的 情况 


设 queen(i,z) 是 在 1 一 ;一 1 列 上 已 经 放 好 了 ;一 1 个 皇后 ,用 于 在 ;一 交行 放置 剩 下 的 
n 一 i 十 1 个 皇后 , 则 queen(i 十 1,n) 表 示 在 1~i 行 上 已 经 放 好 了 i 个 皇后 ,用 于 在 i 十 1~n 
行 放 置 n 一 i 个 皇后 ,显然 queen(i 十 1,n) 比 queen(i,n) 少 放置 一 个 皇后 。 所 以 queen(i,n) 
是 “大 问题 ”",queen(i 十 1,7) 是 “小 问题 ”, 则 求解 皇后 问题 所 有 解 的 递归 模型 如 下 : 


queen(i,n) 三 n 个 皇后 放置 完毕 ,输出 一 个 解 车 i>n 
queen(i,n) 三 在 第 i 行 找到 一 个 合适 的 位 置 (i,j), 放 秆 一 个 皇后 ; 其 他 情况 
queen(i+ 1,n); 
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对 应 的 输出 n 皇后 问题 所 有 解 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < stdlib.h> 


#define N 20 // 最 多 皇后 个 数 

int q[N]; // 存 放 各 皇后 所 在 的 列 号 , 即 (i, gq 站) 为 一 个 皇后 位 置 
int count=0; // 累 计 解 个 数 

void dispasolution(int n) // 输 出 n 皇后 问题 的 一 个 解 


{ printfC" 第 %d 个 解 : ", 十 十 count); 
for (int i 王 1;i< 一 nii 十 十 ) 
printf("(%d, %d) ",i,q 口 ); 
printfC"\n"); 
} 


bool place(int i, int j) // 测 试 (i,j) 位 置 能 否 摆 放 皇后 
{ if(i==1) return true; // 第 一 个 皇后 总 是 可 以 放置 
int k=1; 
while (k< iD //k=1 一 i 一 1 是 已 放置 了 皇后 的 行 


{ if (alk]==j) || (abs(q[ —))==abs(i—k))) 
return false; 
Es 
} 
return true; 


} 


void queen(int i, int n) // 放 置 1~i 的 皇后 
{ if(i>n) 
dispasolution(n); // 所 有 皇后 放置 结束 
else 
{ for (intj=1;j<=n;j+ 十 ) // 在 第 i 行 上 试探 每 一 个 列 j 
if (place(i,j)) // 在 第 i 行 上 找到 一 个 合适 位 置 (i,j) 
(WEa 品 三 入 


queen(i 十 1,n); 


} 
} 
void main() 
{ intn; //n 为 存放 实际 皇后 的 个 数 
printf(" 皇后 问题 Cn<20) n="); 
scanf("%d", &n); 
if (n> 20) 
printf("n 值 太 大 ,不 能 求解 \n"); 
else 


{ -printf("%d 皇后 问题 求解 如 下 : \n",n); 





} 
} 


本 程序 的 一 次 执行 结果 如 下 : 


皇后 问题 Cn< 20) n 一 6 
6 皇后 问题 求解 如 下 : 


queen(1,n); // 放 置 1~n 的 皇后 sa 
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第 1 个 解 : (1,2) (2,4) (3,6) (4,1) (5,3) (6,5) 
第 2 个 解 : (1,3) (2,6) (3,2) (4,5) (5,1) (6,4) 
第 3 个 解 : (1,4) (2,1) (3,5) (4,2) (5,6) (6,3) 
第 4 个 解 : (1,5) (2,3) (3,1) (4,6) (5,4) (6,2) 


求 出 的 6 皇后 的 4 个 解 如 图 2.16 所 示 。 



















































































1234556 1234556 1234556 1 6 
1 1 1 | | 是 国 面 
2 2 2 | 2 
3 男 ;| 图 | 3 | 3 
4 4 | | 4 | 4 | 加 
5 图 ;5 国 | 5 | 2 
6| | 加 6 6| | | 6 

(a) 第 1 个 解 (b) 第 2 个 解 (c) 第 3 个 解 (d) 第 4 个 解 


图 2.16 6 皇后 解 描述 


递归 算法 转化 为 非 递 归 算 法 光 


递归 算法 的 运行 效率 较 低 ,无 论 是 耗费 的 计算 时 间 还 是 占用 的 存储 空间 都 比 非 递归 算 
法 要 多 ,因此 在 求解 某 些 问题 时 可 以 采用 递归 思路 分 析 问题 ,用 非 递 归 算 法 具体 求解 问题 ， 
这 就 需要 把 递归 算法 转换 为 非 递归 算法 。 

把 递归 算法 转化 为 非 递归 算法 有 以 下 两 种 基本 方法 : 

(1) 直接 用 循环 结构 (迭代 ) 的 算法 蔡 代 递归 算法 。 

(2) 用 栈 模拟 系统 的 运行 过 程 , 通 过 分 析 只 保存 必须 保存 的 信息 ,从 而 用 非 递 归 算 法 蔡 
代 递 归 算 法 。 

第 (1) 种 是 直接 转化 法 ,不 需要 使 用 栈 。 第 (2) 种 是 间接 转化 法 ,需要 使 用 栈 。 


24.1 用 循环 结构 替代 递归 过 程 


采用 循环 结构 消除 递归 这 种 直接 转化 法 没有 通用 的 转换 算法 ,对 于 具体 问题 要 深入 分 
析 对 应 的 递归 结构 ,设计 有 效 的 循环 语句 进行 递归 到 非 递归 的 转换 。 

直接 转化 法 特别 适合 于 尾 递归 。 尾 递归 只 有 一 个 递归 调用 语句 ,而 且 是 处 于 算法 的 最 
后 。 例 如 例 2. 1 的 求 阶乘 问题 算法 就 是 尾 递归 算法 ,分 析 该 算法 可 以 发 现 , 当 递归 调用 返回 
时 返回 到 上 一 层 再 递归 调用 下 一 语句 ,而 这 个 返回 位 置 正好 是 算法 的 末尾 。 也 就 是 说 ,以 前 
每 次 递归 调用 时 保存 的 返回 地 址 、 函 数 返回 值 和 函数 参数 等 实际 上 不 必 长 久保 存 , 因 此 尾 递 
归 形 式 的 算法 实际 上 可 变 成 循环 结构 的 算法 。 

例如 ,采用 循环 结构 求 n! 的 非 递归 算法 fun1(x) 如 下 : 





int funl(int n) // 求 n! 的 非 递 归 算 法 
i 祭 
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for (i=2;i<=n;it++) 
f=f*i; 
return(f); 


} 


除 尾 递归 以 外 ,直接 转化 法 也 适合 于 单 向 递归 。 单 向 递归 是 指 虽 然 有 一 处 以 上 的 递归 
调用 ,但 各 递归 调用 语句 的 参数 只 和 主 调用 函数 有 关 , 相 互 之 间 的 参数 无 关 , 并 且 这 些 递归 
调用 语句 也 和 尾 递归 一 样 处 于 函数 的 末尾 。 单 向 递归 的 一 个 典型 例子 是 前 面 讨论 过 的 计算 
斐 波 那 契 数列 的 递归 算法 ,其 中 递归 调用 语句 Fib(n 一 1) 和 Fib(n 一 2) 只 与 主 调用 函数 Fib 
(x) 有 关 , 这 两 个 递归 调用 语句 相互 之 间 的 参数 无 关 , 并 且 这 些 递归 调用 语句 也 和 尾 递归 一 
样 处 于 算法 的 最 后 。 

采用 循环 结构 求解 斐 波 那 契 数列 的 非 递归 算法 如 下 : 








int Fibl (int n) // 求 Fibonacei 数列 的 非 递归 算法 
1 
if (n==1 || n==2) 
return(1); 
=; 
for (i=3;i<=n;i+ 十 ) 
{ f3=f{l+f2; 
fl=f2; 
f2=f3; 
} 


return({3); 
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对 于 不 属于 尾 递归 和 单 向 递归 的 递归 算法 ,有 时 很 难 转化 为 与 之 等 价 扫 -- 扫 
的 循环 算法 。 但 所 有 的 递归 程序 都 可 以 转化 为 与 之 等 价 的 非 递归 程序 ( 例 
如 ,C/C++ 语言 编译 器 就 是 先 将 递归 程序 转化 为 非 递归 程序 ,然后 求解 的 ， 
它 使 用 goto 转移 语句 实现 了 通用 转化 .该 算法 比较 复杂 ,不 易 理 解 ,这 里 不 “| 测 吕 i 
做 介绍 )。 下 面 讨论 使 用 栈 保存 中 间 结 果 , 从 而 将 递归 算法 转化 为 非 递 归 算 wii# 负 

在 设计 栈 时 ,除了 保存 递归 函数 的 参数 等 以 外 ,还 增加 一 个 标志 成 员 (tag) ,对 于 某 个 弟 
归 小 问题 /(s') ,其 值 为 1 表示 对 应 递归 问题 尚未 求 出 , 需 进 一 步 分 解 转换 ; 为 0 表示 对 应 








递归 问题 已 求 出 , 需 通 过 该 结果 求解 大 问题 f(s)。 ns 


为 了 方便 讨论 ,将 递归 模型 分 为 等 值 关系 和 等 价 关系 两 种 。 


等 值 关 系 是 指 “ 大 问题 ”的 函数 值 等 于 “小 问题 ”的 函数 值 的 某 种 运算 结果 ,例如 求 n1 
对 应 的 递归 模型 就 是 等 值 关系 。 

仍 以 例 2. 1 讨论 等 值 关系 递归 模型 的 转换 方法 。 该 递归 模型 有 一 个 递归 出 口 和 一 个 递 
归 体 两 个 式 子 ,分 别称 为 (1) 式 和 (2) 式 。(2) 式 中 有 一 次 分 解 过 程 , 即 Fo) 之 2 一 1) ,对 应 
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的 求 值 过 程 是 fn 一 1D) 全 GOD) 一 zz 一 1)。 
采用 STL 的 stack 容器 stack < NodeType > 作为 栈 st, 其 栈 元 素 类 型 NodeType 声明 如 下 


typedef struct 
nn // 保 存 n 值 

int {; // 保 存 f(n) 值 

int tag; // 标 识 是 否 求 出 f(n) 值 ,1 表示 未 求 出 ,0 表示 已 求 出 
} NodeType; // 栈 元 素 类 型 


设 求 n! 的 非 递归 算法 为 fun2(n)(n 宇 1) ,其 过 程 如 下 : 


将 Cn, * ,1) 进 栈 ; // 其 中 * 表示 没有 设 定 值 
while 〈 栈 不 空 ) 
{ ”让 ( 栈 顶 元 素 未 计算 出 f 值 , 即 st.top().tag===1) 
{ ”这 ( 栈 项 元 素 满足 (1) 式 , 即 st.top().n=1) 
求 出 栈 顶 元 素 的 f 值 为 1, 并 置 栈 顶 元 素 的 tag 二 0 表示 已 求 出 对 应 的 函数 值 ; 
else // 栈 顶 元 素 满足 (2) 式 
将 子 任务 (st.top().n 一 1, * ,1) 进 栈 ; // 分 解 过 程 
} 
else // 栈 项 元 素 f 值 已 求 出 , 即 st. top() .tag 一 0 
退 栈 栈 顶 元 素 , 由 其 f 值 计算 出 新 栈 项 元 素 的 f 值 ; // 求 值 过 程 
让 ( 栈 中 只 有 一 个 已 求 出 f 值 的 元 素 ) 
退出 循环 ; 
} 
st. top() .f 即 为 所 求 的 fun2(n) 值 ; 


在 求 fun2(5) 时 栈 st 中 元 素 的 变化 如 图 2. 17 所 示 ( 栈 中 的 * ”号 表示 函数 值 尚未 计算 
























































































































































出 来 ) 。 
top | 4 ' 1 i EE E 
| 5 
rE 4|*|1 
s|*|i 
(a) 参数 5 进 栈 (b) 参数 4 进 栈 (c) 参数 3 进 栈 
top 
I i | | 2 | 2 | 0 
3 | 1 a 3|*|1 
a4|* [i 站 4|*|1 
5 | | 1 ca ea 5s|*|1 
5| *| 1 
(d) 参数 2 进 栈 (e) 参数 1 进 栈 , 求 得 sttop( ).f=1 (D 出 栈 , 求 得 st[top], 广 2 
top Bia top 
| 3|6|o 4|24|0 Nr 
4|*|1 5s|*| 1 
5|*|1 
(8g) 出 栈 , 求 得 sttop( )./=6 (h) 出 栈 , 求 得 sttop( ). 了 =24 (0 出 栈 , 求 得 sttop( )./=120 


图 2.17 求 fun2(5) 时 栈 st 中 元 素 的 变化 
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fun2(n) 算 法 如 下 : 


int fun2(int n) // 求 n! 的 递归 算法 转换 成 的 非 递 归 算 法 
{ NodeType e,el,e2; 
stack < NodeType> st; 


en 一 Di 
e.tag=1; 
st. push(e); // 初 值 进 栈 
while (!st.empty()) // 栈 不 空 时 循环 
{ if(st.top().tag==1) // 未 计算 出 栈 项 元 素 的 f 值 
{ f(st.top().n==1) //(1) 式 即 递 归 出 口 
{ st.top().f=1; 
Sst. top(). tag=0; 
} 
else //(2) 式 分 解 过 程 
{ el.n=st.top().n—1; 
el.tag 一 1; 
st. push(el); // 子 任务 Cn 一 1)! 进 栈 
} 
} 
else //st.top().tag 二 0 即 已 计算 出 f 值 
{ ee2=st.top(); 
st.pop(); // 退 栈 e2 
st. top() .f=st. top() .nx* e2.f; //(2) 式 求 值 过 程 
st.top() .tag 一 0; // 表 示 栈 顶 元 素 的 f 值 已 求 出 


} 
这 (st. size() 二 二 ] &&& st.top().tag 二 二 0) // 栈 中 只 有 一 个 已 求 出 f 的 元 素 时 退出 循环 
break; 
} 
return(st.top().f); 


} 


通过 上 例 看 到 ,对 于 等 值 关系 的 递归 模型 , 栈 的 结构 由 存放 的 参数 、 对 应 的 函数 值 和 一 
个 标识 (tag) 组 成 ,该 标识 表示 对 应 的 函数 值 是 否 已 求 出 (未 求 出 用 1 表示 ,已 求 出 用 0 表 
示 )。 这 种 转换 的 基本 思路 是 将 递归 体 中 “大 问题 "和 “小 问题 "之 间 的 关系 转换 成 栈 中 相 邻 
两 个 元 素 的 关系 。 在 进 栈 ( 对 应 分 解 过 程 ) 和 出 栈 ( 对 应 求 值 过 程 ) 时 要 仔细 计算 和 恢复 这 种 
关系 。 对 于 不 同 的 递归 模型 , 栈 中 元 素 的 处 理 过 程 可 能 略 有 不 同 。 


等 价 关 系 是 将 “大 问题 "的 求解 过 程 转化 为 “小 问题 "求解 得 到 的 ,它们 之 间 不 是 值 的 相 





等 关系 ,而 是 解 的 等 价 关系 。 J 


例如 , 求 楚 塔 问题 对 应 的 递归 模型 就 是 等 价 关 系 , 也 就 是 说 Hanoi(n,zx,y,z) 与 Hanoi 
(一 1,zyz,y)( 第 1 步 ).move(z,zyz) (第 2 步 ) 和 Hanoi(n 一 1,y,x,z) (第 3 步 ) 是 等 
价 的 。 

采用 STL 的 stack 容器 stack < NodeType > 作为 栈 st, 其 栈 元 素 类 型 NodeType 声明 
如 下 : 
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typedef struct 
{i // 保 存 n 值 

char x,y,2; // 保 存 f(n) 值 

int tag; // 标 识 是 否 求 出 {(n) 值 ,1 表示 未 求 出 ,0 表示 已 求 出 
} NodeType; 


将 Hanoi(n,z,y,z) 任 务 作 为 一 个 栈 元 素 进 栈 , 先 出 栈 的 任务 先 执行 ,由 于 栈 的 特点 是 
后 进 先 出 , 当 该 任务 需要 分 解 为 3 步 时 应 该 按 第 1 步 一 第 3 步 的 相反 顺序 将 3 个 子 任务 进 
栈 。 对 应 的 非 递归 求解 过 程 如 下 : 


定义 一 个 栈 ; 
将 初始 任务 进 栈 ; 
while ( 栈 不 空 ) 
{ ”这 ( 栈 顶 元 素 的 tag 二 ==1) // 不 能 直接 操作 
{ 出 栈 一 个 元 素 ; 
处 理子 任务 3: 将 Hanoi(n 一 1,y,x,z) 进 栈 ( 若 满足 递归 出 口 条 件 则 将 tag 置 为 0; 
否则 置 为 1); 
处 理子 任务 2: 把 "将 第 n 个 盘 片 从 x 移 动 到 z" 操 作 进 栈 (将 tag 置 为 0); 
处 理子 任务 1: 将 Hanoi(n 一 1,x,z,y) 进 栈 (车 满足 递归 出 口 条 件 则 将 tag 置 为 0; 
否则 置 为 1); 
} 
if ( 栈 顶 元 素 满足 递归 出 口 条 件 ) 
直接 操作 并 退 栈 ; 
} 


非 递归 算法 Hanoil(n,z,y,z) 如 下 : 
void Hanoil (int n, char x, char y, char z) // 求 Hanoi 递归 算法 转换 成 的 非 递归 算法 


{ NodeType e,el,e2,e3; 
stack < NodeType> st; 





e.n=n; 
e.x 一 Xi e.y 一 yi e.2=2; 
e.tag=1; 
st. push(e); // 初 值 进 栈 
while (!st.empty()) // 栈 不 空 时 循环 
{ 让 (st.top().tag 一 一 1) // 当 不 能 直接 操作 时 
{ ew=st,top(); 
st.pop(); // 退 栈 Hanoi(n, x,y,z) 
el.n 一 e.n 一 1; // 产 生子 任务 3: Hanoi(n 一 1,y,x,z) 
PE 站 区 ey el ye C1.s= 
TT // 只 有 一 个 盘 片 时 直接 操作 
el.tag=0; 
else // 否 则 需要 继续 分 解 
el.tg= 1 
st. push(el); // 子 任务 3 进 栈 
e2.n=e.n; // 产 生子 任务 2: move(n,x,z) 进 栈 
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在 求解 Hanoil(3,'X','Y','Z) 时 栈 st 中 元 素 变化 的 过 程 如 表 2. 1 所 示 , 这 里 不 需要 求 
函数 值 ,最 后 栈 st 变 为 空 栈 。 
表 2.1 求 Hanoil(3,'X','Y','Z') 时 栈 st 中 元 素 变化 的 过 程 
栈 操作 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
出 栈 
出 栈 
出 栈 
出 栈 
进 栈 
进 栈 
进 栈 
出 栈 
出 栈 
出 栈 
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掌握 递归 算法 到 非 递归 算法 的 转换 不 仅 可 以 设计 更 高 效 的 算法 ,也 会 进一步 理解 递归 
算法 的 执行 过 程 ,便于 设计 更 复杂 的 递归 算法 。 
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递 推 式 的 计算 





递归 算法 的 执行 时 间 可 以 用 递归 形式 ( 即 递 推 式 ) 来 表示 , 递 推 式 也 称 为 递归 方程 ,这 使 
得 求解 递归 方程 对 算法 分 析 来 说 极为 重要 。 求 解 递归 方程 最 直接 的 方法 是 直接 从 递归 关系 
出 发 ,一 层 一 层 地 往 前 递 推 ,第 1 章 中 介绍 的 例 1.7 和 例 1. 8 就 是 采用 这 种 方式 求解 递 推 式 
的 ,本 节 主 要 介绍 用 特征 方程 .递归 树 和 主 方法 求解 递归 方程 的 方法 。 


25.1 用 特征 方程 求解 递归 方程 


常 系数 的 线性 齐 次 递 推 式 的 一 般 格式 如 下 : 

fn) =afln—1)+afln—2)++*…++af (nO—k) 

f()=6b 0<i<k 《2.5) 
等 式 (2.5) 的 一 般 解 含有 /(n) 三 zx" 形式 的 特 解 的 和 ,用 zx" (方程 的 特 解 ) 来 代替 该 等 式 

中 的 020);, 则 fy 一 DD 二 f(r 一 k) 二 =x”, 所 以 有 : 
Ta 二 qr! 二 azsr" 十 十 arr"* 
两 边 同时 除 以 z" “得 到 : 
ZX 二 qx 十 azzt 2 十 … 十 ak 


或 者 写成 : 





党 QT Qs “a 0 (2.6) 

等 式 (2.6) 称 为 递 推 关系 (2.5) 的 特征 方程 ,可 以 求 出 特征 方程 的 根 ,如 果 该 特征 方程 的 

上 个 根 互 不 相同 , 令 其 为 i、rs、…、ri，, 则 得 到 递归 方程 的 通 解 如 下 : 
Ja) =antcernit tors 

再 利用 递归 方程 的 初始 条 件 (f( 站 二 6; ,0 三 i 二 k) 确 定 通 解 中 的 待定 系数 c (1 二 i 过)， 
从 而 得 到 递归 方程 的 解 。 

下 面 仅 讨论 几 种 简单 .常用 的 齐 次 递 推 式 的 求解 过 程 。 

(1) 对 于 一 阶 齐 次 递 推 美 系 ,例如 f(x) 二 af(n 一 1) ,假定 序列 从 /(0) 开 始 , 且 f(0)== 

















5, 可 以 直接 递 推 求解 , 即 : 
fm =afn—1)=af(n—2) = =af(0) =ab 
| 可 以 看 出 f(xm) 二 a"b 是 递 推 式 的 解 。 


(2) 对 于 二 阶 齐 次 递 推 关系 ,例如 f(7) 二 ay fn 一 1) 十 asf(n 一 2) ,假定 序列 从 (0) 开 
始 , 且 f(0)=b,f(1)==b,。 
用 x 来 代替 该 等 式 中 的 f(7), 则 f(x 一 1 了 = 下 、……、f(n 一 kh) 二 zx" 全, 有 xx" 二 az 十 
An—2 
两 边 除 以 x", 有 zz? 二 a1z 十 as ,所 以 其 特征 方程 为 x? 一 a1x 一 as 二 0, 令 这 个 二 次 方程 
的 根 是 x 和 ,可 以 求解 递 推 式 的 解 如 下 : 


azs 区 


ZB 
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f=arntcr 当 克 关 rz 时 
fm=ar' tenr 当 记 =r;=r 时 


代入 (0) 二 by ,1(1) 二 bs, 求 出 ct 和 cz, 再 代入 得 到 最 终 的 f(n)。 
【 例 2. 14】 分 析 求 斐 波 那 契 数列 的 递归 算法 f(x) 的 结果 。 
对 于 求 斐 波 那 契 数列 的 递归 算法 /0z) ,有 以 下 递归 关系 式 。 


me 当 n=1 或 2 时 
fm)=f(n—1)+f(n—2) 当 n>2 时 


为 了 简化 解 , 可 以 引入 额外 项 /(0) 二 0。 其 特征 方程 是 x? 一 x 一 1 二 0, 求 得 根 如 下 : 
n =:%, re 二 把 





由 于 :这样 递 推 式 的 解 是 /w=a +e 15】. 
为 求 ci 和 cs, 求解 下 面 两 个 联 立方 程 : 
f(0) =0=a+c, f(D=1 (Ea) 

















2 
求 得 : = 起" 一 -让 
所 以 /CO= 点 [2 世 到 ] (3 ~). 


常 系数 的 线性 非 齐 次 递 推 式 的 一 般 格式 如 下 : 

fm) 一 af 一 1) 十 as 一 2) 十 … 十 ak 一 A) 十 SC2) 

f()=b 0<i<k 《2.7) 
其 通 解 形式 如 下 : 

f= +f nn) 
其 中 ,f(x) 是 对 应 齐 次 递归 方程 的 通 解 ,/(n) 是 原 非 齐 次 递归 方程 的 特 解 。 
现在 还 没有 一 种 寻找 特 解 的 有 效 方法 ,一般 是 根据 g(n) 的 形式 来 确定 特 解 。 
假设 g(w) 是 nn 的 m 次 多 项 式 , 即 g (1) 二 con" 十 … 十 cs-in 十 c,: 则 特 解 六 (一 Au 十 
Ai 十 … 十 Ai 十 Au。。 

代入 原 递归 方程 求 出 As .Ai A。 





再 代入 初始 条 件 (/( 站 ==6;,0 过 i 二) 求 出 系数 得 到 最 终 通 解 。 aa 


有 些 情 况 下 非 齐 次 递 推 式 的 系数 不 一 定 是 常 系数 。 下 面 仅 讨论 几 种 简单 .常用 的 非 齐 
次 递 推 式 的 求解 过 程 。 

(1) Foa) 王 Fo2 一 1) 十 gCD)(Cz 二 1) 且 f(0)=0 《2 8 

其 中 ,g(m) 是 男 一 个 序列 。 通 过 递 推 关系 容易 推出 (2. 8) 的 解 如 下 : 


f= 0)+ De) 
i=1 
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例如 , 递 推 式 fCo = Fox 一 1) 十 1 且 f(0) 二 0 的 解 是 了 (1) 二 =n, 这 里 8( 让 =1(1< i<n)。 

(2) f0)=g) fn—1)(n1)8 f(0)=1 (2.9) 

通过 递 推 关系 推出 (2. 9) 的 解 如 下 : 

f= genm—1)g(1)f(0) 

例如 , 递 推 式 f(n)= 二 nf(n 一 1) 且 f(0)==1 的 解 是 f(n) 二 n1, 这 里 g(n) 二 n。 

(3) f0)=nfn—1)+n! (n=1) 有 8 f(0)=0 C2. 10} 

其 求解 过 程 如 下 : 

f=nfn—1)+n!l=n[n— Df nm2)+ nm— Dt+na!=n(n—1)f(n—2)+2n! 
1(f(n 一 2)/(n 一 2)1 十 2) ,构造 一 个 辅助 函数 /20), 令 /2) ==n1f (1) ,1(0) 二 (0) 二 0， 
代入 式 (2.10) 有 : 




















nlf (=na— DIf nm)+n! 
简化 为 : 
f= nm—1)+1 


它 的 解 为 : 六 (Oo 一 六 (0) 十 >)1 =0 十 n=n。 
i=1 


因此 ,f0D)=n1f (1) = 二 nn1。 
【 例 2.15】 求 以 下 非 齐 次 方程 的 解 : 
fn) 7f(n—1)—10f(n— 2)+4n 
f(0)=1 
A = 
对 应 的 齐 次 方程 为 /(n)= 二 7f(n 一 1) 一 10/(n 一 2), 其 特征 方程 为 x? 一 7+ 十 10 二 0， 
求 得 其 特征 根 为 二 2,g, 二 5, 所 以 对 应 的 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 六 (xz) 一 ci2" 十 cx5"。 
由 于 g(x) 二 4m? , 则 令 非 齐 次 递归 方程 的 特 解 为 (7) 二 Aom? 十 Ain 十 As。 
代入 原 递归 方程 ,得 : 
Aorwr 十 Ain 十 As = 二 7(Ao b(n 一 1 十 Ai(n 一 1]) 十 As) 一 10(Ao(n 一 2)? 十 
Ai(n 一 2) 十 As) 十 4n? 





化 简 后 得 到 : 
4Aom 十 (一 26Ao 十 4ADn 十 33Ao 一 13A1 十 4A， 一 dn? 
由 此 得 到 联 立方 程 : 
4Ao 一 4 
一 26A, 十 44A; = 0 


33Ao 一 13A1 十 4A; = 0 
求 得 : A。=1,Al==13/2,A, 二 103/8 
所 以 非 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
f= = a +c 二 十 13n/2 十 103/8 
代入 初始 条 件 1(0)==1,f(1)==2, 求 得 41/3,cz 一 43/24。 
最 后 非 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
fn)=—41/3X2"+43/24X5" 二 mw? 十 13n/2 十 103/8。 
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252 用 递归 树 求解 递归 方程 
用 递归 树 求解 递归 方程 的 基本 过 程 是 展开 递归 方程 ,构造 对 应 的 递归 
树 , 然 后 把 每 一 层 的 时 间 求 和 ,从 而 得 到 算法 执行 时 间 的 估计 ,再 用 时 间 复 过 
杂 度 形式 表示 。 视频 讲解 
【 例 2. 16】 分 析 以 下 递归 方程 的 时 间 复 杂 度 : 
















ToD=1 当 n 一 1 时 
T(m)=2T(n/2)+m 当 n>1 时 


构造 的 递归 树 如 图 2. 18 所 示 , 当 递归 树 展开 时 子 问题 的 规模 逐渐 缩小 , 当 到 达 递 
归 出 口 时 ( 即 当 子 问题 的 规模 为 1 时 ) 递 归 树 不 再 展开 。 





nm 
(m2 [7 ) 
高 度 为 logzn+14 (wy4P Wap ap (MAP /4 


A 





1 
图 2.18 一 棵 递归 树 


显然 在 递归 树 中 第 1 层 的 问题 规模 为 n, 第 2 层 的 问题 规模 为 zw/2, 以 此 类 推 , 当 展开 到 
第 k 十 1 层 时 其 规模 为 n/2*==1, 所 以 递归 树 的 高 度 为 logzn 十 1。 
第 1 层 有 一 个 结 点 ,其 时 间 为 妈 , 第 2 层 有 两 个 结 点 ,其 时 间 为 2(x/2)? 二 wr/2, 以 此 类 
推 ,第 上 A 层 有 2-! 个 结 点 ,每 个 子 问题 规模 是 (z/24-1)2: ,其 时 间 为 24-1(Cza/24 1)2 一 22/24-1。 
叶子 结 点 的 个 数 为 个 ,其 时 间 为 n。 将 递归 树 每 一 层 的 时 间 加 起 来 ,可 得 : 
T(n) = 二 六 十 /2 十 一 十 [24 十 十 nn 二 On?)。 
【 例 2.17】 分 析 以 下 递归 方程 的 时 间 复 杂 度 : 


Tn) 当 n=1 时 
Tm)=Tn/3)+T(2n/3)+n 当 n>1 时 


构造 的 递归 树 如 图 2. 19 所 示 , 这 棵 递归 树 的 叶子 结 点 不 在 同一 层 , 从 根 结 点 出 发 
到 达 叶 子 结 点 ,最 左边 的 路 径 是 最 短路 径 , 每 走 一 步 , 问 题 规模 就 减少 为 原来 的 1/3; 最 右边 





的 路 径 是 最 长 路 径 , 每 走 一 步 , 问 题 规模 就 减少 为 原来 的 2/3。 es, 
ZN 人 
nm/9 2n/9 2m9 4n/9 hn 
VN KN AN 


图 2.19 一 棵 递归 树 
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在 最 坏 情况 下 ,考虑 右边 最 长 的 路 径 。 设 最 长 路 径 的 长 度 为 刀 , 有 72(2/3 六 一 1, 求 出 
/一 logsysm ,因此 这 棵 递归 树 有 logsy*z 层 , 每 层 结 点 的 数值 和 为 ,所 以 T(n) 二 O(nlogssn) 二 
Onlogsn) 。 


25.3 用 主 方法 求解 递归 方程 

主 方法 (master method) 提 供 了 解 以 下 形式 递归 方程 的 一 般 方 法 : 

TO = aT(n/D) + fn) 2: LL 

其 中 a 三 1.0 二 1, 为 常数 ,该 方程 描述 了 算法 的 执行 时 间 , 算 法 将 规模 为 n 的 问题 分 解 
成 a 个 子 问题 ,每 个 子 问题 的 大 小 为 n/5。 例 如 ,对 于 递归 方程 T(xn) 二 3T(n/4) 十 丸 , 有 a 二 
3,6=4,f(n)=n:。 

主 方法 的 求解 对 应 以 下 主 定理 。 

主 定理 ; 设 a 宇 1.6 记 1, 为 常数 ,/(n) 为 一 个 函数 ,T(n) 由 (2.11) 的 递归 方程 定义 ,其 中 
nn 为 非 负 整数 , 则 TG) 计算 如 下 。 

(1) 车 对 某 些 常 数 e 二 0 有 /(n) = 二 OCnew-*) ,那么 T(n) 二 O(n ) 。 

(2) 车 f(D) 二 On ) ,那么 TT(n) 二 One%1ogsn) 

(3) 若 对 某 些 常数 e 二 0 有 (nn) 二 O41*), 并 且 对 常数 cc 二 1 与 所 有 足够 大 的 mn 有 
af (n/b) 夺 cf(n) ,那么 T(n)= 二 O(f(n))。 

应 用 该 定理 的 过 程 是 首先 把 函数 /(n) 与 函数 nw 进行 比较 ,递归 方程 的 解 由 这 两 个 函 
数 中 较 大 的 一 个 决定 。 

情况 (1): 函数 zew* 比 函 数 f(x) 更 大 , 则 T(n) 二 O(n )。 

情况 (2): 函数 nw 和 函数 f(n) 一 样 大 , 则 T(x) 二 O(n% logsn)。 

情况 (3): 函数 mw 比 函 数 FoD) 小 , 则 TQ) 二 OCf 0)。 

【 例 2.18】 分 析 以 下 递归 方程 的 时 间 复 杂 度 


Tn 当 n=1 时 
T(m)=4T(n/2)+n 当 n>1 时 


这 里 a==4,6 二 2,f(n) 二 n。 因 此 n*% 一 me 一 好 2, 比 f(n) 大 ,满足 情况 (1), 所 以 
T(n)=O(n"% )=O(n ) 。 

【 例 2.19】 采用 主 方法 求 例 2. 16 递归 方程 的 时 间 复 杂 度 。 

这 里 一 2,0 一 2,FOo) 一 好 。 因 此 zse 一 ze 一 7, 比 Fo) 小 ,满足 情况 (3) ,所 以 





PE TCD)=OCFGoo)) 二 OCw?), 与 采用 递归 树 的 结果 相同 。 


练习 题 六 


1. 什么 是 直接 递归 和 间接 递归 ? 消除 递归 一 般 要 用 到 什么 数据 结构 ? 
2. 分 析 以 下 程序 的 执行 结果 : 
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#include < stdio.h> 
void f(int n, int &m) 
{ if(n<1) return; 
else 
{ printf(" 调 用 f(%d,%d) 前 ,n==%d,m==%d\n",n 一 1,m 一 1,n,m); 
Wr 
fC(n—1,m); 
printf(" 调 用 f(%d, %d) 后 :n= 二 %d, m= 二 %d\n",n 一 1,m 一 1,n,m); 
} 
} 


void main( ) 
{ intn=4,m=4; 
f(n,m); 


} 


3. 采用 直接 推导 方法 求解 以 下 递归 方程 : 


T(1)=1 
Tn)=T(n—1)+n 当 n>1 时 


4. 采用 特征 方程 求解 以 下 递归 方程 : 


H(0)=0 
HD=L 
H(2)=2 
H(n)=H(n—1)+9H(n—2)—9H(n—3) 当 n>2 时 








5. 采用 递归 树 求解 以 下 递归 方程 : 


Tl 
TO0)=4T(n/2)+n 当 n>1 时 


6. 采用 主 方法 求解 以 下 递归 方程 : 


了 CR 当 n=1 时 
Tm)=4T(n/2)+ 当 n>1 时 


7. 分 析 求 斐 波 那 契 数列 /(n) 的 时 间 复 杂 度 。 
8. 数列 的 首 项 a 一 0, 后 续 奇 数 项 和 偶数 项 的 计算 公式 分 别 为 aa 一 az-i: 十 2,az+l 一 





ax- 十 az 一 1, 写 出 计算 数列 第 ”项 的 递归 算法 。 | 


9. 对 于 一 个 采用 字符 数组 存放 的 字符 串 str, 设 计 一 个 递归 算法 求 其 字符 个 数 ( 长 度 )。 

10. 对 于 一 个 采用 字符 数组 存放 的 字符 串 str, 设 计 一 个 递归 算法 判断 str 是 否 为 回 文 。 

11. 对 于 不 带头 结 点 的 单 链表 工 , 设 计 一 个 递归 算法 正 序 输出 所 有 结 点 值 。 

12. 对 于 不 带头 结 点 的 单 链表 工 , 设 计 一 个 递归 算法 逆序 输出 所 有 结 点 值 。 

13. 对 于 不 带头 结 点 的 非 空 单 链表 工 , 设 计 一 个 递归 算法 返回 最 大 值 结 点 的 地 址 (假设 
这 样 的 结 点 唯一 ) 。 
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14. 对 于 不 带头 结 点 的 单 链表 工 , 设 计 一 个 递归 算法 返回 第 一 个 值 为 z 的 结 点 的 地 址 ， 
若 没有 这 样 的 结 点 返回 NULL。 

15. 对 于 不 带头 结 点 的 单 链 表 工 ,设计 一 个 递归 算法 删除 第 一 个 值 为 zx 的 结 点 。 

16. 假设 二 叉 树 采用 二 叉 链 存储 结构 存放 , 结 点 值 为 int 类 型 ,设计 一 个 递归 算法 求 二 
叉 树 bt 中 的 所 有 叶子 结 点 值 之 和 。 

17. 假设 二 叉 树 采用 二 叉 链 存储 结构 存放 , 结 点 值 为 int 类 型 ,设计 一 个 递归 算法 求 二 
又 树 bt 中 所 有 结 点 值 大 于 等 于 的 结 点 个 数 。 

18. 假设 二 叉 树 采用 二 叉 链 存储 结构 存放 ,所 有 结 点 值 均 不 相同 ,设计 一 个 递归 算法 求 
值 为 z 的 结 点 的 层次 ( 根 结 点 的 层次 为 1) ,车 没有 找到 这 样 的 结 点 返回 0。 


sh DI 全 | 
上 机 实验 题 兴 
实验 1. 逆 置 单 链表 
对 于 不 带头 结 点 的 单 链表 工 ,设计 一 个 递归 算法 逆 置 所 有 结 点 。 编 写 完整 的 实验 程序 ， 
并 采用 相应 数据 进行 测试 。 


实验 2. 判断 两 棵 二 叉 树 是 否 同 构 

假设 二 又 树 采 用 二 又 链 存储 结构 存放 ,设计 一 个 递归 算法 判断 两 棵 二 叉 树 btl 和 bt2 
是 否 同 构 。 编 写 完整 的 实验 程序 ,并 采用 相应 数据 进行 测试 。 

实验 3. 求 二 叉 树 中 最 大 和 的 路 径 

假设 二 叉 树 中 的 所 有 结 点 值 为 int 类 型 ,采用 二 又 链 存储 。 设 计 递 归 算 法 求 二 又 树 bt 
中 从 根 结 点 到 叶子 结 点 路 径 和 最 大 的 一 条 路 径 。 例 如 ,对 于 如 图 2. 20 所 示 的 二 又 树 ,路 径 
和 最 大 的 一 条 路 径 是 5 一 4->6, 路 径 和 为 15。 编 写 完整 的 实验 程序 ,并 采用 相应 数据 进行 
测试 。 

实验 4. 输出 表达 式 树 等 价 的 中 组 表达 式 

请 设计 一 个 算法 ,将 给 定 的 表达 式 树 (二 叉 树 ) 转 换 为 等 价 的 中 级 表达 式 ( 通 过 括号 反映 
操作 符 的 计算 次 序 ) 并 输出 ,假设 表达 式 树 中 结 点 值 为 单个 字符 。 例 如 ,图 2. 21 所 示 为 两 棵 





表达 式 树 对 应 等 价 的 中 缀 表达 式 。 
We dS 人 
109 
~、 7 (6) (a*p)+(—(c-d)) 
图 2.20 一 棵 二 叉 树 图 2.21 两 棵 表达 式 树 对 应 等 价 的 中 缀 表达 式 
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实验 5. 求 两 个 正 整数 x、y 的 最 大 公约 数 
设计 一 个 递归 算法 求 两 个 正 整数 z、y 的 最 大 公约 数 (gcd) ,并 转换 为 非 递归 算法 。 


在 线 编程 题 洲 


在 线 编程 题 1. 求解 n 阶 螺旋 矩阵 问题 

【问题 描述 】 创建 阶 螺旋 矩阵 并 输出 。 

输入 描述 : 输入 包含 多 个 测试 用 例 , 每 个 测试 用 例 为 一 行 ,包含 一 个 正 整 数 n(1<n 三 
50) ,以 输入 0 表示 结束 。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 输出 行 ,每 行 包括 个 整数 ,整数 之 间 用 一 个 空格 分 隔 。 

输入 样 例 : 


4 
0 


样 例 输出 : 


2 
12 13 14 5 
11 16 15 6 
10 9 8 7 


在 线 编程 题 2. 求解 幸运 数 问题 

【问题 描述 】 小 明 同 学 在 学 习 了 不 同 的 进 制 之 后 用 一 些 数字 做 起 了 游戏 。 小 明 同 学 知 
道 ,在 日 常生 活 中 最 常用 的 是 十 进 制 数 ,而 在 计算 机 中 二 进 制 数 也 很 常用 。 现 在 对 于 一 个 数 
字 zx, 小 明 同 学 定义 出 两 个 函数 /(z) 和 g(x) ,f(z) 表 示 把 xz 这 个 数 用 十 进 制 写 出 后 各 数位 
上 的 数字 之 和 ,例如 /123) 王 1 十 2 十 3 一 6; g(x) 表 示 把 zz 这 个 数 用 二 进 制 写 出 后 各 数位 上 
的 数字 之 和 ,例如 123 的 二 进 制 表示 为 1111011 ,那么 g(123) 王 1 十 1 十 1 十 1 十 0 十 1 十 1 一 6。 
小 明 同学 发 现 对 于 一 些 正 整数 z 满 足 F(z)=g(z), 他 把 这 种 数 称 为 幸运 数 ,现在 他 想 知 道 
小 于 等 于 nn 的 幸运 数 有 多 少 个 ? 

输入 描述 : 每 组 数据 输入 一 个 数 n(n 二 100 000) 。 

输出 描述 : 每 组 数据 输出 一 行 , 小 于 等 于 的 幸运 数 个 数 。 

输入 样 例 : 
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样 例 输出 : 


3 


在 线 编程 题 3. 求解 回 文 序列 问题 


算法 设计 与 分 析 \ 目 DO 





【问题 描述 】 如 果 一 个 数字 序列 逆 置 后 跟 原 序列 是 一 样 的 , 则 称 这 样 的 数字 序列 为 回 
文 序列 。 例 如 ,{1,2,1}、{15,78,78,15)、{11,2,11} 是 回 文 序列 ,而 {1,2,2}、{15,78,87， 
51}、{112,2,11}) 不 是 回 文 序列 。 现 在 给 出 一 个 数字 序列 ,允许 使 用 一 种 转换 操作 : 选择 任 
意 两 个 相 邻 的 数 ,然后 从 序列 中 移 除 这 两 个 数 ,并 将 这 两 个 数 的 和 插入 到 这 两 个 数 之 前 的 位 
置 (只 插入 一 个 和 )。 

对 于 所 给 序列 求 出 最 少 需要 多 少 次 操作 可 以 将 其 变 成 回 文 序 列 。 

输入 描述 : 输入 为 两 行 ,第 1 行为 序列 长 度 n(1n 志 50) ,第 2 行为 序列 中 的 nn 个 整数 
item[i](1 志 item[ 引 志 1000) ,以 空格 分 隔 。 

输出 描述 : 输出 一 个 数 ,表示 最 少 需 要 的 转换 次 数 。 

输入 样 例 : 


4 
TS 
样 例 输出 : 


2 


在 线 编程 题 4 求解 投 般 子 游戏 问题 

【问题 描述 】 玩家 根据 角 子 的 点 数 决定 走 的 步 数 , 即 角 子 点 数 为 1 时 可 以 走 一 步 ,点 数 
为 2 时 可 以 走 两 步 ,点 数 为 n 时 可 以 走 n 步 。 求 玩家 走 到 第 nn 步 (n 夺 抽 子 最 大 点 数 且 投 从 
子 方法 唯一 ) 时 总 共有 多 少 种 投 骨 子 的 方法 。 

输入 描述 : 输入 包括 一 个 整数 x(1 过 入 6) 。 

输出 描述 : 输出 一 个 整数 ,表示 投 角 子 的 方法 数 。 

输入 样 例 : 


6 
样 例 输出 : 


32 
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分 治 法 是 使 用 最 广泛 的 算法 设计 方法 之 一 。 其 基本 策略 是 采用 递归 思想 把 大 问题 分 解 
成 一 些小 问题 ,然后 由 小 问题 的 解 方便 地 构造 出 大 问题 的 解 。 本 章 介绍 分 治 法 求解 问题 的 
一 般 方法 ,并 给 出 一 些 用 分 治 法 求解 的 经 典 示 例 。 


分 治 


承 


台 法 概述 > 


3.1.1 分 治 法 的 设计 思想 


对 于 一 个 规模 为 n 的 问题 ,车 该 问题 可 以 容易 地 解决 (例如 规模 较 小 ) 则 直接 解决 , 否 
则 将 其 分 解 为 k 个 规模 较 小 的 子 问 题 ,这 些 子 问题 互相 独立 且 与 原 问 题 形式 相 同 , 递 归 地 解 
这 些 子 问 题 ,然后 将 各 子 问题 的 解 合并 得 到 原 问题 的 解 , 这 种 算法 设计 策略 叫 分 治 法 。 

如 果 原 问题 可 分 割 成 k(1 二 k 志 nw) 个 子 问题 , 且 这 些 子 问题 都 可 解 并 可 利用 这 些 子 问题 
的 解 求 出 原 问 题 的 解 , 那 么 这 种 分 治 法 就 是 可 行 的 。 由 分 治 法 产生 的 子 问 题 往往 是 原 问题 
的 较 小 模式 ,这 就 为 使 用 递归 技术 提供 了 方便 。 在 这 种 情况 下 ,反复 应 用 分 治 手段 可 以 使 子 
问题 与 原 问 题 类 型 一 致 而 其 规模 却 不 断 缩小 ,最 终 使 子 问题 缩小 到 很 容易 直接 求 出 其 解 , 这 
自然 导致 递归 过 程 的 产生 。 分 治 与 递归 像 一 对 挛 生 兄弟 ,经 常 同时 应 用 在 算法 设计 之 中 ,并 
由 此 产生 许多 高 效 算法 。 

分 治 法 所 能 解决 的 问题 一 般 具有 以 下 几 个 特征 

(1) 该 问题 的 规模 缩小 到 一 定 的 程度 就 可 以 容易 地 解决 。 

(2) 该 问题 可 以 分 解 为 若干 个 规模 较 小 的 相似 问题 。 

(3) 利用 该 问题 分 解 出 的 子 问题 的 解 可 以 合并 为 该 问题 的 解 。 

(4) 该 问题 所 分 解 出 的 各 个 子 问 题 是 相互 独立 的 , 即 子 问题 之 间 不 包含 公共 的 子 问题 。 

上 述 特征 (1) 是 绝 大 多 数 问题 都 可 以 满足 的 ,因为 问题 的 计算 复杂 性 一 般 是 随 着 问题 规 
模 的 增加 而 增加 ; 特征 (2) 是 应 用 分 治 法 的 前 提 , 它 也 是 大 多 数 问题 可 以 满足 的 ,此 特征 反 
映 了 递归 思想 的 应 用 ; 特征 (3) 是 关键 ,能 否 利用 分 治 法 完全 取决 于 问题 是 否 具有 该 特征 ， 
如 果 具 备 了 特征 (1) 和 (2) ,而 不 具备 特征 (3), 则 可 以 考虑 用 贪心 法 或 动态 规划 法 ; 特征 (4) 
涉及 分 治 法 的 效率 ,如 果 各 子 问题 是 不 独立 的 则 分 治 法 要 做 许多 不 必要 的 工作 ,重复 地 解 公 
共 的 子 问 题 , 此 时 虽然 可 用 分 治 法 ,但 一 般 用 动态 规划 法 较 好 。 

从 上 看 到 ,分 治 是 一 种 解 题 的 策略 , 它 的 基本 思想 是 “如 果 整 个 问题 比较 复杂 ,可 以 将 问 

题 分 化 ,各 个 击破 ”。 分 治 包含 “分 ”和 *“ 治 ”两 层 含义 ,如何 分 ,分 后 如 何 治 成 为 解决 问题 的 关 

键 所 在 。 不 是 所 有 的 问题 都 可 以 采用 分 治 ,只 有 那些 能 将 问题 分 成 与 原 问 题 类 似 的 子 问题 
并 且 归 并 后 符合 原 问 题 的 性 质 的 问题 才能 进行 分 治 。 分 治 可 进行 二 分 、 三 分 等 ,具体 怎么 





mm 分 , 需 看 问题 的 性 质 和 分 治 后 的 效果 。 只 有 深刻 地 领会 分 治 的 思想 ,认真 分 析 分 治 后 可 能 产 


生 的 预期 效率 ,才能 灵活 地 运用 分 治 思 想 解决 实际 问题 


3.12 分 治 法 的 求解 过 程 


递归 特别 适合 解决 结构 自 相似 的 问题 ,所 谓 结构 自 相似 ,是 指 构成 原 问题 的 子 问题 与 原 
问题 在 结构 上 相似 ,可 以 采用 类 似 的 方法 解决 。 所 以 分 治 法 通常 采用 递归 算法 设计 技术 ,在 
每 一 层 递归 上 都 有 3 个 步骤 。 


SS 分 治 法 | 


(1) 分 解 成 若干 个 子 问题 : 将 原 问 题 分 解 为 若干 个 规模 较 小 .相互 独立 .与 原 问题 形式 
相同 的 子 问题 。 

(2) 求解 子 问题 : 若 子 问题 规模 较 小 ,容易 被 解决 , 则 直接 求解 ,否则 递归 地 求解 各 个 
子 问题 。 

(3) 合并 子 问题 : 将 各 个 子 问题 的 解 合并 为 原 问 题 的 解 。 

分 治 法 的 一 般 算 法 设计 模式 如 下 : 


divide-and-conquer(P) 
{ if|P|<n, return adhoc(P); 
将 P 分 解 为 较 小 的 子 问题 Pi 、P;、… 、P; 


for(i 王 1;i< 一 kii 十 十 ) // 循 环 处 理 k 次 
yi 一 divide-and-conquer(P;); // 递 归 解 决 P; 
return merge(yl ,yz ，… ,yk); // 合 并 子 问题 


} 


其 中 ,|1P| 表 示 问 题 P 的 规模 ; no 为 一 阅 值 ,表示 当 问 题 P 的 规模 不 超过 no 时 ( 即 P 
问题 规模 足够 小 时 ) 已 容易 直接 解 出 ,不 必 再 继续 分 解 。adhoc(P) 是 该 分 治 法 中 的 基本 子 
算法 ,用 于 直接 解 小 规模 的 问题 P。 算 法 merge(y ,ys，…,y4) 是 该 分 治 法 中 的 合并 子 算 
法 ,用 于 将 P 的 子 问 题 Pi、P;、…、P 的 相应 解 yi 、ys、…、yr 合并 为 P 的 解 。 

根据 分 治 法 的 分 解 原则 , 原 问题 应 该 分 解 为 多 少 个 子 问题 才 较 适合 ? 各 个 子 问题 的 规 
模 应 该 怎样 才 为 适当 ?这些 问题 很 难 给 予 肯 定 的 回 
答 。 但 人 们 从 大 量 的 实践 中 发 现 ,在 用 分 治 法 设计 
算法 时 最 好 使 子 问题 的 规模 大 致 相 同 。 换 句 话说 ， 
将 一 个 问题 分 成 大 小 相等 的 上 个 子 问题 的 处 理 方法 
是 行 之 有 效 的 。 当 4 一 1 时 称 为 减 治 法 。 许 多 问题 [P04) Po0)| [Po ug)] 
可 以 取 & 王 2, 称 为 二 分 法 ,如 图 3. 1 所 示 , 这 种 使 子 加 
问题 规模 大 致 相等 的 做 法 出 自 一 种 平衡 子 问题 的 思 图 3.1 二 分 法 的 基本 策略 
想 , 它 几乎 总 是 比 子 问题 规模 不 等 的 做 法 要 好 。 

分 治 法 的 合并 步骤 是 算法 的 关键 所 在 。 有 些 问 题 的 合并 方法 比较 明显 ,有 些 问 题 的 合 
并 方法 比较 复杂 ,或 者 是 有 多 种 合并 方案 ; 或 者 是 合并 方案 不 明显 。 究 竟 应 该 怎样 合并 没 
有 统一 的 模式 ,需要 具体 问题 具体 分 析 。 

尽管 许多 分 治 法 算法 都 是 采用 递归 实现 的 ,但 要 注意 分 治 法 和 递归 是 有 区 别 的 ,分 治 法 
是 一 种 求解 问题 的 策略 ,而 递归 是 一 种 实现 求解 算法 的 技术 。 分 治 法 算法 也 可 以 采用 非 弟 
归 方 法 实现 。 就 像 二 分 查找 ,作为 一 种 典型 的 分 治 法 算法 , 既 可 以 采用 递归 实现 ,也 可 以 采 



































用 非 递 归 实 现 。 J 


求解 排序 问题 光 


对 于 给 定 的 含有 个 元 素 的 数组 e ,对 其 按 元 素 值 递增 排序 。 快 速 排序 和 归并 排序 是 
典型 的 采用 分 治 法 进行 排序 的 方法 。 
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32.1 快速 排序 


快速 排序 的 基本 思想 是 在 待 排序 的 个 元 素 中 任 取 一 个 元 素 (通常 取 
第 一 个 元 素 ) 作 为 基准 ,把 该 元 素 放 和 最终 位 置 后 ,整个 数据 序列 被 基准 分 
割 成 两 个 子 序 列 , 所 有 小 于 基准 的 元 素 放置 在 前 子 序 列 中 ,所 有 大 于 基准 的 
元 素 放置 在 后 子 序列 中 ,并 把 基准 排 在 这 两 个 子 序列 的 中 间 ,这 个 过 程 称 为 
划分 ,如 图 3.2 所 示 。 然 后 对 两 个 子 序列 分 别 重复 上 述 过 程 , 直 到 每 个 子 序 
列 内 只 有 一 个 元 素 或 空 为 止 。 
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所 有 元 素 均 小 于 tmp ”tmp 所 有 元 素 均 大 于 tmp 
图 3.2 快速 排序 的 一 趟 排序 过 程 


这 是 一 种 二 分 法 思想 ,每 次 将 整个 无 序 序列 一 分 为 二 , 归 位 一 个 元 素 ,对 两 个 子 序列 采 
用 同样 的 方式 进行 排序 ,直到 子 序列 的 长 度 为 1 或 0 为 止 。 

快速 排序 的 分 治 策略 如 下 。 

(1) 分 解 : 将 原 序列 a[s.. 汪 分 解 成 两 个 子 序列 a[s..i 一 1] 和 a[i 十 1.. 汪 ,其 中 i 为 划分 
的 基准 位 置 ,即将 整个 问题 分 解 为 两 个 子 问题 。 

(2) 求解 子 问题 : 车 子 序列 的 长 度 为 0 或 1, 则 它 是 有 序 的 ,直接 返回 ; 否则 递归 地 求解 
各 个 子 问题 。 

(3) 合并 : 由 于 整个 序列 存放 在 数组 中 ,排序 过 程 是 就 地 进行 的 ,合并 步骤 不 需要 执 
行 任何 操作 。 

例如 ,对 于 (2,5,1,7,10,6,9,4,3,8) 序 列 , 其 快速 排序 过 程 如 图 3. 3 所 示 , 图 中 虚线 表 
示 一 次 划分 ,虚线 劳 的 数字 表示 执行 次 序 ,圆圈 表示 归 位 的 基准 。 
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图 3.3 (2,5,1,7,10,6,9,4,3,8) 序 列 的 快速 排序 过 程 


实现 快速 排序 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void disp(int a[] ,int n) 
£0 nals 
for (i=0;i<nii 十 十 ) 
printf("%d ",a[i]); 
printf("\n"); 
} 
int Partition( int a[] ,int s, int t) 
{ inti=s,j=t; 
int tmp=a[s] ; 
while (i!=j) 
{ while (j>i && a0]>=tmp) 
| 
a[] =a0]; 
while (i<j && a[]<=tmp) 
人 
a0]=a[)]; 
} 
a[] = tmp; 
return i; 
} 
void QuickSort(int a[] ,int s, int t) 
{ if (s<t) 
{ inti=Partition(a, s,t); 
QuickSort(a, s,i—1); 
QuickSort(a,it1,t); 


AS 人 分 治 法 | 


// 输 出 a 中 的 所 有 元 素 


// 划 分 算法 


// 用 序列 的 第 1 个 记录 作为 基准 
// 从 序列 两 端 交替 向 中 间 扫 描 , 直 到 i=j 为 止 


// 从 右 向 左 扫描 , 找 第 1 个 关键 字 小 于 tmp 的 a 中 
// 将 a[ 站 前 移 到 a[ 丫 的 位 置 


// 从 左 向 右 扫 描 , 找 第 1 个 关键 字 大 于 tmp 的 a 中 
// 将 a 加 后 移 到 a[ 站 的 位 置 


// 对 a[s. 忆 元 素 序列 进行 递增 排序 
// 序 列 内 至 少 存在 两 个 元 素 的 情况 


// 对 左 子 序列 递归 排序 
// 对 右 子 序列 递归 排序 


} 

} 

void main( ) 

{ intn=10; 
int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8}); 
printf(" 排 序 前 :"); disp(a,n); 
QuickSort(a,0,n 一 1); 
printf( "排序 后 :"); disp(a,n); 

} 


【算法 分 析 】 快速 排序 的 时 间 主 要 耗费 在 划分 操作 上 ,对 长 度 为 的 区 间 进 行 划 分 , 共 
需 "一 1 次 关键 字 的 比较 ,时 间 复 杂 度 为 O(n)。 





对 nn 个 元 素 进 行 快速 排序 的 过 程 构成 一 棵 递归 树 , 在 这 样 的 递归 树 中 ,每 一 层 最 多 对 aa 


个 元 素 进 行 划分 ,所 花 的 时 间 为 O(0z) 。 当 初始 排序 数据 正 序 或 反 序 时 ,递归 树 高 度 为 2 快 
速 排序 呈现 最 坏 情 况 , 即 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为 0(x? ); 当初 始 排序 数据 随机 分 布 , 使 
每 次 分 成 的 两 个 子 区 间 中 的 元 素 个 数 大 致 相等 时 ,递归 树 高 度 为 logz ,快速 排序 呈现 最 好 
情况 , 即 最 好 情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogzn)。 快 速 排序 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 也 是 
Onlogzn)。 所 以 快速 排序 是 一 种 高 效 的 算法 ,STL 中 的 sort() 算 法 就 是 采用 快速 排序 方法 
实现 的 。 
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322 归并 排序 


归并 排序 的 基本 思想 是 首先 将 a[0..n 一 1] 看 成 个 长 度 为 1 的 有 序 
表 , 将 相 邻 的 &(k 宇 2) 个 有 序 子 表 成 对 归并 ,得 到 n/k 个 长 度 为 k 的 有 序 子 
表 ; 然后 再 将 这 些 有 序 子 表 继续 归并 ,得 到 n/k 个 长 度 为 六 的 有 序 子 表 , 如 
此 反复 进行 下 去 ,最 后 得 到 一 个 长 度 为 n 的 有 序 表 。 由 于 整个 排序 结果 放 
在 一 个 数组 中 ,所 以 不 需要 特别 地 进行 合并 操作 。 

若 & 一 2, 即 归并 是 在 相 邻 的 两 个 有 序 子 表 中 进行 的 , 称 为 二 路 归并 排序 。 若 & 全 2, 即 归 
并 操作 在 相 邻 的 多 个 有 序 子 表 中 进行 , 则 叫 多 路 归并 排序 。 这 里 仅 讨论 二 路 归并 排序 算法 ， 
二 路 归并 排序 算法 主要 有 两 种 ,下 面 一 一 讨论 。 

本 :1 训 本 避 

自 底 向 上 的 二 路 归并 算法 采用 归并 排序 的 基本 原理 ,第 1 趟 归并 排序 时 将 待 排序 的 表 
a[0..n 一 1] 看 作 是 n 个 长 度 为 1 的 有 序 子 表 , 将 这 些 子 表 两 两 归并 , 若 ”为 偶数 , 则 得 到 
[x/2 | 个 长 度 为 2 的 有 序 子 表 ; 若 为 奇数 , 则 最 后 一 个 子 表 轮 空 (不 参与 归并 ), 故 本 趟 归 
并 完成 后 ,前 [x/2 | 一 1 个 有 序 子 表 长 度 为 2, 但 最 后 一 个 子 表 长 度 仍 为 1; 第 2 趟 归并 则 是 
将 第 1 趋 归 并 所 得 到 的 [n/2 | 个 有 序 子 表 两 两 归并 ,如 此 反复 ,直到 最 后 得 到 一 个 长 度 为 nn 
的 有 序 表 为 止 。 

首先 设计 算法 Merge() 用 于 将 两 个 有 序 子 表 归 并 为 一 个 有 序 子 表 。 设 两 个 有 序 子 表 存 
放 在 同一 个 表 中 相 邻 的 位 置 上 , 即 a[low..midj]( 有 mid 一 low 十 1 个 元 素 ) .aLmid 十 1..high] 
(有 high 一 mid 个 元 素 ) , 先 将 它们 合并 到 一 个 临时 表 tmpa[L0..high 一 low] 中 ,在 合并 完成 后 
将 tmpa 复制 到 a 中 。 其 归并 过 程 是 循环 从 两 个 子 表 中 顺序 取出 一 个 元 素 进行 比较 ,并 将 
较 小 者 放 到 tmpa 中 , 当 一 个 子 表 元 素 取 完 时 将 另 一 个 子 表 中 余下 的 部 分 直接 复制 到 tmpa 
中 。 这 样 tmpa 是 一 个 有 序 表 , 再 将 其 复制 到 a 中 。 

其 次 ,设计 算法 MergePass() 通 过 调用 Merge() 算 法 解决 一 趟 归并 问题 。 在 某 趟 归并 
中 , 设 各 子 表 长 度 为 length( 最 后 一 个 子 表 的 长 度 可 能 小 于 length), 则 归并 前 a[0..n 一 1 中 共 


2 个 有 序 子 表 , 即 ao.lengh 一 DClengh 2lengrth—1]eo| (a ) iene |. 
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length 

调用 Merge() 一 次 将 相 邻 的 一 对 子 表 进 行 归并 ,另外 需要 对 表 的 个 数 可 能 是 奇数 以 及 最 后 
一 个 子 表 的 长 度 小 于 length 这 两 种 特殊 情况 进行 处 理 : 若 子 表 的 个 数 为 奇数 , 则 最 后 一 个 
子 表 无 须 和 其 他 子 表 归 并 ( 即 本 趟 轮空 ); 若 子 表 的 个 数 为 偶数 , 则 要 注意 到 最 后 一 对 子 表 
中 后 一 个 子 表 的 区 间 上 界 是 一 1。 

最 后 ,对 于 含有 个 元 素 的 序列 a, 设 计算 法 MergeSort() 调 用 MergePass() 算 法 [logzn | 
次 实现 二 路 归并 排序 。 

二 路 归并 排序 的 分 治 策略 如 下 : 

循环 [logzn | 次 ,length 依次 取 1、2、…、logzn, 每 次 执行 以 下 步 又 。 

(1) 分 解 : 将 原 序列 分 解 成 length 长 度 的 若干 个 子 序列 。 

(2) 求解 子 问题 : 对 相 邻 的 两 个 子 序列 调用 Merge 算法 合并 成 一 个 有 序 子 序列 。 

(3) 合并 : 由 于 整个 序列 存放 在 数组 a 中 ,排序 过 程 是 就 地 进行 的 ,合并 步 又 不 需要 执 
行 任何 操作 。 
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例如 ,对 于 (2,5,1,7,10,6,9,4,3,8) 序 列 , 其 排序 过 程 如 图 3.4 所 示 , 图 中 方 括号 内 是 
一 个 有 序 子 序列 。 
mn ey 
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图 3.4 自 底 向 上 的 二 路 归并 排序 过 程 
实现 二 路 归并 排序 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < malloc.h> 
void disp(int a[] ,int n) // 输 出 a 中 的 所 有 元 素 
to Ani 

for (i=0;i<n;i 二 十 ) 

printf(" %d ",a[i]); 

printf("\n"); 
} 
void Merge( int a[] ,int low, int mid, int high) 
// 将 a[low..mid] 和 a[mid 十 1..high] 两 个 相 邻 的 有 序 子 序列 归并 为 一 个 有 序 子 序列 a[low..high] 
{ 











int * tmpa; 
int i 一 low,j 一 mid 十 1,k 一 0; /人 k 是 tmpa 的 下 标 ,ij 分 别 为 两 个 子 表 的 下 标 
tmpa= (int * )mallocC(high-low 十 1) * sizeof(int)); 
while (i<=mid && j<=high) // 在 第 1 个 子 表 和 第 2 个 子 表 均 未 扫描 完 时 循环 
if (a[i]<=aD]) // 将 第 1 个子 表 中 的 元 素 放 入 tmpa 中 
{ tmpa[k]=a[i]; 
i 
} 
else // 将 第 2 个子 表 中 的 元 素 放 入 tmpa 中 
{ tmpa[k] =aD]; 
证 
} 
while (i<=mid) // 将 第 1 个 子 表 余 下 的 部 分 复制 到 tmpa 
{ tmpa[k]=a[]; 
i 
} 
while (j <=high) // 将 第 2 个 子 表 余下 的 部 分 复制 到 tmpa es 
{ tmpa[k]=aD]; 
Fete 
} 
for (k=0,i=low;i<==high;k 十 十 ,i 二 十 ) ”// 将 tmpa 复制 回 a 中 
a[i] =tmpa[k] ; 
free(tmpa) ; // 释 放 临 时 空间 
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void MergePass(int a[] ,int length, int n) // 一 趟 二 路 归并 排序 
0 nt 
for (i==0;iT2*length 一 1<n;i 二 iT2*length)  // 归 并 length 长 的 两 个 相 邻 子 表 
Merge(a,i,i 十 length 一 1,i 十 2 * length 一 1); 
if (itlength—1<n) // 余 下 两 个 子 表 , 后 者 的 长 度 小 于 length 
Merge(a,i,i 十 length 一 1,n 一 1); // 归 并 这 两 个 子 表 





} 
void MergeSort(int a[] ,int n) // 二 路 归并 算法 
{ int length; 
for (length=1;length<n;length=2 * length) 
MergePass(a, length, n) ; 
} 
void main() 
{ intn=10; 
int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8}; 
printf( "排序 前 :"); disp(a,n); 
MergeSort(a, n); 
printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); 
} 


【算法 分 析 】 对 于 上 述 二 路 归并 排序 算法 , 当 及 个 元 素 时 需要 [logzn | 趟 归并 ,每 一 
趟 归并 ,其 元 素 比 较 次 数 不 超 过 n 一 1, 元 素 移 动 次 数 都 是 ,因此 二 路 归并 排序 的 时 间 复 杂 
度 为 O(nlogzn) 。 


上 上 述 自 底 向 上 的 二 路 归并 算法 虽然 效率 较 高 ,但 可 读 性 较 差 。 另 一 种 是 采用 自 顶 向 下 
的 方法 设计 ,算法 更 为 简洁 , 属 典 型 的 二 分 法 算法 。 

设 归 并 排序 的 当前 区 间 是 a[low..high], 则 递归 归并 的 步骤 如 下 。 

(1) 分 解 : 将 当前 序列 aLlow..high] 一 分 为 二 , 即 求 mid= (low 十 high)/2 ,分 解 为 两 个 
子 序列 a[low..mid] 和 a[mid 十 1..high]。 

(2) 子 问题 求解 : 递归 地 对 两 个 子 序列 aeLlow..mid] 和 ae[mid 十 1..high] 二 路 归并 排序 。 
其 终结 条 件 是 子 序列 的 长 度 为 1 或 者 0( 因 为 一 个 元 素 的 子 表 或 者 空 表 可 以 看 成 有 序 表 ) 。 

(3) 合并 : 与 分 解 过 程 相反 ,将 已 排序 的 两 个 子 序列 a[Llow..midj 和 aLmid 十 1..highj 归 
并 为 一 个 有 序 序列 a[low..high]。 

对 应 的 二 路 归并 排序 算法 如 下 : 





void MergeSort(int a[] ,int low, int high) // 二 路 归并 算法 
EE { int mid; 
if (low< high) // 子 序列 有 两 个 或 两 个 以 上 元 素 
{ mid=(low+high)/2; // 取 中 间 位 置 
MergeSort(a, low, mid) ; // 对 a[low..mid] 子 序列 排序 
MergeSort(a, mid 十 1,high); // 对 a[mid 十 1..highj 子 序列 排序 
Merge(a, low, mid, high) ; // 将 两 个 子 序列 合并 , 见 前 面 的 算法 
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例如 ,对 于 (2,5,1,7,10,6,9,4,3,8) 序 列 , 其 排序 过 程 如 图 3. 5 所 示 , 图 中 圆 括号 内 的 
数字 指出 操作 顺序 。 

























































































[2 5 1 7 10 6 9 4 3 8 
加 
[2517 10|[c。4 3 s| 
外 ] 分 解 40) 几 分 解 
5 Dao， 4|B s 
g 册 和解 中 分解 ”aD] 分 解 05 有 分 解 
ED EGG 
(9 有 ] 分解 (1 有] 分 解 
BG] DD] las [oj] C4] 00 | # 
人 几 合 并 (03 几 合并 
加 儿 Ed 加 
用 合并 0 用 合并 
12 5]D ww|[4 6 91[3 8 
(9) 必 合并 (nD 合并 
48) 几 合并 
123456789% 10 | 








图 3.5 自 顶 向 下 的 二 路 归并 排序 过 程 


【算法 分 析 】 设 MergeSort(a,0,2 一 1) 算 法 的 执行 时 间 为 T(z) ,显然 Merge(a,0， 
n/2,n 一 1) 合 并 操作 的 执行 时 间 为 OC0z) ,所 以 得 到 以 下 递 推 式 : 


T(m)=1 当 n=1 时 
T(n)=2T(n/2)+On) 当 n>1 时 


容易 推出 T(n) 二 O(nlogsn)。 


求解 查找 问题 米 





33.1 查找 最 大 和 次 大 元 素 
【问题 描述 】 对 于 给 定 的 含有 个 元 素 的 无 序 序列 , 求 这 个 序列 中 最 扫 -- 扫 
大 和 次 大 的 两 个 不 同 元 素 。 i 
【问题 求解 】 对 于 无 序 序列 a[Llow.. highj, 采 用 分 治 法 求 最 大 元 素 
maxl 和 次 大 元 素 max2 的 过 程 如 下 : 
(1) 车 a[low.. high] 中 只 有 一 个 元 素 , 则 maxl = 二 a[low]j], max2 一 
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一 INF( 一 co) 。 


min{a[low],a[Lhigh]) 。 


max2 一 max{lmaxl,rmax2}。 


对 应 的 算法 如 下 : 


{ if (ow==high) 

{ maxl=a[low]; 
max2 一 一 INF; 

} 

else if (low 王 一 high 一 1) 

{ maxl=max(a[low],a[high]); 
max2 一 min(a[low] ,a[high]); 

} 

else 

{ intmid= (low+high)/2; 
int lmaxl,lmax2; 
solve(a,low,mid,lmaxl ,lmax2); 
int rmaxl ,rmax2; 
solve(a, mid 十 1,high, rmaxl,rmax2); 
if (lmaxl > rmaxl) 
{ maxl=lmaxl; 

max2 一 max(]max2,rmaxl); 
} 
else 
{ maxl=rmaxl; 
max2 一 max(lmaxl,rmax2); 


| 
} 





【算法 分 析 】 对 于 solve(a,0,n 一 1,maxl,max2) 调 用 ,其 比较 次 数 的 递 推 式 如 下 : 


TID 三 IO 三 
Tn)=2T(n/2)+1 // 合 并 的 时 间 为 0(1) 


可 以 推导 出 T(n) 二 O(n)。 


(2) 车 a[low.. high] 中 只 有 两 个 元 素 , 则 maxl = max{a[low],a[high]), max2 一 


(3) 车 a[low..high] 中 有 两 个 以 上 元 素 , 按 中 间 位 置 mid= (low 十 high)/2 划分 为 
a[low..midj 和 aLmid 十 1..highj 两 个 区 间 ( 注 意 左 区 间 包 含 aLmidj 元 素 )。 求 出 左 区 间 的 最 
大 元 素 Imaxl 和 次 大 元 素 Imax2, 求 出 右 区 间 的 最 大 元 素 rmaxl 和 次 大 元 素 rmax2。 


若 Imaxl 二 rmaxl, 则 maxl 王 Imaxl,max2 一 max{lmax2,rmaxl}; 否则 maxl 一 rmaxl， 
例如 ,对 于 a[0.. 和 ={5,2,1,4,3} ,mid 二 (0 十 4)/2 二 2, 划 分 为 左 区 间 a[0..2] 王 45,2,1)}， 
右 区 间 a[3..4]=={4,3}。 在 左 区 间 中 求 出 Imaxl 二 5,lmax2 二 2, 在 右 区 间 中 求 出 rmaxl 王 4， 


rmax2 一 3。 所 以 maxl1 一 max{lmaxl,rmaxl} 一 5,max2 一 max{lmax2,rmaxl} 一 4。 


void solve(int a[] ,int low, int high, int &maxl,int &max2) 


// 区 间 中 只 有 一 个 元 素 


// 区 间 中 只 有 两 个 元 素 


// 区 间 中 有 两 个 以 上 元 素 


// 左 区 间 求 Inaxl 和 lmax2 


// 右 区 间 求 rmaxl 和 rmax2 


//lmax2、rmaxl 中 求 次 大 元 素 


//lmaxl、rmax2 中 求 次 大 元 素 
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332 折 半 查找 


折 半 查找 又 称 二 分 查找 , 它 是 一 种 效率 较 高 的 查找 方法 。 但 是 折 半 查 
找 要 求 查找 序列 中 的 元 素 是 有 序 的 ,为 了 简单 ,假设 是 递增 有 序 的 。 

折 半 查找 的 基本 思路 : 设 a[Llow..high] 是 当前 的 查找 区 间 ,首先 确定 该 
区 间 的 中 点 位 置 mid 二 | (low 十 high)/2 | ; 然后 将 待 查 的 & 值 与 ac[mid]. 
key 比较 。 

(1) 车 k= 二 a[mid]. key, 则 查找 成 功 并 返回 该 元 素 的 物理 下 标 。 

(2) 若 人 <a[mid], 则 由 表 的 有 序 性 可 知 aeLmid..high] 均 大 于 A, 因 此 若 表 中 存在 关键 
字 等 于 的 元 素 , 则 该 元 素 必定 位 于 左 子 表 a[low..mid 一 1] 中 , 故 新 的 查找 区 间 是 左 子 表 
a[low..mid—1]。 

(3) 若 人 >a[Lmid], 则 要 查找 的 上 必定 位 于 右 子 表 a[mid 十 1..high] 中 , 即 新 的 查找 区 间 
是 右 子 表 a[mid 十 1..high]。 

下 一 次 查找 是 针对 新 的 查找 区 间 进 行 的 。 

因此 可 以 从 初始 的 查找 区 间 a[0..n 一 1] 开 始 , 每 经 过 一 次 与 当前 查找 区 间 的 中 点 位 置 
上 的 关键 字 比 较 就 可 确定 查找 是 否 成 功 ,不 成 功 则 当前 的 查找 区 间 缩 小 一 半 。 重 复 这 一 过 
程 ,直到 找到 关键 字 为 k 的 元 素 , 或 者 直到 当前 的 查找 区 间 为 空 ( 即 查 找 失败 ) 时 为 止 。 

折 半 查找 对 应 的 完整 程序 如 下 : 























视频 讲解 








#include < stdio.h> 


int BinSearch(int a[] ,int low, int high, int k) // 折 半 查 找 算法 
{ int mid; 
if (low <=high) // 当 前 区 间 存 在 元 素 时 
{ mid=(low+high)/2; // 求 查找 区 间 的 中 间 位 置 
if (a[mid] = 一 k) // 找 到 后 返回 其 物理 下 标 mid 
return mid; 
if (a[mid]> k) // 当 a[midj> kk 时 在 a[low..mid 一 1] 中 递归 查找 
return BinSearch(a, low, mid—1, k); 
else // 当 a[midj<kk 时 在 a[mid 十 1..high] 中 递归 查找 
return BinSearch(a, mid 十 1, high,k); 
} 
else return —1; // 当 前 查找 区 间 没 有 元 素 时 返回 一 1 
} 
void main() 
nt 
int k=6; 


int a[]={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10); 
i 一 BinSearch(a,0,n 一 1,k); 





if (i>=0)printf("a[%d] = %d\n", i,k); ~ 


else printf(" 未 找到 %d 元 素 \n",k); 
} 


可 以 将 折 半 查找 递归 算法 等 价 地 转换 成 以 下 非 递归 算法 : 


int BinSearchl(int a[] ,int n, int k) // 非 递归 折 半 查找 算法 
{ intlow=0,high=n—1,mid; 
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while (low< 一 high) // 当 前 区 间 存 在 元 素 时 循环 
{ mid=(low+high)/2; // 求 查找 区 间 的 中 间 位 置 
if (a[mid]==k) // 找 到 后 返回 其 物理 下 标 mid 
return mid; 
if (a[mid]> k) // 继 续 在 a[low..mid 一 1 中 查找 
high=mid—1; 
else //a[lmidj<k 
low=mid+1; // 继 续 在 a[mid 十 1..high] 中 查找 
} 
return —1; // 当 前 查找 区 间 没 有 元 素 时 返回 一 1 


} 


【算法 分 析 】 折 半 查找 算法 的 主要 时 间 花 费 在 元 素 的 比较 上 ,对 于 含有 个 元 素 的 有 
序 表 , 采 用 折 半 查找 时 最 坏 情 况 下 的 元 素 比 较 次 数 为 C(z) , 则 有 : 


Cm=1 当 n=1 时 
CWE1+C( | n/2 |) 当 n 宇 2 时 


设 对 某 个 整数 之 2 ,满足 2 二 n 二 2: 。 展 开 上 述 递 推 式 , 可 得 到 : 
Cln) 入 1 十 CCLza/2 |]) 
<2+Cln/4]) 


<(k—1)+Cln/2." |) 
一 (一 1) 十 1 
一 人 

而 21n<2*, 即 klogzn 十 1<<k 十 1,k== [logzn | 十 1。 

由 此 得 到 C0) 志 | logsn | 十 1。 

也 就 是 说 ,在 含有 nn 个 元 素 的 有 序 序列 中 采用 折 半 查找 算法 查找 指定 的 元 素 所 需 的 元 
素 比较 次 数 不 超 过 [logzn 十 1( 或 者 [logz(n 十 1)])。 实 际 上 ,n 个 元 素 的 折 半 查找 对 应 判 
定 树 的 高 度 恰好 是 [logsn | 十 1。 折 半 查 找 的 主要 时 间 花 在 元 素 的 比较 上 ,所 以 算法 的 时 间 
复杂 度 为 O(logzn) 。 

折 半 查找 的 思路 很 容易 推广 到 三 分 查找 ,显然 三 分 查找 对 应 判断 树 的 高 度 恰好 是 
[logsz 十 1, 推 出 查找 时 间 复 杂 度 为 O(logsn) ,由 于 logsn 二 logsn/logz3, 所 以 三 分 查找 和 二 
分 查找 的 时 间 是 同一 个 数量 级 的 。 

【 例 3.1】 求解 假币 问题 。 有 100 个 硬币 ,其 中 有 一 个 假币 (与 真 币 一 模 一 样 ,只 是 比 
真 币 的 重量 轻 ) ,采用 天 平 称 重 方法 找 出 这 个 假币 ,最 少 用 天 平 称 重 多 少 次 保证 找 出 假币 。 

已 知 假币 比 真 币 的 重量 轻 , 可 以 将 100 个 硬币 分 为 两 组 ,每 组 50 个 硬币 , 称 重 一 次 
可 以 确定 假币 所 在 的 组 , 即 二 分 法 。 更 好 的 方法 是 采用 三 分 法 ,将 100 个 硬币 分 为 33、33、 
34 三 组 ,用 天 平一 次 称 重 可 以 找 出 假币 所 在 的 组 ,依次 进行 ,对 应 一 棵 三 分 判定 树 , 树 高 度 
恰好 是 称 重 次 数 , 结 果 为 [log;(100 十 1) | 二 5。 
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【问题 描述 】 对 于 给 定 的 含有 ?个 元 素 的 无 序 序列 , 求 这 个 序列 中 第 &C1 近 As) 小 的 





【问题 求解 】 


a[k 一 1]。 采 用 类 似 快 速 排 序 的 思想 。 


的 所 有 元 素 均 小 了 


对 于 无 序 序列 a[s.. 跨 ,在 其 中 查找 第 & 小 的 元 素 的 过 程 如 下 : 

(1) 车 s 宇 1, 即 其 中 只 有 一 个 元 素 或 没有 任何 元 素 , 如 果 s=t 且 ;二 一 
1 ,表示 只 有 一 个 元 素 且 a[k 一 1] 就 是 要 求 的 结果 ,返回 a[k 一 1]。 

(2) 若 二 !, 表 示 该 序列 中 有 两 个 或 两 个 以 上 的 元 素 , 以 基准 为 中 心 将 其 
划分 为 a[s. 一 本 和 a[C 十 1.. 器 两 个 子 序列 ,基准 a[ 门 已 归 位 ,a[s..i 一 1 中 
Fa[ 让 ,a[i 十 1..t] 中 的 所 有 元 素 均 大 于 [让 ,也 就 是 说 a[ 门 是 第 i 十 1 小 的 





元 素 , 有 3 种 情况 。 


。 着 k 一 1 二 i,a[ 门 即 为 所 求 ,返回 c[。 
。 若 一 1 过 i, 第 小 的 元 素 应 在 a[s..i 一 1] 子 序列 中 ,递归 在 该 子 序列 中 求解 并 返回 


。 若 一 1 这 i, 第 kk 小 的 元 素 应 在 a[i 十 1..4] 子 序列 中 ,递归 在 该 子 序 列 中 求解 并 返回 


对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
int QuickSelect(int a[] ,int s, int t, int k) 


{ 


int i=s,j=t; 
int tmp; 
if (s<t) 
{ tmp=a[s]; 
while (i!=j) 
{ while (>i && a0]>=tmp) 
| 
a[i]=a0]; 
while (i<j && al]<=tmp) 
it+; 
aDG]=a[]; 
} 
a[i] =tmp; 
if (k—1==i) return a 口 ; 


else if (k—1<i) return QuickSelect(a, s,i—1,k); // 在 左 区 间 中 递归 查找 


else return QuickSelect(a,i 十 1,t,k); 
} 
else if (s 一 一 t && s==k—1) 

return a[k—1]; 


} 

void main( ) 

a inal0 ks 
int e; 


int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8}); 
for (k=1;k<=n;k++ 十 ) 
{ ， e 一 QuickSelect(a,0,n 一 1,k); 


printf(" 第 %d 小 的 元 素 :%d\n",k,e); 


} 


假设 无 序 序列 存放 在 a[0..n 一 1] 中 , 若 将 a 递增 排序 , 则 第 & 小 的 元 素 为 
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视频 讲解 


// 在 a[s. 浙 序列 中 找 第 k 小 的 元 素 


// 区 间 内 至 少 存在 两 个 元 素 的 情况 
// 用 区 间 的 第 1 个 记录 作为 基准 
// 从 区 间 两 端 交替 向 中 间 扫 描 , 直 到 i 一 ; 为 止 


// 从 右 向 左 扫描 , 找 第 1 个 关键 字 小 于 tmp 的 a 中] 
// 将 a[] 前 移 到 a 门 的 位 置 


// 从 左 向 右 扫描 , 找 第 1 个 关键 字 大 于 tmp 的 a 吕 
// 将 a 品 后 移 到 a 中] 的 位 置 


// 在 右 区 间 中 递归 查找 


// 区 间 内 只 有 一 个 元 素 且 为 a[k 一 1] 
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本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


第 1 小 的 元 素 :1 
第 2 小 的 元 素 :2 
第 3 小 的 元 素 :3 
第 4 小 的 元 素 :4 
第 5 小 的 元 素 :5 
第 6 小 的 元 素 :6 
第 7 小 的 元 素 :7 
第 8 小 的 元 素 :8 
第 9 小 的 元 素 :9 
第 10 小 的 元 素 :10 


【算法 分 析 】 对 于 QuickSelect(a,s,1,k) 算 法 , 设 序列 a 中 含有 nn 个 元 素 , 其 比较 次 数 

的 递 推 式 为 : 

T(n) = T(n/2) + O(n) 
可 以 推导 出 TT(m) 二 O(n) ,这 是 最 好 的 情况 , 即 每 次 划分 的 基准 恰好 是 中 位 数 ,将 一 个 序列 
划分 为 长 度 大 致 相等 的 两 个 子 序列 。 在 最 坏 情 况 下 ,每 次 划分 的 基准 恰好 是 序列 中 的 最 大 
值 或 最 小 值 , 则 处 理 区 间 只 比 上 一 次 减少 1 个 元 素 , 此 时 比较 次 数 为 O(n? )。 在 平均 情况 下 
该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n) 。 
334 寻找 两 个 等 长 有 序 序列 的 中 位 数 

【问题 描述 】 对 于 一 个 长 度 为 n 的 有 序 序列 (假设 均 为 升序 序列 ) 
a[L0..n 一 ,处 于 中 间 位 置 的 元 素 称 为 a 的 中 位 数 。 例 如 , 若 序 列 a 二 (11， 
13,15,17,19) ,其 中 位 数 是 15 , 若 0 一 (2,4,6,8,20), 其 中 位 数 为 6。 两 个 等 
长 有 序 序列 的 中 位 数 是 含 它们 所 有 元 素 的 有 序 序列 的 中 位 数 ,例如 a、b 两 Ly: 
个 有 序 序列 的 中 位 数 为 11。 设 计 一 个 算法 求 给 定 的 两 个 有 序 序列 的 中 视频 讲解 
位 数 。 

【问题 求解 】 对 于 含有 个 元 素 的 有 序 序列 a[s..t], 当 为 奇数 时 ,中 位 数 出 现在 m 
LG+t2)/2j 处 ; 当 为 偶数 时 ,中 位 数 下 标 有 m= LGs 二 DV2 (下 中 位 ) 入 二 LG+a/2] 二 
(上 中 位 ) 两 个 。 为 了 简单 ,这 里 仅 考 虑 中 位 数 下 标 为 m= [(s 十 1)/2 | 。 

采用 二 分 法 求 含有 个 有 序 元 素 的 序列 a .2 的 中 位 数 的 过 程 如 下 : 

(1) 分 别 求 出 aw 的 中 位 数 a [ma] 和 6b[Lxmz]。 

(2) 车 a[maj 二 6[Lmzj, 则 a[Lmj 或 56[ms] 即 为 所 求 中 位 数 ,如 图 3. 6(a) 所 示 , 算 法 








(3) 车 a[Lmu]<<b[ms], 则 舍弃 序列 a 中 的 前 半 部 分 ( 较 小 的 一 半 ), 同 时 舍弃 序列 5 中 
的 后 半 部 分 ( 较 大 的 一 半 ) ,要 求 舍弃 的 长 度 相等 ,如 图 3. 6(b) 所 示 。 

(4) 若 a[Lzoa]>pLzs], 则 舍弃 序列 a 中 的 后 半 部 分 ( 较 大 的 一 半 ), 同 时 舍弃 序列 5b 中 
的 前 半 部 分 ( 较 小 的 一 半 ) ,要 求 舍 弃 的 长 度 相 等 ,如 图 3. 6(c) 所 示 。 

在 保留 的 两 个 升序 序列 中 重复 上 述 过 程 直到 两 个 序列 中 只 含有 一 个 元 素 时 为 止 , 较 小 
者 即 为 所 求 的 中 位 数 。 
为 了 保证 每 次 取 的 两 个 子 有 序 序列 等 长 ,对 于 a[s.. 品 ,mm 一 (Cs 十 D)/2, 若 取 前 半 部 分 , 则 
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4 的 前 半 部 分 “的 后 半 部 分 2 的 前 半 部 分 ”2 的 后 半 部 分 
rc > 











as el aln] blss] 可 bl] 





(a) a[m]=b[m2] 时 ， 中 位 数 为 a[m1] 或 b[m2] 





a[s] * Rp ”… a[n] bls2] » blm2] “= Blt] 








(b)a[mm]<b[m2] 时 ， 中 位 数位 于 a 的 后 半 部 分 或 的 前 半 部 分 中 














alsi] alm] … a[n] bls] £ Wwal “blb] 














(©) af > 区 ma] 时 ， 中 位 数位 于 的 前 半 部 分 或 的 后 半 部 分 中 
图 3.6 求 两 个 等 长 有 序 序列 中 位 数 的 过 程 


为 a[s..m]。 在 取 后 半 部 分 时 要 区 分 a 中 的 元 素 个 数 为 奇数 还 是 偶数 ,车 为 奇数 (满足 
(s 十 )%2 二 二 0 的 条 件 ), 则 后 半 部 分 为 a[m.. 直 ,车 为 偶数 (满足 (s 十 小 %2 二 二 1 的 条 件 )， 
则 后 半 部 分 为 a[m 十 1..4]。 

例如 , 求 a==(11,13,15,17,19)、6b 二 (2,4,6,8,20) 两 个 有 序 序列 的 中 位 数 的 过 程 如 
图 3.7 所 示 。 





a | 11,13,W5,17.19 b| 2,4,6,8,20 





几 15>6,， w=5 为 奇数 





a 11, 盟 ,15 b| 6,%,20 





小 13>8，n=3 为 奇数 
a 而 .13 b| 8&.20 








小 11>8，n=2 为 偶数 
a 11 pb 20 


11<20， 中 位 数 为 较 小 者 
求 得 中 位 数 为 11 
3.7 求 a.6b 两 个 有 序 序列 的 中 位 数 


























对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void prepart(int &s, int &t) // 求 a[s.. 日 序列 的 前 半 子 序列 








{ int m 一 (s 十 D/2; 
t=m; | 
} 
void postpart(int &s,int &t) // 求 a[s-. 昌 序 列 的 后 半 子 序列 
{ intm=(s+t)/2; 
f ((st+t) %2==0) // 序 列 中 有 奇数 个 元 素 
S 一 mi 
else // 序 列 中 有 偶数 个 元 素 
sem 人 tl 


CE O00 


int midnum(int a[] ,int sl,int tl,int b[] ,int s2,int t2) 


{ // 求 两 个 有 序 序 列 a[sl..tl] 和 b[s2..t2] 的 中 位 数 
int ml, m2; 
if (sl==t] && s2==t2) // 两 个 序列 只 有 一 个 元 素 时 返回 较 小 者 
return a[sl]]<b[s2]?a[sl] :b[s2] ; 
else 
{ ml=(sl+tl)/2; // 求 a 的 中 位 数 
m2=(s2+t2)/2; // 求 b 的 中 位 数 
if (a[ml]==b[m2]) // 两 中 位 数 相等 时 返回 该 中 位 数 
return a[ml] ; 
if (a[m1l]< b[m2]) // 当 a[ml]<b[m2] 时 
{ postpart(sl,t1); //a 取 后 半 部 分 
prepart(s2,t2); //b 取 前 半 部 分 
return midnum(a,sl,tl,b,s2,t2); 
} 
else // 当 a[m1]>b[m2] 时 
{ prepart(sl ,tl1); //a 取 前 半 部 分 
postpart(s2,t2); //b 取 后 半 部 分 
return midnum(a,sl,tl,b,s2,t2); 
} 
} 
} 
void main( ) 


{ inta[]={11,13,15,17,19}; 

int b[]= {2,4,6,8,20); 

printf(" 中 位 数 :%d\n", midnum(a,0,4,b,0,4)); 
} 


其 中 求 a.6 两 个 有 序 序列 的 中 位 数 的 算法 也 可 以 用 循环 语句 来 替换 ,等 价 的 非 递 归 算 
法 如 下 : 


int midnum1 (int a[] ,int b[] ,int n) 
{ int sl,tl,ml,s2,t2,m2; 
二 一 和 
2-02enmls 
while (sl!=t] || s2!=t2) 
{ ml=(sl+t1)/2; 
m2 一 (s2 十 t2)/2; 
if (a[ml]==b[m2]) 
return a[ml] ; 
if (a[m1l]< b[m2]) 
{ postpart(sl,t1); 
prepart(s2, 12); 





} 

else 

{ prepart(s],t1); 
postpart(s2, t2); 

} 
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return a[sl]]<b[s2]?a[sl] :b[s2] ; 
) 


【算法 分 析 】 对 于 含有 个 元 素 的 有 序 序列 a 和 2 , 设 调用 midnum(a,0,z 一 1,2,0， 
n 一 1) 求 中 位 数 的 执行 时 间 为 T(x) ,显然 有 以 下 递 推 式 : 


Cn 一 下 当 n=1 时 
T(m)=2T(n/2)+1 当 n>1 时 


容易 推出 T(n) 二 O(logsn)。 
【 例 3.2】 给 出 已 排序 数组 a、5, 长 度 分 别 为 nm(n 与 m 不 必 相 等 ), 请 找 出 一 个 时 间 
复杂 度 为 O(logs (n 十 m)) 的 算法 ,找到 排 在 第 k(1<k<n 十 m) 位 置 的 元 素 。 
假设 是 递增 排序 , 先 考虑 a 和 6 的 元 素 个 数 都 大 于 /2 的 情况 。 将 a 
的 第 k/2 个 元 素 ( 即 a[k/2 一 1]) 和 6 的 第 &/2 个 元 素 ( 即 5[k/2 一 1]) 进 行 比 
较 , 有 以 下 3 种 情况 (为 了 简化 ,这 里 先 假设 为 偶数 ,所 得 到 的 结论 对 于 
是 奇数 也 是 成 立 的 ,合并 后 第 小 的 元 素 用 topk 表示 )。 

。 a[k/2 一 1]==b[k/2 一 1]: 则 a[0..&k/2 一 2](k/2 一 1 个 元 素 ) 和 6b[0..&/2 一 2](k/2 一 1 
个 元 素 ) 共 一 2 个 元 素 均 小 于 等 于 topk, 再 加 上 a[k/2 一 1]、b[k/2 一 1j 两 个 元 素 ， 
说 明 找到 了 topk, 即 topk 等 于 a[k/2 一 1] 或 6b[k/2 一 1], 直接 返回 a[k/2 一 1] 或 

b[k/2 一 1j 即 可 。 

。 a[k/2 一 1] 过 b[k/2 一 1]: 如 果 a[k/2 一 1] 过 b[k/2 一 1], 意 味 着 a[0]~a[k/2 一 1]( 共 
k/2 个 元 素 ) 肯 定 均 小 于 等 于 topk, 换 句 话 说 ,a[k/2 一 1 一 定 小 于 等 于 topk( 可 以 用 
反 证 法 证 明 ,假设 a[k/2 一 1]topk, 那 么 a[k/2 一 1j 后 面 的 元 素 均 大 于 topk, 因 此 
b[k/2 一 1] 及 后 面 一 定 有 一 个 元 素 为 topk, 也 就 是 说 5b[k/2 一 1] 志 topk, 与 a[k/2 一 
1] 过 b[k/2 一 1] 蔬 盾 , 即 证 )。 这 样 a[0]~a[k/2 一 1] 均 小 于 等 于 topk 并 且 尚 未 找到 
第 个 元 素 ,因此 可 以 删除 a 数组 的 这 k/2 个 元 素 。 

。 a[k/2 一 1] 之 6[k/2 一 1]: 同上 ,可 以 删除 5 数组 的 65[0..&/2 一 1] 共 /2 个 元 素 。 

因此 可 以 设计 一 个 递归 函数 求解 ,其 递归 出 口 如 下 : 
。 当 a 或 65 为 空 时 直接 返回 b[k 一 1] 或 a[k 一 1] 。 
。 当 上 k= 二 1 时 返回 min(a[0],6[0])。 
。 当 a[k/2 一 1] = 一 b[k/2 一 1] 时 返回 a[k/2 一 1] 或 6b[k/2 一 1]。 
考虑 算法 的 通用 性 , 当 是 奇数 ,或 者 a 或 5 的 元 素 个 数 小 于 k/2 时 ,采用 的 方法 如 下 : 
(1) 总 是 让 a 中 的 元 素 个 数 最 少 , 当 2 中 的 元 素 个 数 较 少时 交换 参数 a .2 的 位 置 即 可 。 
(2) 将 前 面 aLk/2 一 1] 和 6[k/2 一 1] 的 比较 改 为 aLnuma 一 1 和 6b[Lnumb 一 1j] 的 比较 , 保 
证 这 两 个 元 素 前 面 的 元 素 个 数 恰好 为 & 一 2, 即 topk 来 自 a[numa 一 1] 或 者 b[numb 一 1]。 
所 以 当 a 中 的 元 素 个 数 少 于 /2 时 取 numa 二 nn, 否 则 取 numa 一 A/2, 而 numb 一 A 一 numa。 

用 Findk(a,n,b,m,k) 算 法 求 有 序 序列 a 和 2 的 topk。 例 如 ,a 二 (1,5,8),n 二 3,6 二 
(2,3,4,6,7),m 二 5 时 , 求 &==3 的 topk 的 过 程 如 图 3. 8 所 示 。 每 次 递归 调用 ,& 递减 numa 
或 者 numb, 而 numa 或 者 numb 近似 于 有 /2, 相 当 于 k 减 半 , 当 k= 二 1 时 为 递归 出 口 ,从 而 得 
到 最 终 解 。 
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上 述 过 程 每 次 递归 调用 时 减 半 ,所 以 执行 时 间 为 logsk, 最 多 k 二 n 十 m, 所 以 时 间 复杂 



































度 为 O(logs (n 十 1m))。 
Findk(a,3,b,5,3) | 证 于 洛 [站 革 和 要 | 
厂 3， 求 出 numa=K/2=1，numb=k-numa=2 
| 有 afnuma-1](D)< blnumb-1](3)， 则 本 k-numa=2 
Findk(&al1],2,b,5,2) py bp[23467 
| 生 2， 求 出 numa=k/2=1，numb=k-numa=1 
有 af[numa-1](S> blnumb-1](2)， 则 =k-numb=1 
Findk(a,2,&b[1],4,1) 司 攻 这， bp|3467 




















本 1， 返 回 a[0] 和 4b[0] 中 的 较 小 者 b[0]=3 
3.8 求解 ==3 的 topk 的 过 程 


对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
int Findk(int a[] ,int n,int b[] ,int m, int k) // 在 两 个 升序 排列 的 数组 中 找到 第 k 大 的 元 素 
{ if(k<0) return 一 1; 
让 Cn> m) // 用 于 保证 nm, 即 保证 前 一 个 数组 的 元 素 较 少 
return Findk(b,m,a,n,k); 
让 (n==0) 
return b[k—1]; 
if (k==1) 
return ((a[0]>=b[0]) ? b[0] :a[0]); 
int numa= (n>=k/2)?k/2:n; // 当 数组 中 没有 k/2 个 元 素 时 取 n 
int numb=k— numa; 
if(a[numa—1]==b[numb—1]) 
return a[numa—1]; 
else if(a[numa—1]> b[numb—1]) 
return Findk(a,n, &b[numb], m— numb, k—numb); 
else if(a[numa—1]< b[numb—1]) 
return Findk(&a[numa] ,n 一 numa,b,m,k 一 numa) ; 
} 
void main( ) 
{ inti,result; 
int a[]={1,5,8); 
int b[]={2,3,4,6,7); 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 





BEE int m= sizeof(b)/sizeof(b[0]); 


printf(" 求 解 结果 :\n"); 
for(i= li<=nt miitt) 
{ result=Findk(a,n,b,m,i); 
printf(" 第 %d 小 的 元 素 是 : %d\n",i, result) ; 
} 


100 
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上 述 程序 的 执行 过 程 如 下 : 


求解 结果 : 


第 1 小 的 元 素 是 :1 
第 2 小 的 元 素 是 :2 
第 3 小 的 元 素 是 :3 
第 4 小 的 元 素 是 :4 
第 5 小 的 元 素 是 :5 
第 6 小 的 元 素 是 :6 
第 7 小 的 元 素 是 :7 
第 8 小 的 元 素 是 :8 


说 明 : 对 于 含 妈 个 元 素 的 数组 d[0..m 一 1]&a[numa] 表 示 取 a[numa..n 一 1] 部 分 的 元 素 。 


求解 组 合 问题 洲 
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34.1 求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 


【问题 描述 】 给 定 一 个 有 n(n 三 1) 个 整数 的 序列 , 求 出 其 中 最 大 连续 
子 序列 的 和 。 例 如 序列 (一 2,11, 一 4,13, 一 5, 一 2) 的 最 大 子 序列 和 为 20， 
序列 (一 6,2,4, 一 7,5,3,2, 一 1,6, 一 9,10, 一 2) 的 最 大 子 序列 和 为 16。 规 
定 一 个 序列 的 最 大 连续 子 序列 和 至 少 是 0, 如 果 小 于 0, 其 结果 为 0。 

【问题 求解 】 对 于 含有 个 整数 的 序列 a[0..n 一 1], 若 n==1, 表 示 该 序 
列 仅 含 一 个 元 素 ,如 果 该 元 素 大 于 0, 则 返回 该 元 素 ,否则 返回 0。 




















车 "一 1, 采 用 分 治 法 求解 最 大 连续 子 序 列 时 取 其 中 间 位 置 mid= | (n 一 1)/2 ,该 子 序 


列 只 可 能 出 现在 3 个 地 方 , 各 种 情况 及 求解 方法 如 图 3. 9 所 示 。 


(1) 该 子 序列 完全 落 在 左 半 部 , 即 a[0..midj] 中 ,采用 递归 求 出 其 最 大 连续 子 序列 和 


maxLeftSum, 如 图 3.9(a) 所 示 。 


CT er 





maxLeftSum maxRightSum 


(a) 递归 求 出 maxLefiSum 和 maxRightSum 


maxLeftBorderSum + maxRightBorderSum 





™ 产 
A eC amid | amidl … 也 


(b) 求 出 maxLeftBorderSum+maxRightBorderSum 


max3(maxLeftSum. 
maxRightSum, 
maxLeftBorderSum+maxRightBorderSum) 


(©) 求 出 g 序 列 中 最 大 连续 子 序列 的 和 
图 3.9 求解 最 大 连续 子 序列 和 的 过 程 
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(2) 该 子 序列 完全 落 在 右 半 部 , 即 a[mid 十 1..n 一 1] 中 ,采用 递归 求 出 其 最 大 连续 子 序 
列 和 maxRightSum, 如 图 3. 9(a) 所 示 。 
(3) 该 子 序列 跨越 序列 a 的 中 部 而 占据 左 、 右 两 部 分 。 也 就 是 说 ,这 种 情况 下 最 大 和 的 


mid 


连续 子 序列 含有 asa, 则 从 左 半 部 ( 含 as 元 素 ) 求 出 maxLeftBorderSum 一 max >)a{0 二 


k=i 


i 三 mid} ,从 右 半 部 (不 含 au 元 素 ) 求 出 maxRightBorderSum 二 max pa a{mid 十 1 三 


类 一 mid+1 

7 三 n 一 1), 这 种 情况 下 的 最 大 连续 子 序列 和 maxMidSum 王 maxLeftBorderSum 十 maxRight 一 
BorderSum ,如 图 3.9(b) 所 示 。 

最 后 整个 序列 a 的 最 大 连续 子 序列 和 为 maxLeftSum、maxRightSum 和 maxMidSum 
中 的 最 大 值 ,如 图 3. 9(c) 所 示 。 

例如 ,a[0..5j]=={ 一 2,11, 一 4,13, 一 5, 一 2},n 二 6,mid 二 (0 十 5)/2 二 2, 划 分 为 a[0..2] 
和 a[3..5] 左 、 右 两 个 部 分 。 递归 求 出 左 部 分 (一 2,11, 一 4) 的 最 大 连续 子 序列 和 为 11, 递 归 
求 出 右 部 分 (13 ,一 5, 一 2) 的 最 大 连续 子 序列 和 为 13 ,再 求 出 以 aLmid] 二 一 4 为 中 心 的 最 大 
连续 子 序列 和 为 20( 对 应 序列 为 11 ,一 4,13) ,最终 结果 为 max{(11,13,20} 王 20。 

求 最 大 连续 子 序列 和 的 完整 程序 如 下 : 











#include < stdio.h> 


long max3(long a, long b, long ¢) // 求 出 3 个 long 中 的 最 大 值 
{ if(a<b) a=b; // 用 a 保存 a\b 中 的 最 大 值 
if (a>¢) return ai // 比 较 返 回 ae 中 的 最 大 值 


else return ci 
} 
long maxSubSum(int a[] ,int left, int right) // 求 a[left..high] 序 列 中 的 最 大 连续 子 序列 和 
{ inti,j; 

long maxLeftSum, maxRightSum; 

long maxLeftBorderSum, leftBorderSum; 

long maxRightBorderSum, rightBorderSum; 


if (left==right) // 当 子 序 列 只 有 一 个 元 素 时 

{ if (Callef>0) // 该 元 素 大 于 0 时 返回 它 
return a[left] ; 

else // 该 元 素 小 于 或 等 于 0 时 返回 0 

return 0; 

} 

int mid= (left+ right)/2; // 求 中 间 位 置 

maxLeftSum= maxSubSum(a, left, mid) ; // 求 左边 的 最 大 连续 子 序列 之 和 


maxRightSum 一 maxSubSum(a, mid 十 1, right); ” // 求 右边 的 最 大 连续 子 序列 之 和 
maxLeftBorderSum=0, leftBorderSum=0; 
for (i=mid;i>=left;i——) // 求 出 以 左边 加 上 a[Lmidj 元 素 构 成 的 序列 的 最 大 和 
{ leftBorderSum 二 =a[i]; 

if (leftBorderSum > maxLeftBorderSum) 

maxLeftBorderSum= leftBorderSum; 

} 
maxRightBorderSum=0, rightBorderSum=0; 
for (一 mid 十 1;j< 一 right;j 十 十 ) // 求 出 amid] 右边 元 素 构成 的 序列 的 最 大 和 
{ rightBorderSum 十 一 aD] ; 
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if (rightBorderSum > maxRightBorderSum) 
maxRightBorderSum= rightBorderSum; 

} 

return max3(maxLeftSum, maxRightSum, maxLeftBorderSum+maxRightBorderSum) ; 
} 
void main( ) 
{ inta[]={—2,1]1,—4,13,—5,—2},n=6; 

mob = 024 120010 2m 12 

printf("a 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 : %ld\n",maxSubSum4(a,0,n 一 1)); 

printf("b 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 :%ld\n", maxSubSum4(b,0,m 一 1)); 
} 




















【算法 分 析 】 设 求解 序列 a[0..n 一 1] 最 大 连续 子 序 列 和 的 执行 时 间 为 (x) ,第 (1)、 
(2) 两 种 情况 的 执行 时 间 为 T(Cz2) ,第 (3) 种 情况 的 执行 时 间 为 O(z) ,所 以 得 到 以 下 递 
推 式 : 


T= 当 n=1 时 
T(m)=2T(n/2)+n 当 n>1 时 


容易 推出 T(n) 二 O(nlogsn)。 

思考 题 : 给 定 一 个 有 n(n 宇 1) 个 整数 的 序列 ,可 能 含有 负 整 数 , 求 出 其 中 最 大 连续 子 序 
列 的 积 ,是 否 采用 上 述 求 最 大 连续 子 序列 和 的 方法 ? 

思考 题解 析 : 结论 是 不 可 以 ! 例如 ,a[0..5]={ 一 2,3,2.4,1, 一 5) ,显然 最 大 连续 子 序 
列 的 积 =( 一 2) X3X2X4X( 一 5) 王 240。 如 果 采 用 上 述 分 治 法 ,mid=(0 十 5)/2 王 2, 划分 
为 a[0..2] 和 a[3..5j 左 、 右 两 个 部 分 。 递 归 求 出 左 部 分 (一 2,3,2) 的 最 大 连续 子 序列 积 
3X2 三 6, 递 归 求 出 右 部 分 (4,1, 一 5) 的 最 大 连续 子 序列 积 为 4X1 二 4, 再 求 出 以 a[mid] 二 2 
为 中 心 的 最 大 连续 子 序列 积 为 3X2X4X1=24, 最 终结 果 为 max{6,4,24) 二 24。 

为 什么 求 最 大 连续 子 序列 积 不 能 采用 上 述 分 治 法 求解 ,而 求 最 大 连续 子 序 列 和 可 以 呢 ? 
这 是 因为 这 两 个 问题 都 是 求 最 优 解 .采用 分 治 法 求 最 优 解 需 要 满足 最 优 性 原理 , 即 整 个 问题 
的 最 优 解 由 各 个 子 问题 的 最 优 解构 成 ,显然 求 最 大 连续 子 序列 和 问题 满足 最 优 性 原理 ,而 求 
最 大 连续 子 序列 积 并 不 满足 最 优 性 原理 。 例 如 , 当 z>0、y<0 时 有 z 二 yszzXxy<z; 当 
Z<0、y<0 时 有 xz 十 yz, 而 zxXy 宇 xz。 


342 求解 棋盘 覆盖 问题 


【问题 描述 】 有 一 个 2: X2*(k 二 0) 的 棋盘 ,恰好 有 一 个 方 格 与 其 
他 方 格 不 同 , 称 之 为 特殊 方 格 。 现 在 要 用 如 图 3. 10 所 示 的 工 形 骨牌 覆 
盖 除 了 特殊 方 格 以 外 的 其 他 全 部 方 格 ,骨牌 可 以 任意 旋转 ,并 且 任 何 两 


个 骨牌 不 能 重 琶 。 请 给 出 一 种 覆盖 方法 。 
【问题 求解 】 棋盘 中 的 方 格 数 二 2: X2* 二 4, 覆盖 使 用 的 工 形 骨牌 


个 数 =(4: 一 1)/3。 采 用 的 方法 是 将 棋盘 划分 为 大 小 相同 的 4 个 象限 ， 
根据 特殊 方 格 的 位 置 (dr, de) ,在 中 间 位 置 放置 一 个 合适 的 工 形 骨牌 。 图 3.10 工 形 的 
例如 ,如 图 3.11(a) 所 示 , 特 殊 方 格 在 左上 角 象 限 中 ,在 中 间 放 置 一 个 覆 骨牌 














EE TITEEIEA. O00 


盖 其 他 3 个 象限 中 各 一 个 方 格 的 工 形 骨牌 。 图 3. 11(b) 一 图 3.11(d) 是 特殊 方 格 在 其 他 象 
限 中 放置 L 形 骨 牌 的 情况 。 








| 





(a) 特殊 方 格 在 (b) 特殊 方 格 在 (0) 特殊 方 格 在 (d) 特殊 方 格 在 
左上 角 象 限 右上 角 象 限 右 下 角 象 限 左下 角 象 限 
图 3.11 放置 一 个 L 形 骨牌 


这 样 每 个 象限 和 包含 特殊 方 格 的 象限 类 似 , 都 需要 少 覆 盖 一 个 方 格 ,也 与 整个 问题 类 
似 , 所 以 采用 分 治 法 求解 ,将 原 问题 分 解 为 4 个 子 问题 。 
用 (tr,tc) 表 示 一 个 象限 左上 角 方 格 的 坐标 , (dr, dc) 是 特殊 方 格 所 在 的 坐标 ,size 是 棋 


盘 的 行 数 和 列 数 。 用 二 维 数组 board 存放 覆盖 方案 ,用 全 局 变量 tile 表示 工 形 骨 牌 的 编号 
(从 整数 1 开始 ) ,board 中 3 个 相同 的 整数 表示 一 个 工 形 骨 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAX 1025 
// 问 题 表示 


{ 





int k; 

int x,y; 

// 求 解 问题 表示 

int board[MAX] [MAX]; 

int tile=1; 

void ChessBoard( int tr, int tc, int dr, int de, int size) 


if(size==1) return; 

int t 一 tile 十 十 ; 

int s= size/2; 

// 考 虑 左上 角 和 象限 

ift(dr<tr 十 s &&. dc<tcts) 
ChessBoard(tr,tc,dr,dc,s); 

else 

{ board[tr 十 s 一 可 [tc 十 s 一 本 =t; 
ChessBoard(tr,tc,tr 十 s 一 1,tc 十 s 一 1,s); 





} 

// 考 虑 右上 角 和 象限 

it(dr< tr 十 s && de>=tc+s) 
ChessBoard(tr,tc 十 s,dr,dc,s); 

else 

{ board[tr+s—1][tc+s]=t; 
ChessBoard(tr,tc 十 s,tr 十 s 一 1,tc 十 s,s); 

} 

// 处 理 左 下 角 和 象限 
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// 棋 盘 大 小 
// 特 殊 方 格 的 位 置 


//L 形 骨牌 的 编号 ,从 1 开始 


// 递 归 出 口 
// 取 一 个 工 形 骨 牌 , 其 牌号 为 tile 
// 分 割 棋盘 


// 特 殊 方 格 在 此 象限 中 


// 此 象限 中 无 特殊 方 格 
// 用 t+ 号 工 形 骨 牌 覆盖 右 下 角 
// 将 右 下 角 作 为 特殊 方 格 继续 处 理 该 象限 


// 特 殊 方 格 在 此 象限 中 

// 此 象限 中 无 特殊 方 格 

// 用 t+ 号 工 形 骨 牌 覆盖 左下 角 

// 将 左下 角 作 为 特殊 方 格 继续 处 理 该 象限 


3 分 治 法 | 


it(dr> 一 tr 十 s && dc<tc 十 s) // 特 殊 方 格 在 此 象限 中 
ChessBoard(tr 十 s,tc,dr,dc,s); 

else // 此 象限 中 无 特殊 方 格 

{ board[tr 十 s] [te 十 s 一 二 一 t; // 用 t+ 号 工 形 骨 牌 覆盖 右上 角 
ChessBoard(tr 十 s,tc,tr 十 s,tc 十 s 一 1,s); // 将 右上 角 作 为 特殊 方 格 继续 处 理 该 象限 

} 

// 处 理 右 下 角 象 限 

if(dr>=tr+s && dc>=tc+s) // 特 殊 方 格 在 此 象限 中 
ChessBoard(tr 十 s,tc 十 s,dr,dc,s); 

else // 此 象限 中 无 特殊 方 格 

{ board[tr+s][tc+s]=t; // 用 t+ 号 工 形 骨牌 覆盖 左上 和 角 


ChessBoard(tr 十 s,tc 十 s,tr 十 s,tc 十 s,s); // 将 左上 角 作 为 特殊 方 格 继续 处 理 该 象限 
} 
} 


void main() 
{ k=3; 
Re a 


int size=1 <<k; 
ChessBoard(0, 0, x, y, size); 
for(int i=0; i< size; i 十 十 ) // 输 出 覆盖 方案 
{ for(intj=0; j < size;j 十 十 ) 
printf("%4d",board 跨 中); 
printfC"N\n") ; 


上 述 程序 的 执行 结果 如 图 3. 12 所 示 ,这 里 二 3, 其 中 值 相 同 的 3 个 方 格 为 一 个 工 形 骨 
牌 , 值 为 0 的 方 格 是 特殊 方 格 。 





















































图 3.12 一 种 棋盘 覆盖 方案 I 


【算法 分 析 】 用 T(&) 表 示 2: X2*(k 宇 0) 的 棋盘 问题 的 求解 时 间 , 有 : 


二 和 当 k=0 
TO)=4T(k—1) 当 k>0 


求 出 T(k)=O(4*)。 


105 





算法 设计 与 分 析 \ 目 GO 





34.3 求解 循环 日 程 安排 问题 


【问题 描述 】 设 有 二 2 个 选手 要 进行 网 球 循环 赛 ,设计 一 个 满足 以 下 
要 求 的 比赛 日 程 表 : 

(1) 每 个 选手 必须 与 其 他 n 一 1 个 选手 各 赛 一 次 。 

(2) 每 个 选手 一 天 只 能 赛 一 次 。 

(3) 循环 赛 在 "一 1 天 之 内 结束 。 

【问题 求解 】 按 问 题 要 求 可 将 比赛 日 程 表 设 计 成 一 个 n 行 n 一 1 列 的 二 维 表 , 其 中 第 i 
行 、 第 j 列表 示 和 第 i 个 选手 在 第 j 天 比赛 的 选手 。 

假设 位 选手 被 顺序 编号 为 1.2、…、n(2*)。 当 k= 二 1、2、3 时 比赛 日 程 表 如 图 3. 13 所 
示 , 其 中 第 1 列 是 增加 的 , 取 值 为 1~n 对 应 各 位 选手 ,这 样 比赛 日 程 表 变 成 一 个 n 行 n 列 的 
二 维 表 。 

















视频 讲解 
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(a) 好 1 



































图 3.13 k=1~3 的 比赛 日 程 表 


从 中 可 以 看 出 规律 ,k 二 1 只 有 两 个 选手 时 比赛 安排 十 分 简单 ,而 一 2 时 可 以 基于 &=1 
的 结果 进行 安排 ,k= 二 3 时 可 以 基于 k=2 的 结果 进行 安排 。 

看 一 看 k= 二 3( 即 8 个 选手 ) 的 比赛 日 程 表 , 右 下 角 (4 行 4 列 ) 的 值 等 于 左上 角 的 值 ,左下 
角 (4 行 4 列 ) 的 值 等 于 右上 角 的 值 。 

& 一 3 的 左上 角 (4 行 4 列 ) 的 值 等 于 k==2( 即 4 个 选手 ) 的 比赛 日 程 表 。 

& 一 3 的 左下 角 (4 行 4 列 ) 的 值 等 于 一 3 的 左上 角 对 应 元 素 加 上 数字 4。 

因此 ,采用 分 治 策略 可 以 将 所 有 的 选手 分 为 两 半 ,2 个 选手 的 比赛 日 程 表 就 可 以 通过 为 
2 一 个 选手 设计 的 比赛 日 程 来 决定 。 将 "一 闪 问 题 划分 为 4 个 部 分 。 

(1) 左上 角 : 左上 角 为 2 个 选手 在 前 半 程 的 比赛 日 程 (4 二 1 时 直接 给 出 ,否则 上 一 轮 
求 出 的 就 是 2 一 :个 选手 的 比赛 日 程 ) 。 

(2) 左下 角 : 左下 角 为 另 2 个 选手 在 前 半 程 的 比赛 日 程 ,由 左上 角 加 2 关 一 得 到 ,例如 
2 个 选手 比赛 ,左下 角 由 左上 角 直 接 加 2(2*7!) 得 到 ,2 个 选手 比赛 ,左下 角 由 左上 角 直 接 加 
4(24-1) 得 到 。 

(3) 右上 角 : 将 左下 角 直 接 复制 到 右上 角 得 到 另 2 :个 选手 在 后 半 程 的 比赛 日 程 。 

(4) 右 下 角 : 将 左上 角 直接 复制 到 右 下 角 得 到 2 一 个 选手 在 后 半 程 的 比赛 日 程 。 
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对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAX 101 
// 间 题 表示 
int k; 
// 求 解 结果 表示 
int a[MAX] [MAX]; 
void Plan(int k) 
{ inti,j,n,t,temp; 
n=23 
a l=1; alllte]=2; 
a[2] [1] =2; a[2] [2]=1; 
for (t=1;t<k;t++ 十 ) 
{ temp=n; 
n=n*2; 
for (i=temp 二 1;i<=n;i 二 十 ) 
for (j=1; j<=temp; j 十 十 ) 


a[i] 0G] =a[i—temp] 中 十 temp; // 左 下 角 元 素 和 左上 角 元 素 的 对 应 关系 


for (i=1; i<=temp; i 十 十 ) 


for (j 王 temp 十 1; j<=n; j 十 十 ) 
a[i] 0G]=a[lit+temp] [G 十 temp)%% n]; 


for (i 一 temp 十 1; i<=n; i 十 十 ) 


for (j 王 temp 十 1; j<=n; j 十 十 ) 
a[] 0]=a[li—temp] 0 ~—temp]; 


} 


void main( ) 

{ k=3; 
int n 一 1<< ki; 
Plan(k); 


Et 
{ for(intj=1; j<=n; j 十 十 ) 
printf("%4d",a 品 中); 
printf("\n"); 


} 


@060,4S | 


// 存 放 比 赛 日 程 表 ( 行 、 列 下 标 为 0 的 元 素 不 用 ) 


//n 从 2!=2 开始 
// 求 解 两 个 选手 的 比赛 日 程 ,得 到 左上 角 元 素 


// 和 迭代 处 理 , 依 次 处 理 2:(t 王 1)、… 、2* (t= 二 k 一 1) 个 选手 
//temp=2" 

//n=2'+D 

// 填 左下 角 元 素 


// 填 右上 角 元 素 


// 填 右 下 角 元 素 


//n 等 于 2 的 k 次 方 , 即 n 一 2 
// 产 生 n 个 选手 的 比赛 日 程 表 
// 输 出 比赛 日 程 表 





这 里 A 王 3 ,执行 程序 的 输出 结果 如 图 3. 13(c) 所 示 。 
【算法 分 析 】 用 T(k) 表 示 2* 个 选手 网 球 循环 赛 问题 的 求解 时 间 , 有 : 


T(R) 王 1 
TCD) 一 4T(R 一 1) 


求 出 T(k)=O(4*)。 


当 k=1 
当 k&k>1 
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求解 大 整数 乘法 和 矩阵 乘法 问题 > 


35.1 求解 大 整数 乘法 问题 

【问题 描述 】 设 X 和 Y 都 是 (为 了 简单 ,假设 nn 为 2 的 竹 , 上 且 义 、Y 均 为 正 数 ) 位 的 二 
进 制 整数 ,现在 要 计算 它们 的 乘积 头 XY。 当 位 数 很 大 时 可 以 用 传统 方法 来 设计 一 个 计 
算 乘积 XXY 的 算法 ,但 是 这 样 做 计算 步骤 太 多 ,显得 效率 较 低 , 此 时 可 以 采用 分 治 法 来 设 
计 一 个 更 有 效 的 大 整数 乘积 算法 。 

【问题 求解 】 先 将 n 位 的 二 进 制 整数 XX 和 YY 各 分 为 两 段 ,每 段 的 长 为 n/2 位 ,如 
图 3.14 所 示 。 

m2 位 nm/2 位 /2 位 m2 位 


图 3.14 大 整数 X 和 Y 的 分 段 


由 此 ,X=AX2”* 十 B,Y=CX2” 十 D。 这 样 ,XX 和 YY 的 乘积 如 下 : 
XXY= (AX2"”+B) x (Cx2"+D) 
=AXCx2"+(AXD+CXB)x2”*+BxD 

如 果 这 样 计算 XXY, 则 必须 进行 4 次 /2 位 整数 的 乘法 (AXC.AXD、BXC 和 BXxD)， 
以 及 3 次 不 超过 位 的 整数 加 法 ,此 外 还 要 做 两 次 移 位 (分 别 对 应 乘 2 和 乘 2"%: ) 。 这 些 加 
法 和 移 位 共用 O(n) 步 运算 。 设 T(z) 是 两 个 位 整数 相 乘 所 需 的 运算 总 数 , 则 有 以 下 递 
推 式 : 

T()=0(1) 当 n==1 时 

T(n)=4T(n/2)+O(n) 当 n>1 时 


由 此 可 得 T(n) 二 On?)。 
这 种 分 治 法 求解 XXY 对 应 的 完整 程序 如 下 (注意 当 n 很 大 时 必须 用 整 型 数组 来 存放 
X 和 YY 的 各 位 ): 


#include < stdio.h> 
#include < math.h> 





el #define MAXN 20 // 最 多 的 位 数 
void Left(int A[] ,int B[] ,int n) // 取 和 A 的 左边 (高 位 )n/2 位 
{ “intis 
for (i=0;i< MAXN;i+t 十 ) 
B[J=0; 


for (i=n/2;i<=n;i+ 十 ) 
B[i—n/2] =A[DD; 
} 
void Right(int A[] ,int B[] ,int n) // 取 A 的 右边 (低位 )n/2 位 
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} 


long Trans2tol0(int A[]) // 二 进 制 数 转换 成 十 进 制 数 


} 


void Transl0to2(int x, int A[]) // 将 十 进 数 转换 成 二 进 制 数 


{ 


} 


void disp(int A[]) // 从 高 位 到 低位 输出 二 进 制 数 A 


{ 


| 


void MULT(int X[] ,int YO] ,int Z[],int n) // 求 Z=X*Y 


{ 


@060,4S | 


int i; 

for (i=0;i< MAXN;i+t 十 ) 
B[]=0; 

for (i 一 0;i<n/2;i 十 十 ) 
B 辐 一 A 品 ; 

B[J="\0'; 


int i; 
long s=A[0],x=1; 
for (i=1;i<MAXN;i 十 十 ) 
{ x=2#*x; 
s+==A[iD * x; 
} 


return s; 


int i,j=0; 

while (x>0) 

{ AD]=x%2;j+ 二 ; 
x=x/2; 

} 

for (i=j;i<MAXN;i 十 十 ) 
A[]=0; 


int i; 

for (i 王 MAXN 一 1;i> 一 0;i 一 一 ) 
printf(" %d", ADD); 

printf("\n"); 


int i; 

long e,el,e2,e3,e4; 

int A[MAXN], BLMAXN] ,CULMAXN] ,DLMAXN] ; 

int ml [MAXN], m2[MAXN], m3[MAXN] ,m4[MAXN] ; 





for (i=0;i< MAXN;i+ 十 ) //Z 初始化 为 0 
Z[0]=0; 

Cy // 递 归 出 口 

{ if (X[0]==1 && Y[0]==1)Z[0]=1; 
else Z[0] =0; 

} aa 

else 

{ Left(X,A,n); //A 取 X 的 左边 n/2 位 
Right(X, B,n); //B 取 XX 的 右边 n/2 位 
Left(Y,C,n); //C 取 并 的 左边 n/2 位 
Right(CY,D,n); //D 取 YY 的 右边 n/2 位 
MULT(A,C,ml,n/2); //ml=AC 
MULT(A,D, m2,n/2); //m2= AD 
MULT(B, C, m3,n/2); //m3=BC 
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MULT(B, D, m4, n/2); 
el 一 Trans2tol0(ml) ; 
e2 一 Trans2tol10(m2); 
e3 一 Trans2to10(m3); 
e4=Trans2tol0(m4); 


Transl0to2(e,Z); 
} 
void trans(char a[] ,int n,int A[]) 
{ inti; 
for (i=0;i<n;i+ 十 ) 
A[D=int(a[n—1—i]—'0"); 
for (i=n;ii<MAXN;i 十 十 ) 


A[]=0; 
} 
void main( ) 
{ longe; 


char a[] ="10101100"; 

char b[] ="10010011"; 

int XLMAXN] ,YLMAXN] ,ZLMAXN] ; 
int n 一 8; 

trans(a,n, X); 

trans(b,n,Y); 

printf("X:"); disp(X); 

printf("Y:"); disp(Y); 
printf("Z 一 X* Y\n"); 
MULTCX,Y,Z,n); 

printf("Z:"); disp(2); 

e 一 Trans2tol0(Z); 

printf("Z 对 应 的 十 进 制 数 :%ld\n",e); 
printf(" 验 证 正确 性 :\n"); 

long x,y,2; 

x=Trans2tol0(X); 

y= Trans2tol0(Y); 


printf("z=x* y\n"); 
本 


printf(" 求 解 结果 z: %d\n",z); 





} 
本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


X:00000000000010101100 
YY:00000000000010010011 
Z=Xx*Y 

Z:00000110001011000100 
Z 对 应 的 十 进 制 数 :25284 


printf("X 对 应 的 十 进 制 数 x: %ld\n", x); 
printf("Y 对 应 的 十 进 制 数 y: %1d\n",y); 
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//m4=BD 

// 将 ml 转换 成 十 进 制 数 el 
// 将 m2 转换 成 十 进 制 数 e2 
// 将 m3 转换 成 十 进 制 数 e3 
// 将 m4 转换 成 十 进 制 数 e4 


e 一 el * (int)pow(2,n) 十 (e2 十 e3) * (int)pow(2,n/2) 十 e4; 


// 将 e 转 换 成 二 进 制 数 Z 


// 将 字符 串 a 转换 为 整数 数组 A 


// 两 个 参与 运算 的 二 进 制 数 


// 将 a 转换 成 整数 数组 X 
// 将 b 转 换 成 整数 数组 Y 
// 输 出 X 
// 输 出 并 


// 求 Z=X*Y 


// 输 出 Z 
// 将 Z 转 换 成 十 进 制 数 e 


// 将 和 转换 成 十 进 制 数 x 
// 将 和 转换 成 十 进 制 数 y 


// 求 z 一 xxy 
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验证 正确 性 : 

XX 对 应 的 十 进 制 数 x:172 
并 对 应 的 十 进 制 数 y:147 
了 一 天 % TY 


求解 结果 z:25284 


【算法 改进 】 上 述 算法 计算 X 和 Y 的 乘积 并 不 比 小 学 生 的 方法 更 有 效 , 要 想 减 少 算法 
的 计算 复杂 性 ,必须 减少 乘法 次 数 ,为 此 把 XXY 写成 另 一 种 形式 : 

XxY=AxCx2+[(A—B)x(D—O0O+AxC+BxD]x2”*+BxD 

虽然 该 式 看 起 来 比 前 式 复杂 一 些 , 但 它 仅 需 做 3 次 n/2 位 整数 的 乘法 (AXC、BXD 和 
(4A 一 B)X(D 一 C0)),6 次 加 、 减 法 和 两 次 移 位 ,由 此 可 以 推出 TO) 一 OCzee ) 二 On)。 


352 求解 矩阵 乘法 问题 
【问题 描述 】 对 于 两 个 nXn 的 矩阵 A 和 B, 计 算 C=AXB。 
【问题 求解 】 常用 的 计算 公式 是 Cy = 》)AaBw， 对 应 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OG)。 
那么 是 否 存在 更 有 效 的 算法 呢 ? 假设 ”一 2, 考 虑 采用 分 治 法 思路 , 当 三 2 时 将 4.B 
分 成 4 个 n/2Xn/2 的 矩阵 : 
ae a i el) 
A= ，B= ，C= 
Rs BD Gi TC 
利用 块 矩 阵 的 乘法 ,矩阵 C 可 表示 为 : 
(hnBn 十 AsBa， AnB+ ArBz 
下 own 十 AzB:， AxzBiz | 
因此 原 问 题 可 以 划分 成 计算 8 个 子 问题 的 乘积 问题 ,两 个 nXn 和 矩阵 乘积 的 计算 量 是 两 
个 n/2Xn/2 矩阵 乘积 计算 量 的 8 倍 , 再 加 上 nn/2Xn/2 阶 和 矩阵 相 加 的 4 倍 , 后 者 最 多 需要 
O0z2 ) ,因此 有 : 


T(n)=001) 当 n=1 时 
Tn)=8T(n/2)+On) 当 n>1 时 


可 以 推导 出 T(m) 二 Ow )。 也 就 是 说 , 它 跟前 面 介绍 的 两 个 矩阵 直接 相 乘 的 计算 量 没有 什 
么 差别 。 那 么 是 否 可 以 算得 更 快 呢 ? 
Strassen 通过 研究 分 析 提 出 了 Strassen 算法 ,其 思路 如 下 。 


要 计算 逢 了 乘积 C= 人 rl pe a] 





A Az 也 2 Bz 
只 需要 计算 C 是 十 心 一 必 十 心 心 十 必 
从 西 ee 
ds+ds ditds—d:+ds 


其 中 : 


di=(Aun+Az) (But+B::) 
d2=(An 十 As)Bu 
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d;=An(B—B:) 
di=Azx(Ba— Bu) 
ds = (An+tA1)Bz: 
ds=(An—An)(Bn+B) 
qd:=(A1s—Az:) (Ba Bz:) 


【算法 分 析 】 由 上 面 可 知 ,两 个 nXn 和 矩阵 乘积 的 计算 量 是 两 个 n/2Xn/2 矩阵 乘积 计 
算 量 的 7 倍 ,再 加 上 它们 进行 加 或 减 运算 的 18 倍 ,加 减 运算 共 需 要 OC) ,因此 有 : 


T(m=0(1) 当 x 一 1 时 
Ta) 一 7TCzx2) 十 OO) 当 n>1 时 


可 以 推导 出 TO) 三 OOCzee7 ) 一 O(0225 ) ,因此 Strassen 算法 的 效率 更 高 。 
3 2 一 、 Ac 人 、 Nl 
并 行 计 算 简 介 DS 


36.1 并 行 计算 概述 


传统 计算 机 是 串 行 结构 ,每 一 时 刻 只 能 按 一 条 指令 对 一 个 数据 进行 操作 ,在 传统 计算 机 
上 设计 的 算法 称 为 串 行 算法 。 并 行 算法 是 用 多 台 处 理 器 联合 求解 问题 的 方法 和 步骤 ,其 执 
行 过 程 是 将 给 定 的 问题 首先 分 解 成 若干 个 尽量 相互 独立 的 子 问题 ,然后 使 用 多 台 计 算 机 同 
时 求解 它 , 从 而 最 终 求 得 原 问题 的 解 。 

为 利用 并 行 计算 ,通常 计算 问题 表现 出 以 下 特征 : 

(1) 将 工作 分 离 成 离散 部 分 有 助 于 同时 解决 。 例 如 ,对 于 分 治 法 设计 的 串 行 算法 ,可 以 
将 各 个 独立 的 子 问题 并 行 求解 ,最 后 合并 成 整个 问题 的 解 ,从 而 转化 为 并 行 算法 。 

(2) 随时 并 及 时 地 执行 多 个 程序 指令 。 

(3) 多 计算 资源 下 解决 问题 的 耗 时 要 少 于 单个 计算 资源 下 的 耗 时 。 


362 并 行 计算 模型 


并 行 计算 模型 通常 指 从 并 行 算法 的 设计 和 分 析出 发 ,将 各 种 并 行 计算 机 (至 少 某 一 类 并 
行 计算 机 ) 的 基本 特征 抽象 出 来 ,形成 一 个 抽象 的 计算 模型 。 从 更 广 的 意义 上 说 ,并 行 计算 
模型 为 并 行 计算 提供 了 硬件 和 软件 界面 ,在 该 界面 的 约定 下 ,并 行 系统 硬件 设计 者 和 软件 设 





ro 计 者 可 以 开发 对 并 行 性 的 支持 机 制 ,从 而 提高 系统 的 性 能 。 


并 行 算法 设计 是 基于 并 行 计算 模型 的 ,下 面 简 要 介绍 目前 常见 的 两 种 并 行 计算 模型 。 

PRAM(Parallel Random Access Machine, 随 机 存 取 并 行 机 器 ) 模 型 也 称 为 共享 存储 的 
SIMD( 单 指令 流 多 数据 流 ) 模 型 ,是 一 种 抽象 的 并 行 计算 模型 , 它 是 从 串 行 的 RAM 模型 直 
接 发 展 起 来 的 。 在 这 种 模型 中 ,假定 有 一 个 无 限 大 容量 的 共享 存储 器 ,并 且 有 多 个 功能 相同 
的 处 理 器 ,上 且 它们 都 具有 简单 的 算术 运算 和 逻辑 判断 功能 ,在 任意 时 刻 各 个 处 理 器 可 以 访问 
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共享 存储 单元 。 


BSP(Bulk Synchronous Parallel, 整 体 同步 并 行 ) 模 型 是 分 布 存储 的 MIMD( 多 指令 流 
多 数据 流 ) 计 算 模型 ,由 哈佛 大 学 的 Viliant 和 牛津 大 学 的 Bill McColl 提出 。 

一 台 BSP 计算 机 由 个 处 理 器 /存储 器 ( 结 点 ) 组 成 ,通过 通信 网 络 进行 互联 ,如 图 3. 15 
所 示 。 

一 个 BSP 程序 及 个 进程 ,每 个 进程 驻 留 在 一 个 结 点 上 ,程序 按 严格 的 超 步 (可 以 理解 
为 并 行 计算 中 子 问题 的 求解 ) 顺 序 执行 ,如 图 3. 16 所 示 。 超 步 间 采用 路 障 同步 ,每 个 超 步 分 
成 以 下 有 序 的 3 个 部 分 。 

(1) 计算 : 一 个 或 多 个 处 理 器 执行 若干 个 局 部 计算 操作 ,操作 的 所 有 数据 只 能 是 局 部 
存储 器 中 的 数据 。 一 个 进程 的 计算 与 其 他 进程 无 关 。 

(2) 通信 : 处 理 器 之 间 相 互 交换 数据 ,通信 和 总 是 以 点 对 点 的 方式 进行 。 

(3) 同步 : 确保 通信 过 程 中 交换 的 数据 被 传送 到 目的 处 理 器 上 ,并 使 一 个 超 步 中 的 计 
算 和 通信 操作 全 部 完成 后 才能 开始 下 一 个 超 步 中 的 任何 动作 。 

BSP 模型 总 的 执行 时 间 等 于 各 超 步 执行 时 间 之 和 。 






































存储 器 1 存储 器 n 
| 轩 本 地 
处 理 器 1 处 理 器 n 计算 
通信 网 络 全 局 
通信 
路 障 同步 机 构 同步 
图 3.15 BSP 模型 图 3.16 ”BSP 的 一 个 超 步 


363 快速 排序 的 并 行 算法 

基于 BSP 模型 ,快速 排序 算法 并 行 化 的 一 个 简单 思想 是 对 每 次 划分 后 所 得 到 的 两 个 序 
列 分 别 使 用 两 个 处 理 器 完成 递归 排序 。 

例如 对 一 个 长 为 n 的 序列 首先 划分 得 到 两 个 长 为 /2 的 序列 ,将 其 交 给 两 个 处 理 器 分 
别处 理 ; 然后 进一步 划分 得 到 4 个 长 为 n/4 的 序列 ,再 分 别 交 给 4 个 处 理 器 处 理 ; 如 此 递归 
下 去 最 终 得 到 排 好 序 的 序列 。 当 然 这 里 说 的 是 理想 的 划分 情况 ,如 果 划 分 步骤 不 能 达到 平 
均 分 配 的 目的 ,那么 排序 的 效率 会 相对 较 差 。 








以 下 算法 描述 了 使 用 2" 个 处 理 器 完成 对 个 输入 数据 ( 即 a[0..n 一 1]) 排 序 的 并 行 mm 


算法 : 
void ParaQuickSort(int a[] ,int i, int j,int m, int id) 
{ ifG—i<=k) ||(m=0)) // 车 排序 数据 个 数 足 够 少 或 m 二 0 
Pu 执行 QuickSort(a,i,j); // 在 Pu 处 理 器 上 直接 执行 传统 快速 排序 算法 
else 


{ ”Pa 执行 rz 一 Partition(a,i,j); // 在 Pu 处 理 器 上 执行 一 趟 划分 


ESGOO 


Pi 发送 a[r 十 1,m 一 匡 数 据 到 Patsm-! ; 
ParaQuickSort(a,i,r 一 1,m 一 1,id); 
ParaQuickSort(a,r 十 1,j,m 一 1,id 十 2" 1); 
Pu+zm-1 发送 a[r 十 1,m 一 1 到 Pa; 
} 
} 
void main( ) 
{ 
ParaQuickSort(data,0,n—1,m,0) 
} 


在 最 好 情况 下 该 并 行 算法 形成 一 个 高 度 为 [logsn | 的 排序 树 , 其 计算 时 间 复 杂 度 为 
Oln) 。 和 品行 算法 一 样 ,在 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 降 为 0(x* )。 正 常情 况 下 该 算法 的 平均 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


练习 题 淮 


1. 分 治 法 的 设计 思想 是 将 一 个 难以 直接 解决 的 大 问题 分 割 成 规模 较 小 的 子 问题 ,分 别 
解决 子 问题 ,最 后 将 子 问题 的 解 组 合 起 来 形成 原 问 题 的 解 ,这 要 求 原 问 题 和 子 问题 ( )。 
A. 问题 规模 相同 ,问题 性 质 相同 B. 问题 规模 相同 ,问题 性 质 不 同 
C. 问题 规模 不 同 ,问题 性 质 相 同 D. 问题 规模 不 同 ,问题 性 质 不 同 

2. 在 寻找 个 元 素 中 第 小 的 元 素 的 问题 中 ,如 采用 快速 排序 算法 思想 ,运用 分 治 法 
对 n 个 元 素 进行 划分 ,如 何 选择 划分 基准 ? 下 面 (  ) 答 案 最 合理 。 
A. 随机 选择 一 个 元 素 作为 划分 基准 
B. 取 子 序列 的 第 一 个 元 素 作 为 划分 基准 
C. 用 中 位 数 的 中 位 数 方法 寻找 划分 基准 
D. 以 上 皆 可 行 , 但 不 同方 法 的 算法 复杂 度 上 界 可 能 不 同 
3. 对 于 下 列 二 分 查找 算法 ,正确 的 是 (  )。 
A. 


int binarySearch(int a[], int n, int x) 
{ intlow=0, high=n—1; 





ro while(low <= high) 


{ int mid 一 (low 十 high)/2; 
if(x==a[mid]) return mid; 
if(x>a[mid]) low= mid; 

else high=mid; 

} 


return 一 1; 
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B. 


int binarySearch(int a[] int n, int x) 
{ intlow=0, high=n—1; 
while(low+1!=high) 
{ int mid= (low+high)/2; 
if(x>=a[mid] ) low= mid; 
else high= mid; 
} 
if(x==a[low]) return low; 
else return —1; 


Cs 


int binarySearch(int a[] int n, int x) 
{ intlow=0, high=n—1; 
while(low < high 一 1) 
{ int mid= (low+high)/2; 
it(x<a[mid]) 
high= mid; 
else low= mid; 
} 
if(x==a[low] ) return low; 
else return —1; 


D: 


int binarySearch(int a[] int n, int x) 
{ ifn>0&&x>= a[0]) 
{ intlow= 0, high = n 一 1; 


while(low < high) 
{ intmid= (low+high+1)/2; 
if(x < a[mid]) 
high=mid—1; 


else low=mid; 
} 
if(x==a[low]) return low; 
} 


return —1; 
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4. 快速 排序 算法 是 根据 分 治 策略 来 设计 的 , 简 述 其 基本 思想 。 
5. 假设 含有 个 元 素 的 待 排序 数据 a 恰好 是 递减 排列 的 ,说 明 调 用 QuickSort(a,0， 


7 一 1) 递 增 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n ) 。 


6. 以 下 哪些 算法 采用 分 治 策略 : 
(1) 堆 排 序 算法 ; 
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(2) 二 路 归并 排序 算法 ; 

(3) 折 半 查找 算法 ; 

(4) 顺序 查找 算法 。 

7. 适合 并 行 计算 的 问题 通常 表现 出 哪些 特征 ? 

8. 设 有 两 个 复数 z= 二 a 十 bi 和 yy 二 c 十 di。 复 数 乘积 zy 可 以 使 用 4 次 乘法 来 完成 , 即 
zy 一 (ac 一 0d) 十 (ad 十 bc)i。 设 计 一 个 仅 用 3 次 乘法 来 计算 乘积 zy 的 方法 。 

9. 有 4 个 数组 ac 和 4d ,都 已 经 排 好 序 , 说 明 找 出 这 4 个 数组 的 交集 的 方法 。 

10. 设计 一 个 算法 ,采用 分 治 法 求 一 个 整数 序列 中 的 最 大 和 最 小 元 素 。 

11. 设计 一 个 算法 ,采用 分 治 法 求 x"。 

12. 假设 二 叉 树 采用 二 叉 链 存储 结构 进行 存储 ,设计 一 个 算法 采用 分 治 法 求 一 棵 二 又 
树 bt 的 高 度 。 

13. 假设 二 叉 树 采用 二 叉 链 存储 结构 进行 存储 ,设计 一 个 算法 采用 分 治 法 求 一 棵 二 叉 
树 bt 中 度 为 2 的 结 点 个 数 。 

14. 有 一 种 二 又 排 序 树 , 其 定义 为 空 树 是 一 棵 二 叉 排 序 树 , 若 不 空 , 左 子 树 中 的 所 有 结 
点 值 小 于 根 结 点 值 , 右 子 树 中 的 所 有 结 点 值 大 于 根 结 点 值 ,并 且 左 、 右 子 树 都 是 二 叉 排序 树 。 
现在 该 二 叉 排 序 树 采用 二 叉 链 存储 ,采用 分 治 法 设计 查找 值 为 zx 的 结 点 地 址 ,并 分 析 算 法 
的 最 好 平均 时 间 复 杂 度 。 

15. 设 有 个 互 不 相同 的 整数 , 按 递增 顺序 存放 在 数组 a[0..n 一 1] 中 ,车 存在 一 个 下 标 
i(0 信 i 过 n) ,使 得 a[ 相 =i, 设 计 一 个 算法 以 O(logzn) 时 间 找 到 这 个 下 标 i。 

16. 请 模仿 二 分 查找 过 程 设计 一 个 三 分 查找 算法 ,分 析 其 时 间 复 杂 度 。 

17. 对 于 大 于 1 的 正 整 数 , 可 以 分 解 为 n= 二 zi XzxsX… Xx, 其 中 之 ; 宇 2。 例 如 ,n= 二 12 
时 有 8 种 不 同 的 分 解 式 , 即 12 王 12,12 王 6X2,12 一 4X3,12 一 3X4,12 王 3X2X2,12 一 2X 
6,12 一 2X3X2,12 一 2X2X3, 设 计 一 个 算法 求 ”的 不 同 分 解 式 的 个 数 。 

18. 设计 一 个 基于 BSP 模型 的 并 行 算法 ,假设 有 p 台 人 处理 器 ,计算 整数 数组 a[0..n 一 1] 
的 所 有 元 素 之 和 ,并 分 析 算法 的 时 间 复 杂 度 。 








上 机 实验 题 浴 


实验 1. 求解 查找 假币 问题 
编写 一 个 实验 程序 查找 假币 问题 。 有 z(z 二 3) 个 硬币 ,其 中 有 一 个 假币 , 且 假 币 较 轻 ， 
采用 天 平 称 重 方式 找到 这 个 假币 ,并 给 出 操作 步骤 。 





pe 实验 2. 求解 众 数 问题 


给 定 一 个 整数 序列 ,每 个 元 素 出 现 的 次 数 称 为 重 数 , 重 数 最 大 的 元 素 称 为 众 数 。 编 写 一 
个 实验 程序 对 递增 有 序 序列 a 求 众 数 。 例 如 S=={11,2,2,2,3,5) ,多重 集 S 的 众 数 是 2 ,其 
重 数 为 3。 

实验 3. 求解 逆序 数 问题 

给 定 一 个 整数 数组 A 二 (qo ,al ，,… sas-1) ,车 i<j 上 且 ai>>aw, 则 二 aiw 二 就 为 一 个 逆序 
对 。 例 如 数组 (3,1,4,5,2) 的 逆序 对 有 <3,1>.<3,2>.<4,2>.<5,2>。 编 写 一 个 实验 程 
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序 采用 分 治 法 求 A 中 逆序 对 的 个 数 , 即 逆序 数 。 

实验 4. 求解 半数 集 问 题 

给 定 一 个 自然 数 ”由 二 开始 可 以 依次 产生 半数 集 setCz) 中 的 数 如 下 : 

(1) PE set(z) 。 

(2) 在 nn 的 左边 加 上 一 个 自然 数 ,但 该 自然 数 不 能 超过 最 近 添 加 的 数 的 一 半 。 

(3) 按 此 规则 进行 处 理 , 直 到 不 能 再 添加 自然 数 为 止 。 

例如 ,set(6) 二 {6,16,26,126,36,136}) ,半数 集 set(6) 中 有 6 个 元 素 。 编 写 一 个 实验 程 
序 求 给 定 n 时 对 应 半数 集中 元 素 的 个 数 。 

实验 5. 求解 一 个 整数 数组 划分 为 两 个 子 数组 问题 

已 知 由 n(n 宇 2) 个 正 整 数 构成 的 集合 A= {ai} (0 二 k=) ,将 其 划分 为 两 个 不 相交 的 
子 集 A 和 As ,元 素 个 数 分 别 是 nm 和 ns，A! 和 A, 中 的 元 素 之 和 分 别 为 S 和 S: 。 设 计 
一 个 尽 可 能 高 效 的 划分 算法 ,满足 | 一 m1 最 小 且 |15i 一 Ss | 最 大 ,算法 返回 |S1 一 S| 的 
结果 。 


在 线 编程 题 


在 线 编程 题 1. 求解 满足 条 件 的 元 素 对 个 数 问题 

【问题 描述 】 给 定 NN 个 整数 A; 以 及 一 个 正 整 数 C, 问 其 中 有 多 少 对 i\j 满足 A, 一 人 一 C。 

输入 描述 : 第 1 行 输入 两 个 空格 隔 开 的 整数 N 和 C ,第 2 一 N 十 1 行 每 行 包含 一 个 整 
数 Ai。 

输出 描述 : 输出 一 个 数 表示 答案 。 

输入 样 例 ; 


A 
ZIS 


3 


aermeoan 


样 例 输出 : 


3 





在 线 编程 题 2. 求解 查找 最 后 一 个 小 于 等 于 指定 数 的 元 素 问 题 

【问题 描述 】 给 定 一 个 长 度 为 的 单调 递增 的 正 整 数 序列 , 即 序 列 中 的 每 一 个 数 都 比 
前 一 个 数 大 ,有 m 个 询问 ,每 次 询问 一 个 xz, 问 序 列 中 最 后 一 个 小 于 等 于 xz 的 数 是 什么 ? 

输入 描述 : 给 定 一 个 长 度 为 n 的 单调 递增 的 正 整 数 序列 , 即 序列 中 的 每 一 个 数 都 比 前 
一 个 数 大 ,及 个 询问 ,每 次 询问 一 个 x。 

输出 描述 : 输出 共 滩 行 ,表示 序列 中 最 后 一 个 小 于 等 于 xz 的 数 是 多 少 。 如 果 没 有 , 输 


A 
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数据 范围 限制 : 1 过 z mm 过 100 000 ,序列 中 的 元 素 和 都 不 超过 10* 。 

在 线 编程 题 3. 求解 递增 序列 中 与 x 最 接近 的 元 素 问题 

【问题 描述 】 在 一 个 非 降 序列 中 查找 与 给 定 值 x 最 接近 的 元 素 。 

输入 描述 : 第 1 行 包 含 一 个 整数 ,为 非 降 序列 长 度 (1 三 n 夸 100 000); 第 2 行 包含 ”个 
整数 ,为 非 降 序列 的 各 个 元 素 , 所 有 元 素 的 大 小 均 在 0 一 1 000 000 000 范围 内 ; 第 3 行 包含 
一 个 整数 m, 为 要 询问 的 给 定 值 个 数 (1 三 m 志 10 000); 接 下 来 m 行 ,每 行 一 个 整数 ,为 要 询 
问 最 接近 元 素 的 给 定 值 ,所 有 给 定 值 的 大 小 均 在 0 一 1 000 000 000 范围 内 。 

输出 描述 : 输出 共 m 行 ,每 行 一 个 整数 ,为 最 接近 相应 给 定 值 的 元 素 值 ,并 保持 输入 顺 
序 。 若 有 多 个 元 素 值 满足 条 件 , 输 出 最 小 的 一 个 。 

输入 样 例 ， 


样 例 输出 ， 


8 
5 





在 线 编程 题 4. 求解 按 * 最 多 排序 到 * 最 少 排序 ”的 顺序 排列 问题 

【问题 描述 】 一 个 序列 中 的 “未 排序 ”的 度量 是 相对 于 彼此 顺序 不 一 致 的 条 目 对 的 数 
量 , 例 如 ,在 字母 序列 “DAABEC” 中 该 度量 为 5, 因为 D 大 于 其 右边 的 4 个 字母 ,E 大 于 其 右 
边 的 1 个 字母 。 该 度量 称 为 该 序列 的 逆序 数 。 序 列 *AACEDGG” 只 有 一 个 逆序 对 (E 和 
D) , 它 几 乎 被 排 好 序 了 ,而 序列 *ZWQM” 有 6 个 北 序 对 , 它 是 未 排序 的 ,恰好 是 反 序 。 

需要 对 若干 个 DNA 序列 ( 仅 包含 4 个 字母 A.C、G 和 工 的 字符 串 ) 分 类 ,注意 是 分 类 而 
不 是 按 字 母 顺序 排列 ,是 按照 “最 多 排序 ”到 “最 小 排序 ”的 顺序 排列 ,所 有 DNA 序列 的 长 度 
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都 相同 。 

输入 描述 : 第 1 行 包含 两 个 整数 ,n(0 二 nn 三 50) 表 示 字 符 串 长 度 ,m(0 二 m 达 100) 表 示 字 
符 串 个 数 ; 后 面 是 m 行 , 每 行 包含 一 个 长 度 为 n 的 字符 串 。 

输出 描述 : 按 * 最 多 排序 ?到 * 最 小 排序 ”的 顺序 输出 所 有 字符 串 。 若 两 个 字符 串 的 逆序 
对 个 数 相同 , 按 原始 顺序 输出 它们 。 

输入 样 例 ， 





样 例 输出 : 
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蛮 力 法 (brute force method) 也 称 为 穷 举 法 (或 枚 举 法 ) 或 暴力 法 , 它 是 算法 设计 中 最 常 
用 的 方法 之 一 。 蛮 力 法 的 基本 思路 是 对 问题 的 所 有 可 能 状态 一 一 测试 ,直到 找到 解 或 将 全 
部 可 能 状态 都 测试 为 止 。 本 章 介绍 蛮 力 法 算法 策略 和 相关 示例 。 


蛮 力 法 概述 米 


蛮 力 法 是 一 种 简单 .直接 地 解决 问题 的 方法 ,通常 直接 基于 问题 的 描述 和 所 涉及 的 概念 
定义 。 这 里 的 “ 力 ? 是 指 计算 机 的 计算 “能 力 ”, 而 不 是 人 的 “智力 ”。 一 般 来 说 , 蛮 力 法 是 最 容 
易 应 用 的 方法 。 

蛮 力 法 是 基于 计算 机 运算 速度 快 这 一 特性 ,在 解决 问题 时 采取 的 一 种 “懒惰 "策略 。 这 
种 策略 不 经 过 (或 者 说 经 过 很 少 ) 思 考 ,把 问题 的 所 有 情况 或 所 有 过 程 交 给 计算 机 去 一 一 尝 
试 ,从 中 找 出 问题 的 解 。 

蛮 力 法 的 优点 如 下 : 

， 好 辑 清晰 ,编写 程序 简洁 。 

。 可 以 用 来 解决 广阔 领域 的 问题 。 

。 对 于 一 些 重要 的 问题 , 它 可 以 产生 一 些 合理 的 算法 。 

。 可 以 解决 一 些小 规模 的 问题 。 

。 可 以 作为 其 他 高 效 算法 的 衡量 标准 。 

蛮 力 法 的 主要 缺点 是 设计 的 大 多 数 算法 的 效率 都 不 高 ,主要 适合 问题 规模 比较 小 的 问 
题 的 求解 。 

蛮 力 法 依赖 的 基本 技术 是 扫描 技术 , 即 采 用 一 定 的 方式 将 待 求解 问题 的 所 有 元 素 依 次 
处 理 一 次 ,从 而 找 出 问题 的 解 。 依 次 处 理 所 有 元 素 是 蛮 力 法 的 关键 ,为 了 避免 陷入 重复 试 
探 ,应 该 保证 处 理 过 的 元 素 不 再 被 处 理 。 使 用 蛮 力 法 通常 有 以 下 儿 种 情况 。 

(1) 搜索 所 有 的 解 空间 : 问题 的 解 存在 于 规模 不 大 的 解 空间 中 。 解 决 这 类 问题 一 般 是 
找 出 某 些 特定 的 解 ,这 些 解 满足 某 些 特征 或 要 求 。 使 用 蛮 力 法 就 是 把 所 有 可 能 的 解 都 列 出 
来 ,看 这 些 解 是 否 满足 特定 的 条 件 或 要 求 , 从 中 选 出 符合 要 求 的 解 。 

(2) 搜索 所 有 的 路 径 : 这 类 问题 中 不 同 的 路 径 对 应 不 同 的 解 , 需 要 找 出 特定 解 。 采 用 
蛮 力 法 就 是 把 所 有 可 能 的 路 径 都 搜索 一 遍 ,计算 出 所 有 路 径 对 应 的 解 , 找 出 特定 解 。 

(3) 直接 计算 : 按照 基于 问题 的 描述 和 所 涉及 的 概念 定义 直接 进行 计算 ,往往 是 一 些 





简单 的 题 ,不 需要 算法 技巧 。 ~ 


(4) 模拟 和 仿真 : 按照 求解 问题 的 要 求 直接 模拟 或 仿真 即 可 。 

从 算法 实现 的 角度 看 ,采用 蛮 力 法 设计 算法 分 为 两 类 ,一 类 是 采用 基本 穷 举 思路 , 即 直 
接 采 用 穷 举 思想 设计 算法 , 另 一 类 是 在 穷 举 中 应 用 递归 , 即 采用 递归 方法 穷 举 搜索 解 空间 ， 
前 者 相对 直接 ,简单 ,后 者 需要 结合 递归 算法 设计 方法 ,相对 复杂 一 些 。 
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蛮 力 法 的 基本 应 用 光 


42.1 采用 直接 穷 举 思路 的 一 般 格式 


在 采用 直接 穷 举 思路 的 算法 中 主要 是 使 用 循环 语句 和 选择 语句 ,循环 语句 用 于 穷 举 所 
有 可 能 的 情况 ,而 选择 语句 判定 当前 的 条 件 是 否 为 所 求 的 解 。 其 基本 格式 如 下 : 





for( 循 环 变量 x 取 所 有 可 能 的 值 ) 

让 

这 (x 满足 指定 的 条 件 ) 
输出 x; 


} 


实际 上 ,在 直接 穷 举 x 的 所 有 可 能 取 值 时 可 能 存在 重复 的 情况 ,对 于 如 何 避 免 重 复试 
探 , 更 有 效 的 方法 将 在 下 一 章 中 讨论 。 

【 例 4.1】 编写 一 个 程序 ,输出 2 一 1000 的 所 有 完全 数 。 所 谓 完全 数 是 指 这 样 的 数 ,该 
数 的 各 因子 ( 除 该 数 本 身 以 外 ) 之 和 正好 等 于 该 数 本 身 。 例 如 : 


6 三 1 十 2 十 3 
28 二 1 十 2 十 4 十 7 十 14 


先 考虑 对 于 一 个 整数 m, 如 何 判 断 它 是 否 为 完全 数 。 从 数学 知识 可 知 : 一 个 数 mm 
的 除 该 数 本 身 以 外 的 所 有 因子 都 在 1 一 mm/2 区 间 。 若 算法 中 要 取得 因子 之 和 ,只 要 在 1 一 
m/2 区 间 找 到 所 有 整除 m 的 数 , 将 其 累加 起 来 即 可 。 如 果 累 加 和 与 m 本 身 相等 , 则 表示 m 
是 一 个 完全 数 ,可 以 将 m 输出 。 其 循环 格式 如 下 : 


for (m 王 2;m< 王 1000;m 十 十 ) 

{ ” 求 出 m 的 所 有 因子 之 和 s; 
让 (m= 三 s) 输出 s; 

} 


对 应 的 程序 如 下 : 





#include < stdio.h> 
void main( ) 
{ intm,i,s; 
for (m=2;m<=1000;m+t 十 ) 


{ ss=0; 
for (i=1;i<=m/2;i+ 十 ) 
if (m%i==0) s+=i; /大 是 m 的 一 个 因子 
fm==s) 


printf("%d ",m); 
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} 
printfC"\n"); 
} 


本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


6 28 496 


【 例 4.2】 编写 一 个 程序 , 求 这 样 的 4 位 数 : 该 4 位 数 的 千 位 上 的 数字 和 百 位 上 的 数字 
都 被 擦 掉 了 ,知道 十 位 上 的 数字 是 1 .个 位 上 的 数字 是 2, 又 知道 这 个 数 如 果 减 去 7 就 能 被 7 


整除 , 减 去 8 就 能 被 8 整除 , 减 去 9 就 能 被 9 整除 。 


设 这 个 数 为 ab12, 则 n==1000Xa 十 100X65 十 10 十 2, 且 有 0 二 a 三 9,0 过 5b 过 9。 采 用 


穷 举 法 求解 ,其 循环 格式 如 下 : 


for (a 王 1;a< 王 9;a 十 十 ) 
for (b=0;b<=9;b 十 十 ) 
{ n=1000*a 二 100*b 二 +10 十 2; 
让 Cn 满足 题 中 给 定 条 件 ) 输出 n; 
} 


对 应 的 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void main( ) 
{ intn,a,b; 
for (a=1;a<=9;a 二 十 ) 
for (b=0;b<=9;b+ 十 ) 
{n=1000*at+100*b+10+2; 








if ((n—7)%7==0 && (n—8)%8==0 && (n—9)%9 





{ printf("n=%d\n",n); 
break; 
} 
} 
本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


n=1512 


【 例 4.3】 在 象棋 算式 中 不 同 的 棋子 代表 不 同 的 数 , 有 如 图 4. 1 所 


示 的 算式 ,设计 一 个 算法 求 这 些 棋 子 各 代表 哪些 数字 。 


在 采用 逮 辑 推理 时 先 从 * 卒 >? 入手 , 卒 和 卒 相 加 ,和 的 个 位 数 仍 
是 卒 ,这 个 数 只 能 是 0, 确 定 卒 是 0 后 所 有 是 卒 的 地 方 都 为 0。 这 时 会 看 
到 " 兵 十 兵 三 车 0”, 从 而 得 到 兵 为 5、 车 是 1, 进 一 步 得 到 “ 马 十 1 二 5”, 所 


以 马 =4, 又 有 “ 炮 十 炮 二 4”, 从 而 炮 二 2。 
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4.1 象棋 算式 





ET 人 OO 


最 后 的 结果 是 兵 ==5, 炮 ==2, 马 二 4, 卒 二 0, 车 二 1。 
采用 直接 穷 举 思路 , 设 兵 , 炮 、 马 、 卒 和 车 的 取 值 分 别 为 a.b、c.d、e, 则 有 a.b、c.de 的 取 
值 范围 为 0 一 9 且 均 不 相等 ( 即 a==6b || a==c || a==d || a==e 1| b==c 1| 6 
d || b==e || c==4d || c==e || d==e 不 成 立 ) 。 
设 : m 二 aX1000 十 bX100 十 cX10+d 
n=aX1000+bX100+eX10+d 
s=eX10000+dX1000+cX100+aX10+d 
则 满足 的 条 件 转换 为 办 十 xz 一 一 s。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 




















#include < stdio.h> 
void fun() 
{ inta,b,c,d,e,m,n,s; 
for (a 王 1;a< 王 9;a 十 十 ) 
for (b=0;b<=9;b 十 十 ) 
for (c=0;c<=9;c+t 二 ) 
for (d=0;d<=9;d++ 十 ) 
for (e=0;e<=9;e++ 十 ) 
if (a==b || a==¢ || a==d || a==e || b==¢ || b==d 
Ubeseillee=dllicmee | dee) 
continue; // 避 免 重复 
else 
{ m=ax*1000+bx100+c*10+d; 
n 一 ax 1000+b* 100 十 ex 10+d; 
s 一 ex 10000 十 dx 1000 十 cx 100 十 ax 10 十 di; 




















if (m+n==s) 
printf(" 兵 :%d 炮 :%d 马 :%d 卒 :%d 车 :%d\n"， 
a,b,c,d,e); 


} 
void main() 
{ 

fun(); 
} 


程序 的 输出 结果 如 下 : 





兵 :5 炮 :2 马 :4 卒 :0 车 :1 


【 例 4. 4】 有 n(n 三 4) 个 正 整 数 ,存放 在 数组 a 中 ,设计 一 个 算法 从 中 选 出 3 个 正 整 数 
组 成 周 长 最 长 的 三 角形 ,输出 该 三 角形 的 周 长 , 若 无 法 组 成 三 角形 则 输出 0。 

采用 直接 穷 举 思路 ,用 i\j\k 三 重 循环 ,让 i 二 j<<k, 以 避免 正 整数 被 重复 选中 , 设 选 
中 的 3 个 正 整 数 a[ 杂 .a[j] 和 a[k] 之 和 为 len, 其 中 最 大 正 整数 为 ma, 能 组 成 三 角形 的 条 件 
是 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 即 ma 二 len-ma。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 
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#include < stdio.h> 
# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
# define max3(x,y,z) max(max(x,y), (z)) // 求 3 个 整数 中 的 最 大 者 
void solve(int a[] ,int mn) 
{ inti,j,k,len,ma,maxlen=0; 
for (i=0;i<nii 十 十 ) 
for (j=i 十 1;j< nj;j 十 十 ) 
for (k 王 j 士 1;k< ni;k 十 十 ) 
{ len 一 a 品 十 a 中 十 a[k] ; 
ma= max3(a[i] ,a0] ,a[k] ) ; 
if (ma< len-ma) //a[ \aD] .a[kj 能 组 成 一 个 三 角形 
{ if (len>maxlen) // 比 较 求 最 长 的 周 长 
maxlen= len; 
} 
} 
if (maxlen> 0) 
printf(" 最 长 三 角形 的 周 长 =%d\n", maxlen); 
else 
printf("0\n"); 
} 


void main( ) 

{ inta[]={4,5,8,20); 
int n=4; 
solve(a, n); 


} 
程序 的 输出 结果 如 下 : 
最 长 三 角形 的 周 长 =17 


直接 穷 举 法 提供 了 一 种 直接 求解 问题 的 思路 ,实际 中 可 以 加 以 改进 提高 算法 效率 。 
422 简单 选择 排序 和 冒 泡 排序 i 
【问题 描述 】 对 于 给 定 的 含有 个 元 素 的 数组 a, 将 其 按 元 素 值 递增 | 葵 
排序 。 
第 2 章 介绍 过 采用 递归 方法 设计 简单 选择 排序 和 冒 泡 排序 算法 ,这 里 
讨论 采用 直接 穷 举 思路 设计 这 两 种 算法 。 


T“ 何 单 选择 排序 








假设 整 型 数组 a 中 有 10 个 元 素 ,简单 选择 排序 将 整个 元 素 分 为 有 序 区 和 无 序 区 ,有 序 ~ 





区 的 所 有 元 素 均 小 于 无 序 区 的 元 素 ,这样 的 有 序 区 称 为 全 局 有 序 区 。 然 后 针对 无 序 区 的 每 
个 位 置 i(0 志 in 一 2) 从 无 序 区 挑选 第 i 小 的 元 素 放 在 该 位 置 ,挑选 过 程 采用 直接 穷 举 方 
法 ,用 记录 无 序 区 中 最 小 元 素 的 下 标 , 依 次 通过 无 序 区 中 所 有 元 素 的 比较 来 实现 , 当 上 不 
等 于 i 时 将 a[ 门 与 aLkj] 元 素 交 换 。 

例如 ,图 4. 2 所 示 为 ;一 3 的 一 趟 简单 选择 排序 过 程 ,其 中 a[0..2] 是 有 序 的 ,从 a[3..9] 
中 挑选 最 小 元 素 a[5], 将 其 与 a[3] 进 行 交换 ,从 而 扩大 有 序 区 \ 减 小 无 序 区 。 
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有 序 区 无 序 区 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1121316TsT4[1ro[71si? 





sg 
从 无 序 区 中 通过 依次 比较 
挑选 最 小 元 素 放 在 a[3] 处 

2 5 6 7 8 
[i11213s[slwv[l7Islo| 





























有 序 区 无 序 区 
图 4.2 一 趟 简单 选择 排序 过 程 
采用 穷 举 思路 实现 简单 选择 排序 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void swap(int &x,int &y) // 交 换 x 和 y 
{ inttmp=x; 

x YY 一 op 


} 


void SelectSort(int a[] ,int n) // 对 a[0..n 一 切 元 素 进行 递增 简单 选择 排序 
i 
for (i=0;i<n 一 1;i 十 十 ) // 进 行 n 一 1 趟 排序 
{ k=i; // 用 上 记录 每 趟 无 序 区 中 最 小 元 素 的 位 置 
for (j=i+1;j<n;j 二 十 ) // 在 a[i 十 1..n 一 切中 采用 穷 举 法 找 最 小 元 素 a[k] 
if(aD]<a[) 
k=j; 
if (k!=D) // 车 a[kj 不 是 最 小 元 素 ,将 a[kj 与 a[ 癌 交换 
swap(a[i] ,a[k]); 
} 
} 
void disp(int a[] ,int n) // 输 出 a 中 的 所 有 元 素 
6 ntls 


for (i= 王 0;i< nii 十 十 ) 
printf("%d ",a[i]); 
Printf("\n"); 
} 
void main( ) 
ntnslo 
int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8); 
printf(" 排 序 前 :"); disp(a, n); 





am SelectSort(a, n); 


printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); 
} 


【算法 分 析 】 在 含有 个 元 素 的 数组 a 中 采用 举 穷 法 找 出 最 小 元 素 需要 进行 2 一 1 次 
比较 , 则 在 a[i 十 1..n 一 1] 中 找 最 小 元 素 <LA] 需 要 进行 n 一 i 一 1 次 比较 , 所 以 算法 总 的 比较 


天 一 2 
次 数 为 (一 i 一 1) = 2 二 OO ) 。 简单 选 择 排序 的 时 间 主 要 花费 在 元 素 的 比较 
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上 ,移动 元 素 的 最 多 次 数 为 3(n 一 1) ,所 以 该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OC ) 。 


冒 泡 排序 也 将 整个 元 素 分 为 有 序 区 和 无 序 区 ,有 序 区 的 所 有 元 素 均 小 于 无 序 区 的 元 素 ， 
即 为 全 局 有 序 区 。 然 后 针对 无 序 区 的 每 个 位 置 i(0 志 i 过 n 一 2) 从 无 序 区 通过 交换 方式 将 第 i 
小 的 元 素 放 在 该 位 置 ,交换 过 程 也 是 采用 直接 穷 举 方法 ,从 无 序 区 尾部 开始 , 当 相 邻 的 两 个 
元 素 逆序 时 将 两 者 交换 。 当 某 一 趟 没有 元 素 交 换 时 说 明 无 序 区 已 经 有 序 了 ,所 有 元 素 均 有 
序 , 算 法 结束 。 

例如 ,图 4. 3 所 示 为 i=3 的 一 趟 冒 泡 排序 过 程 ,其 中 a[0..2] 是 有 序 的 ,从 a[3..9] 中 通 
过 交换 将 最 小 元 素 放 在 a[5] 处 ,从 而 扩大 有 序 区 \ 减 小 无 序 区 。 

















有 序 区 无 序 区 
DC 7 8 9 
1|2|3|6|8|4|1|17|15|19 
ES 
从 无 序 区 中 通过 交换 方式 
挑选 最 小 元 素 放 在 c[3] 处 


1[2[3 硬 glsls[iol7?[， 
mi 


有 序 区 无 序 区 



































图 4.3 一 趟 冒 泡 排 序 过 程 
采用 穷 举 思路 实现 冒 泡 排序 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
void BubbleSort(int a[] ,int n) // 对 a[0..n 一 起 按 递增 有 序 进行 冒 泡 排序 
{inti,j; int tmp; 

bool exchange; 





A ee pe th) // 进 行 n 一 1 趟 排序 
{ exchange=false; // 本 趟 排序 前 置 exchange 为 false 
tor drn=li> 1 == // 无 序 区 元 素 比较 , 找 出 最 小 元 素 
if (aGJ<aG—1]) // 当 相 邻 元 素 反 序 时 
{ swap(a 四 ,a0 一 J); 。 //a 四 与 a0 一 J 进行 交换 
exchange= true; // 本 趟 排序 发 生 交换 置 exchange 为 true 
} 
if (exchange 一 一 false) // 本 趟 未 发 生 交 换 时 结束 算法 
return; 
} 
} 
void disp(int a[] ,int n) // 输 出 a 中 的 所 有 元 素 
{ inti; 


for (i=0;i<n;it 十 ) 
printf("%d ",a[]); 
printf("\n"); 
» 
void main( ) 
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{ intn=10; 
int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8); 
printf( "排序 前 :"); disp(a,n); 
BubbleSort(a,n) ; 
printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); 

} 


【算法 分 析 】 骨 泡 排序 的 时 间 主 要 花费 在 元 素 的 比较 和 交换 上 ,当初 始 数据 正 序 时 只 
需 通 过 一 趟 排序 ,此 时 呈现 最 好 的 时 间 复 杂 度 为 O(z) 。 当 数据 反 序 时 呈现 最 坏 情 况 ,元素 











比较 次 数 为 > 1 一 六 on 一 ;一 D) = 2 于 也 ,元素 移 动 次 数 为 其 3 售 ,最 坏 时 间 复杂 
i=0 j 一 二 1 i=0 


度 为 O02) 。 该 算法 的 平均 时 间 复杂 度 也 为 OO ) 。 
423 字符 串 匹 配 


【问题 描述 】 对 于 字符 串 * 和 4, 若 1 是 s 的 子 串 , 返 回 1 在 s 中 的 位 置 (z 的 首 字符 在 s 
中 对 应 的 下 标 ) ,否则 返回 一 1。 

【问题 求解 】 采用 直接 穷 举 法 求解 , 称 为 BF 算法 。 该 算法 从 * 的 每 一 个 字符 开始 查 
找 ,看 4 是否 会 出 现 。 例 如 ="aababcde" ,上 一"abcd" ,两 个 字符 串 的 匹配 过 程 如 图 4.4 所 
示 ,在 成 功 时 ;一 7 一 4, 返 回 ;一 ) 一 3。 


s aababcde s aababcde 
1 abcd 上 abcd 

(a) 从 s[0] 开 始 比较 : 失败 (b) 从 s[1] 开 始 比 较 : 失败 
s aababcde s aababcde 
i ， 出 

(©) 从 s[2] 开 始 比较 : 失败 (d) 从 s[3] 开 始 比 较 : 成 功 


图 4.4 两 个 字符 串 的 匹配 过 程 
对 应 的 BF 算法 如 下 : 
int BF(string s, string t) // 字 符 串 的 匹配 


{ intim0,je=0s 
while (i<s.length() && j<t.length()) 


os) // 比 较 的 两 个 字符 相同 时 
i 
ee 
} 
else // 比 较 的 两 个 字符 不 相同 时 
{ i=i-j+tl; /Wi 回 退 到 原来 i 的 下 一 个 位 置 
j=0 //j 从 0 开始 
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} 


if (==t.length()) //t 的 字符 比较 完毕 
return i 一 j; //t 是 s 的 子 串 ,返回 位 置 
else //t 不 是 s 的 子 串 
return 一 1; // 返 回 一 1 


} 


【算法 分 析 】 BF 算法 花费 的 主要 时 间 是 字符 的 比较 。 若 * 和 : 中 字符 的 个 数 分 别 为 7 
和 m ,并且 4 是 的 子 串 ,最 好 的 情况 是 从 sL0] 的 比较 (第 1 趋 ) 成 功 ,此 时 T(x,m) 二 OCm); 
最 坏 的 情况 是 * 的 末尾 的 m 个 字符 为 1 ,前 面 n 一 m 赵 比 较 均 失败 并 且 每 次 需要 比较 m 次 ， 
此 时 工 4,mm) 二 O(nXm) ,容易 求 出 平均 时 间 复 杂 度 也 是 O(n Xm)。 

显然 BF 算法 效率 不 高 ,对 其 改进 的 高 效 算法 有 KMP、BM 算法 等 。 

【 例 4.5】 有 两 个 字符 串 s 和 上, 设计 一 个 算法 求 上 在 s 中 出 现 的 次 数 。 例 如 一 
"abababa" ,1 二 "aba", 则 4 在 s 中 出 现 两 次 (不 考虑 子 串 重 全 的 情况 )。 

采用 BF 算法 思路 ,用 num 记录 1 在 s 中 出 现 的 次 数 ( 初 始 时 为 0) 。 当 在 * 中 找到 1 
出 现 一 次 时 num 十 十 ,此 时 j=1 的 长 度 ,i 指向 s 中 本 次 出 现 : 子 串 的 下 一 个 字符 ,所 以 为 了 
继续 查找 1 子 串 的 下 一 次 出 现 ,只 需要 置 ) 王 0。 对 应 的 算法 如 下 : 


int Count(string s, string t) // 求 t 在 s 中 出 现 的 次 数 
{ intnum=0; // 累 计 出 现 次 数 
int i=0,j=0; 
while (i<s.length() && j<t.length()) 
{ if(s[]==t0]) // 比 较 的 两 个 字符 相同 时 
CE 
i 
} 
else // 比 较 的 两 个 字符 不 相同 时 
{ i=i-j+tl; /Wi 回 退 
j=0; //j 从 0 开始 
} 
if(j==t. length()) 
{ Dam 十 十 // 出 现 次 数 增 1 
j=0; /让 从 0 开始 继续 
} 
} 
return num; 





424 求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 


【问题 描述 】 给 定 一 个 有 n(n 三 1) 个 整数 的 序列 , 求 出 其 中 最 大 连续 
子 序列 的 和 。 例 如 序列 (一 2,11, 一 4,13, 一 5, 一 2) 的 最 大 子 序列 和 为 20， 
序列 (一 6,2,4, 一 7,5,3,2, 一 1,6, 一 9,10, 一 2) 的 最 大 子 序列 和 为 16。 规 
定 一 个 序列 的 最 大 连续 子 序 列 和 至 少 是 0, 如 果 小 于 0, 其 结果 为 0。 

在 第 3 章 中 介绍 过 采用 分 治 法 思路 求解 ,这 里 采用 穷 举 法 思路 求解 。 
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解法 1: 设 含有 nn 个 整数 的 序列 a[0..n 一 1] 和 其 中 任何 























连续 子 序列 a[i.. 站 (i<j,0<i<n 一 1,i<j<n 一 DD, 求 出 它 局 3 < 
的 所 有 元 素 之 和 thisSum, 并 通过 比较 将 最 大 值 存放 在 | 1|7|20015113 
maxSum 中 ,最 后 返回 maxSum。 这 种 解法 是 通过 穷 举 所 有  ， 4 | G1 4 | 
连续 子 序列 (一 个 连续 子 序列 由 起 始 下 标 i 和 终止 下 标 j 确 3| | I3|lsis 
定 ) 来 得 到 ,是 典型 的 穷 举 法 思想 。 4 -5 |-7 

例如 ,对 于 a[0..5]=={ 一 2,11, 一 4,13, 一 5, 一 2}, 求 出 5 一 























的 a[i..j](i< 站 的 所 有 元 素 和 如 图 4. 5 所 示 ( 行 号 为 i, 列 号 图 45 所 有 a[i..j] 的 元 素 和 
为 站 ,其 中 20 是 最 大 值 , 即 最 大 连续 子 序 列 和 。 


本 解法 对 应 的 完整 程序 如 下 : 
#include < stdio.h> 
int maxSubSuml(int a[] ,int n) // 求 a 的 最 大 连续 子 序列 和 
LE 
int maxSum=0, thisSum; 
for (i=0;i<nii 十 十 ) // 两 重 循环 穷 举 所 有 的 连续 子 序列 
{ for (j=i;j<n;j++) 
{ thisSum=0; 


for (k=i;k < 王 j;k 十 十 ) 
thisSum 十 一 a[k] ; 
if (thisSum > maxSum) // 通 过 比较 求 最 大 连续 子 序列 之 和 
maxSum= thisSum; 
} 
} 
return maxSum; 
} 
void main( ) 
uintall=(=21 4 188, =2}3 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
intb[D={— 6,2;4, 7,5;3»2, —156,—9.10,—2); 
int m= sizeof(b)/sizeof(b[0]); 
printf("a 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 : %ld\n",maxSubSuml(a,n)); // 输 出 :20 
printf("b 序列 的 最 大 连续 子 序 列 的 和 :%ld\n",maxSubSuml(b,m)); ”// 输 出 :16 





} 


【算法 分 析 】 maxSubSuml(a,n) 算 法 中 用 了 三 重 循环 ,所 以 有 : 
nl nl 


nl n—l n—l 
TO = TSI 2 210 一 i 十 1) 二 > Dn—i+1) = OOe) 
名 


i=0 j=i k=i i=0 j=i 


解法 2: 改进 前 面 的 解法 ,在 求 两 个 相 邻 子 序列 之 和 时 它们 之 间 是 关联 的 。 例 如 , 设 
Sum(a[Li.. 门 ) 表 示 a[i.. 站 中 所 有 元 素 的 和 ,Sum(a[0..3]) 二 eaL0] 十 aeL1] 十 eL2] 十 e[L3] ,而 
Sum(a[0..4]) 二 a[0j] 十 a[1J 十 a[2] 十 a[3] 十 a[4], 在 前 者 计算 出 来 后 求 后 者 时 只 需 在 前 者 
的 基础 上 加 a[4] 即 可 ,没有 必要 每 次 都 重复 计算 , 即 求 Sum(a[Lz.. 门 ) 的 递 推 关系 如 下 : 

















Sum(a[i..i])=0 当 a[i.. 刀 没有 元 素 时 
Sum(a[i..j])=Sum(a[i..j—1])+a[)] 当 a[i.. 四 存在 元 素 时 
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注意 求 Sum(a[i.. 门 ) 和 Sum(a[i..j 一 1]) 时 对 应 的 子 序列 都 是 从 a[ 门 开始 的 。 改 进 后 
的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
int maxSubSum2(int a[] ,int n) // 求 a 的 最 大 连续 子 序列 和 
由 
int maxSum=0, thisSum; 
for (i=0;i<nii 十 十 ) 
{ thisSum 一 0; 
for (j=i;j<n;j+ 十 ) 
{ thisSum++=a0]; 
if (thisSum > maxSum) 
maxSum= thisSum; 
} 
} 
return maxSum; 
} 
void main( ) 
nvaDl={=2 1 1 2 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
int bOD={=6,2,4,—7,5,3,2,—1,6,—9,10,—2}; 
int m= sizeof(b)/sizeof(b[0]); 
printf("a 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 : %ld\n",maxSubSum2(a,n)); // 输 出 :20 
printf("b 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 : %ld\n",maxSubSum2(b,m)); // 输 出 :16 








} 


【算法 分 析 】 maxSubSum2(a,n) 算 法 中 只 有 两 重 循环 , 容 易 求 出 T(n) 二 Om ) 。 尽 管 
这 样 改进 后 降低 了 算法 的 时 间 复 杂 度 ,但 采用 的 仍 是 穷 举 法 思路 。 

解法 3: 进一步 改进 解法 2, 从头 开始 扫描 数组 a, 用 thisSum( 初 值 为 0) 记录 当前 子 序 
列 之 和 ,用 maxSum( 初 值 为 0) 记录 最 大 连续 子 序列 和 。 如 果 在 扫描 中 遇 到 负数 ,当前 子 序 
列 和 thisSum 将 会 减 小 , 若 thisSum 为 负数 ,表明 前 面 已 经 扫描 的 那个 子 序列 可 以 抛弃 了 ， 
则 放弃 这 个 子 序列 ,重新 开始 下 一 个 子 序 列 的 分 析 , 并 置 thisSum 为 0。 若 这 个 子 序列 和 
thisSum 不 断 增 加 ,那么 最 大 子 序 列 和 maxSum 也 不 断 增加 。 本 算法 仍 采用 穷 举 法 的 思路 。 

进一步 改进 后 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
int maxSubSum3(int a[] ,int mn) // 求 a 的 最 大 连续 子 序列 和 
{ inti,maxSum=0, thisSum=0; 

for (i=0;i<n;it 二 +) 





{ thisSum+=a[]; mm 
if (thisSum<0) // 车 当前 子 序 列 和 为 负数 , 则 重新 开始 下 一 个 子 序列 
thisSum=0; 
if (maxSum < thisSum) // 比 较 求 最 大 连续 子 序列 和 


maxSum= thisSum; 
} 


return maxSum; 
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void main() 
4 国人 2 一 本 二 2 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
int hl (= 0 2 132 0 9 10 2): 
int m= sizeof(b)/sizeof(b[0]); 
printf("a 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 : %ld\n",maxSubSum3(a,n)); // 输 出 :20 
printf("b 序列 的 最 大 连续 子 序列 的 和 :%ld\n",maxSubSum3(b,m)); // 输 出 :16 








} 


【算法 分 析 】 显然 在 该 算法 中 仅 扫描 a 数组 一 次 ,其 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 
从 中 看 出 ,尽管 一 般 而 言 采用 蛮 力 法 设计 的 算法 效率 不 高 ,但 通过 精心 设计 , 仍 可 以 设 
计 出 高 效 的 算法 。 


425 求解 壤 集 问题 


【问题 描述 】 对 于 给 定 的 正 整 数 n(n 三 1) , 求 1~n 构成 的 集合 的 备 集 扫 -- 扫 
( 即 由 1~n 的 集合 中 所 有 子 集 构成 的 集合 ,包括 全 集 和 空 集 )。 ; 

解法 1: 采用 直接 穷 举 法 求解 ,将 1~n 存放 到 数组 a 中 ,求解 问题 变 为 
构造 集合 a 的 所 有 子 集合 。 设 集合 a[0..2] 二 {1,2,3), 其 所 有 集合 元 素 对 ”局 呈 性 
应 的 二 进 制 位 及 其 十 进 制 数 如 表 4. 1 所 示 。 视频 讲解 




















表 4.1 所 有 子 集 对 应 的 二 进 制 位 

集合 元 素 对 应 的 二 进 制 位 对 应 的 十 进 制 数 
{} = = 
{1} 001 1 
{2} 010 2 
2 011 3 
{3} 100 4 
{1,3} 101 5 
{2,3} 110 6 
{1,2,3} 111 7 








因此 对 于 含有 n(n 三 1) 个 元 素 的 集合 c, 求 寡 集 的 过 程 如 下 : 


for (i=0;i<2^n;i 二 十 ) // 穷 举 a 的 所 有 集合 元 素 并 输出 
{ ”将 i 转换 为 二 进 制 数 b; 

输出 b 中 为 1 的 位 对 应 的 a 元 素 构成 一 个 集合 元 素 ; 
} 





采用 直接 穷 举 法 求 a 二 {1.2,3) 的 竹 集 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < math.h> 

# define MaxN 10 

void inc(int b[], int n) // 将 b 表 示 的 二 进 制 数 增 1 
{ for(inti=0;i<n;i+t 十 ) // 遍 历数 组 b 
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{ it(b 品 ) // 将 元 素 1 改 为 0 
b 吕 三 0; 
else // 将 元 素 0 改 为 1 并 退出 for 循环 
Ob 
break; 
} 
} 
} 
void PSet(int a[] ,int b[] ,int n) // 求 里 集 
tinti ks 
int pw= (int) pow(2, n); 人 求 22 
printf("1~%d 的 短 集 :\n ",n); 
for(i=0;i<pwii 十 十 ) // 执 行 2" 次 
{ printfC("{ "); 
for (k=0;k<n;k+t 十 ) // 执 行 n 次 
if(b[k]) 


printf("%d ",a[k]); 
printf("} "); 
inc(b,n); /人 表示 的 二 进 制 数 增 1 
} 
printf("\n"); 
} 
void main( ) 
{ intn=3; 
int a[MaxN], b[MaxN]; 
for (int i=0;i<n;i 二 十 ) 


{ a[]=itl; //a 初始 化 为 {1,2,3} 
b[]=0; //b 初 始 化 为 {0,0,0} 
} 
PSet(a, b, n); 
. 
程序 的 输出 结果 如 下 : 
1 一 3 的 寡 集 : 


Ol 昌 二 本 放生 电 ) 








【算法 分 析 】 算法 中 pw 循环 2 次 ,不 考虑 寡 集 输 
出 ,inc( ) 的 时 间 为 O(n), 所 以 算法 的 时 间 复 杂 度 为 0 | 初始 值 
OnX2"), 属 于 指数 级 的 算法 。 

















| 
{1} 添加 1 











解法 2: 采用 增 量 穷 举 法 求解 1~n 的 宕 集 ,w 一 3 时 ~ 








的 求解 过 程 如 图 4. 6 所 示 , 用 ps 表示 笑 集 结果 ( 它 的 每 {2}.{12} 添加 2 

一 个 元 素 是 一 个 整数 集合 ) 。 
求 1 一 3 的 寡 集 的 过 程 如 下 : 
(1) 产生 一 个 空 集 元 素 人 )} 添 加 到 ps 中 , 即 ps={ 4 册 介 到 3 
(2) 在 步骤 (1) 得 到 的 ps 的 每 一 个 集合 元 素 的 未 尾 “全 全 B9013)23)123) 

添加 1 构成 新 集合 元 素 {1) ,将 其 添加 到 ps 中 . 即 ps= 图 4.6 求 1~3 的 智 集 的 过 程 








T 
{3}{13}{2 3}.{123} 添加 3 
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{ {},{1} 。 
(3) 在 步骤 (2) 得 到 的 ps 的 每 一 
将 其 添加 到 ps 中 , 即 ps=={ {},{1),{2),{1,2) }。 
(4) 在 步骤 (3) 得 到 的 ps 的 每 一 个 


(28d 
最 后 的 ps 构成 {1,2,3} 的 寡 集 。 
在 实现 算法 时 用 一 个 vector< int > 容器 表示 一 


容器 存放 寡 集 ( 即 集合 的 集合 ) 。 
用 i 穷 举 1~n 产生 所 有 集合 元 素 得 到 寡 集 。 
如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < vector> 
using namespace std; 
Vector< vector < int >> ps; 
void PSet(int n) 
{ vector< vector<int>> psl; 
Vector < vector < int >>: :iterator it; 
Vector<int> s; 
ps. push_back(s); 
for (int i=l;i<=nsild+) 
{ psl=ps; 
for (it 一 psl.begin() ;it! 王 psl.end(); 十 十 it) 
(it). push_back(i); 
for (it 一 psl.begin() ;it! 王 psl.end(); 十 十 itb) 
ps. push_back( * it) ; 
} 
} 
void dispps( ) 
{ vector< vector< int>>: :iterator it; 
Vector < int >: :iterator sit; 
for (it 一 ps.begin() ;it! 王 ps.end() ;十 十 it) 
{printfC("{ "); 


printf("%d ", * sit); 
printf("} "); 
} 
printfC("\n"); 





pe } 
void main( ) 
{ intn=3; 
PSet(n); 
printf("1 一 %d 的 知 集 :\n ",n); 
dispps(); 
} 


合 元 素 的 末尾 添加 2 构成 新 集合 元 素 {2 


合 元 素 的 末尾 添加 3 构成 新 集合 元 素 {3 


btls2)s 


th 


1,2,3) ,将 其 添加 到 ps 中 , 即 ps 一 { {}， pe ap pe npg 


合 元 素 , 用 vector < vector< int > > 


对 应 的 求解 1 一 集合 的 寡 集 的 完整 程序 


// 存 放 备 集 

// 求 1~n 的 客 集 ps 
// 子 宕 集 

// 千 集 迭 代 器 


// 添 加 {) 空 集合 元 素 

// 循 环 添加 1 一 n 

//psl 存放 上 一 步 得 到 的 寡 集 

// 在 psl 的 每 个 集合 元 素 的 末尾 添加 i 
// 将 psl 的 每 个 集合 元 素 添加 到 ps 中 
// 输 出 宕 集 ps 


// 寡 集 迭 代 器 
/ /等 集 集合 元 素 迭 代 器 


for (sit=( * it).begin();sit!=( * it).end(); 十 十 sit) 


AM 人力 法 | 





程序 的 输出 结果 如 下 : 


1 一 3 的 寡 集 : 
HT Ca Lt28 CL23)} 


【算法 分 析 】 对 于 给 定 的 ”每 一 个 集合 元 素 都 要 处 理 , 有 2 个 ,所 以 上 述 算法 的 时 间 
复杂 度 为 O(2") 。 

说 明 : 在 本 算法 设计 中 采用 vector< vector< int > > 容器 存放 规 集 ,并 利用 vector 容器 
的 相关 成 员 函 数 实现 算法 思路 ,这 样 算法 设计 十 分 简单 ,程序 员 的 精力 主要 花费 在 理解 算法 
策略 上 而 不 是 实现 细节 上 。 
426 求解 简单 01 背包 问题 

【问题 描述 】 有 个 重量 分 别 为 ww ze、 zw 的 物品 (物品 编号 为 
1 一 2) ,它们 的 价值 分 别 为 w、v、…、vw,， 给 定 一 个 容量 为 W 的 背包 。 设计 
从 这 些 物品 中 选取 一 部 分 物品 放 入 该 背包 的 方案 ,每 个 物品 要 么 选中 要 么 
不 选中 ,要 求 选中 的 物品 不 仅 能 够 放 到 背包 中 ,而 且 具 有 最 大 的 价值 ,并 对 
表 4.2 所 示 的 4 个 物品 求 出 W=6 时 的 所 有 解 和 最 佳 解 。 

表 4.2 4 个 物品 的 信息 




















物品 编号 重量 价值 
1 5 4 
3 4 
3 2 3 
4 1 1 


【问题 求解 】 对 于 个 物品 、 容 量 为 W 的 背包 问题 ,采用 前 面 求 寡 集 的 方法 求 出 所 有 
的 物品 组 合 , 对 于 每 一 种 组 合 ,计算 其 总 重量 sumw 和 总 价值 sumv, 当 sumw 小 于 等 于 W 
时 该 组 合 是 一 种 解 , 并 通过 比较 将 最 佳 方案 保存 到 maxsumw 和 maxsumv 中 ,最 后 输出 所 
有 的 解 和 最 佳 解 。 

对 于 表 4. 2 所 示 的 4 个 物品 , 当 王 ==6 时 求 所 有 解 和 最 佳 解 的 完整 程序 如 下 ， 


#include < stdio.h> 
#include < vector> 
using namespace std; 





Vector < vector < int >> ps; // 存 放 短 集 
void PSet(int n) // 求 1~a 的 宕 集 ps lee 
{ vector< vector<int>> psl; // 子 客 集 

Vector < vector < int >>: :iterator it; // 宕 集 迁 代 器 

Vector<int> s; 

ps. push_back(s); // 添 加 {} 空 集合 元 素 

for (int i 一 1;i< 一 nii 十 十 ) // 循 环 添加 1 一 n 

{ psl=ps; //psl 存放 上 一 步 得 到 的 朝 集 

for (it 一 psl.begin() ;it! 王 psl.end() ;十 十 it) 
(xit).push_back(i); // 在 psl 的 每 个 集合 元 素 的 末尾 添加 i 
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for (it 一 psl1.begin() ;it! 王 psl.end() ;十 十 it) 


ps. push_back( * it); // 将 psl 的 每 个 集合 元 素 添加 到 ps 中 
} 
} 
void Knap(int w[] ,int v[] ,int W) // 求 所 有 的 方案 和 最 佳 方案 
{ intcount=0; // 方 案 编号 
int sumw,sumv; // 当 前 方案 的 总 重量 和 总 价值 
int maxi, maxsumw 一 0,maxsumv 一 0; // 最 佳 方案 的 编号 ,总 重量 和 总 价值 
Vector < vector < int >>: :iterator it; // 知 集 迭 代 器 
Vector < int >: :iterator sit; // 客 集 集合 元 素 迭 代 器 
printf(" 序号 \t 选中 物品 \t 总 重量 \t 总 价值 \t 能 否 装 入 \n"); 
for (it=ps. begin() ;it! 一 ps.end(); 十 十 it) // 扫 描 ps 中 的 每 一 个 集合 元 素 


{ printf(" %d\t",count+1); 
sumw= sumv=0; 
printf("{"); 
for (sit=( * it). begin() ;sit!=( * it).end(); 十 十 sit) 
{ printf("%d ", * sit); 
sumw++=w[* sit—1]; //w 数 组 下 标 从 0 开始 
sumv 十 一 v[* sit—1]; //v 数 组 下 标 从 0 开始 
} 
printf("}\t\t% d\t%d ", sumw, sumv); 
if (sumw <= W) 
{ printf(" 能 \n"); 
if (sumv> maxsumv) // 比 较 求 最 优 方案 
{ maxsumw=sumw; 
maxsumv= sumv; 
maxi= count; 


} 
} 
else printf(" 否 \n"); 
count 十 十 ; // 方 案 编号 增加 1 
} 
printf(" 最 佳 方案 为 : "); 
printf(" 选 中 物品 "); 


printf("{ "); 

for (sit=ps[maxi] .begin() ;sit!=ps[maxi] .end() ;十 十 sit) 
printf("%d ", * sit); 

printfC"}, "); 

printf(" 总 重量 :%d, 总 价值 : %d\n",maxsumw,maxsumv); 





} 


PE void main( ) 


intn=4,W=6 
int w[]={5,3,2,1); 
int v 口 一 {4,4,3,1}; 
PSet(n); 
printf("0/1 背包 的 求解 方案 \n" ,n); 
Knap(w,v, W); 
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程序 的 执行 结果 如 下 : 

0/1 背包 的 求解 方案 

序号 ”选中 物品 总 重量 ”总 价值 ”能 否 装 入 
1 人 0 0 能 

{1} 5 4 能 

3 (2 3 4 能 
4 时 名 8 8 否 
5 {3} 2 2 能 
6 人 下 3 隐 7 7 否 
7 C23 7 能 
8 人 站， 10 出 否 
9 {4} 1 能 
10 {14} 6 能 
yh (C24) 4 5 能 
12 tl124} 9 9 否 
13 {34} 3 4 能 
14 {134} 8 8 否 
15 234)} 6 8 能 
16 {1234} 11 12 否 


最 佳 方案 为 : 选中 物品 { 2 3 4 } ,总 重量 :6, 总 价值 :8 


【算法 分 析 】 对 于 ) 个 物品 ,最 主要 的 时 间 花 费 在 求 寡 集 上 ,所 以 算法 的 时 间 复 杂 度 为 
O(2")。 

说 明 : 上 述 求 暴 集 和 0/1 背包 问题 本 质 上 都 是 给 定 一 个 元 素 集合 4 二 和 a1,as，…,a,)， 
产生 的 解 就 是 选择 其 中 的 元 素 ,每 个 元 素 要 么 被 选中 ,要 么 不 被 选中 。 这 一 类 问题 统称 为 子 
集 问 题 。 


42.7 求解 全 排列 问题 


【问题 描述 】 对 于 给 定 的 正 整数 xz 三 1) , 求 1~n 的 所 有 全 排列 。 

【问题 求解 】 这 里 采用 增 量 穷 举 法 求解 。 产 生 1 一 3 全 排列 的 过 程 如 
图 4.7 所 示 , 这 里 n= 二 3, 用 ps 表示 全 排列 结果 ( 它 的 每 一 个 元 素 是 一 个 整数 
集合 ) ,其 求解 过 程 如 下 : 

(1) 产生 一 个 {1} 集 合 元 素 添加 到 ps 中 , 即 ps=={ {1) }。 

(2) i 二 2, 将 psl 设置 为 空 (psl 与 ps 的 类 型 相同 ) ,对 于 ps 的 每 一 个 集合 元 素 *( 含 i 一 
1 个 整数 ) ,在 * 的 每 个 位 置 (位 置 j 等 于 0 到 i 一 1) 插 入 整数 i 产生 新 集合 元 素 ;1, 将 s1 添 
加 到 psl 中 , 即 ps1=={{2,1),{1,2}}。 最 后 置 ps 二 psl。 








(3) i==3, 将 psl 设置 为 空 ,对 于 ps 的 每 一 个 集合 元 素 s( 含 ;一 1 个 整数 ) ,在 的 每 个 ~ 
初始 时 为 1 1 
一 结果 
将 2 插入 到 各 位 上 12 21 


将 3 插入 到 各 位 上 123 132 312 213 231 321 求解 的 最 终结 果 


4.7 产生 1 一 3 全 排列 的 过 程 
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位 置 (位 置 j 等 于 0 到 ;一 1) 插 入 整数 ;产生 新 集合 元 素 *1, 将 sl 添加 到 psl 中 , 即 psl 一 
143,2,1),{2,3,1),{2,1,3),{3,1,2),{1,3,2},{1,2,3}}。 最 后 置 ps 一 psl。 

得 到 的 ps 构成 {1,2,3} 的 全 排列 。ps 的 元 素 顺序 与 常规 顺序 正好 相反 ,最 后 将 ps 的 集 
合 元 素 反 向 输出 即 可 。 

在 实现 算法 时 用 一 个 vector< int > 容器 表示 一 个 集合 元 素 , 用 vector < vector< int > > 
容器 存放 寡 集 ( 即 集合 的 集合 ) 。 

求解 1~n 的 全 排列 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < vector> 
using namespace std; 


vector < vector < int >> ps; // 存 放 全 排列 
void Insert(vector < int > s,int i, vector < vector< int>> &psl) 
// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插入 i 得 到 psl 


{ vector<int> sl; 
Vector < int >: :iterator it; 


for (int j=0;j<i;j+ 十 ) // 在 s( 含 i 一 1 个 整数 ) 的 每 个 位 置 插入 i 
{ sl=s; 
it 一 s1.begin() 十 j; // 求 出 插入 位 置 
sl.insert(it,i); // 插 入 整数 i 
psl.push_back(s1); // 添 加 到 psl 中 
} 
} 
void Perm(int n) // 求 1~n 的 所 有 全 排列 
{ vector< vector<int>> psl; // 临 时 存放 子 排列 
Vector < vector < int >>: :iterator it; // 全 排列 迭代 器 


vector< int> s,sl; 
s.push_back(1); 





ps. push_back(s); // 添 加 {1} 集 合 元 素 
for (int i 一 2;i< 一 nii 十 十 ) // 循 环 添加 1 一 n 
{ psl.clear(); //psl 存放 插入 i 的 结果 
for (it= ps. begin() ;it!=ps.end() ;十 十 it) 
Insert( * it,i, ps1); // 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 
ps=psl; 
} 
} 
void dispps() // 输 出 全 排列 ps 
{ vector< vector< int>>: :reverse_iterator it; // 全 排列 的 反 向 迭代 器 
Vector < int >: :iterator sit; // 排 列 集合 元 素 迭 代 器 
for (it=ps. rbegin() ;it!=ps. rend() ;十 十 it) 
EE { for (sit 一 (* it).begin();sit! 一 (* it).end(); 十 十 sit) 
printf("%d", x sit) ; 
printf(”"); 
} 
Printf("\n"); 
} 


void main() 
int Hs 


EE 
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printf("1 一 %%d 的 全 排序 如 下 :\n ",n); 
Perm(n); 
dispps(); 

} 


程序 的 执行 结果 如 下 : 


1 一 3 的 全 排序 如 下 : 
123 132 312 213 231 321 


【算法 分 析 】 对 于 给 定 的 正 整 数 , 每 一 种 全 排列 都 必须 处 理 , 有 n! 种 ,所 以 上 述 算 法 
的 时 间 复 杂 度 为 O(nXn1)。 


428 求解 任务 分 配 问题 


【问题 描述 】 有 n(n 三 1) 个 任务 需要 分 配给 n 个 人 执行 ,每 个 任务 只 
能 分 配给 一 个 人 ,每 个 人 只 能 执行 一 个 任务 ,第 i 个 人 执行 第 j 个 任务 的 成 
本 是 c[][] (i,j 二 n)。 求 出 总 成 本 最 小 的 一 种 分 配方 案 。 

【问题 求解 】 所 谓 一 种 分 配方 案 就 是 由 第 i 个 人 执行 第 j 个 任务 ,用 
(aiq ya) 表示 , 即 第 1 个 人 执行 第 w 个 任务 ,第 2 个 人 执行 第 a 个 任 一 
务 , 以 此 类 推 。 全 部 的 分 配方 案 恰 好 是 1 一 n 的 全 排列 。 

这 里 采用 增 量 穷 举 法 求 出 所 有 的 分 配方 案 ps( 见 4. 2. 7 求全 排列 ) ,再 计算 出 每 种 方案 
的 成 本 , 比较 求 出 最 小 成 本 的 方案 , 即 最 优 方案 。 这 里 以 z 一 4 成 本 如 表 4. 3 所 示 为 例 
讨论 。 








表 4.3 4 个 人 员 、4 个 任务 的 信息 
1 任务 2 任务 3 任 
2 7 





2m ol 
大 品 和 Nm 


4 3 
8 1 
6 9 


oo 一 





对 应 的 完整 求解 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < vector> 

using namespace std; 

# define INF 99999 // 最 大 成 本 值 
#define MAXN 21 

// 问 题 表示 

int n=4; 

int cLMAXN] [MAXN] =1{ {9,2,7,8}, {6,4,3,7}, {5,8,1,8}, {7,6,9,4} }; 
Vector < vector < int >> ps; // 存 放 全 排列 
void Insert(vector < int > s,int i, vector < vector < int >> &psl) 
// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 





} 


{ 
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vector< int > sl; 
Vector < int >: :iterator it; 
for (int j=0;j<i;j+ 二 +) 
{ sl=s; 
it 一 s1.begin() 十 j; 
sl.insert(it,i); 
psl. push_back(s1); 
} 


void Perm(int n) 


Vector < vector < int >> psl; 

Vector < vector < int >>: :iterator it; 
vector <int> s,sl; 

s. push_back(1); 

ps. push_back(s); 

for (int i=2;i<=n;i 二 十 ) 

{ psl.clear(); 


// 在 s( 含 i 一 1 个 整数 ) 的 每 个 位 置 插入 i 


// 求 出 插入 位 置 
// 插 和 整数 ii 
// 添 加 到 psl 中 


// 求 1~n 的 所 有 全 排列 
// 临 时 存放 子 排列 
// 全 排列 迭代 器 


// 添 加 {1} 集 合 元 素 
// 循 环 添加 1 一 n 
//psl 存放 插入 i 的 结果 


for (it= ps. begin() ;it!= ps.end() ;十 十 it) 


Insert( * it,i, ps1); 


ps=psl; 
} 
} 
void Allocate(int n, int &mini, int &minc) 
{ Perm(n); 
for (int i=0;i< ps.size();i 十 十 ) 
{ intcost=0; 
for (int j=0;j<ps[] .size() ;j 十 十 ) 
cost 十 一 c 四 [ps 口中 一 恺 ; 
if (cost< minc) 
{ minc=cost; 
mini=i; 
} 
} 
} 
void main( ) 
{int mincost=INF, mini; 


Allocate(n, mini, mincost) ; 
printf(" 最 优 方案 :\n"); 
for (int k=0;k<ps[Lmini] . size();k 十 十 ) 


// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 


// 求 任务 分 配 问 题 的 最 优 方案 
// 求 出 全 排列 ps 
// 求 每 个 方案 的 成 本 


// 比 较 求 最 小 成 本 的 方案 


//mincost 为 最 小 成 本 , mini 为 ps 中 最 优 方案 的 编号 


printf(" 第 %d 个 人 安排 任务 %d\n",k 十 1,ps[mini] [kj]); 


printf("” 总 成 本 = %d\n", mincost) ; 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 方案 : 


第 1 个 人 安排 任务 2 
第 2 个 人 安排 任务 1 
第 3 个 人 安排 任务 3 
第 4 个 人 安排 任务 4 
总 成 本 一 13 
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说 明 : 上 述 求 全 排列 和 任务 分 配 问题 本 质 上 都 是 给 定 一 个 元 素 集合 4 二 {a1,as，…， 
an} ,产生 的 解 就 是 所 有 元 素 的 一 种 排列 ,每 个 元 素 都 被 选中 ,不 同 解 仅仅 顺序 不 同 。 这 一 类 
问题 统称 为 排列 问题 。 


递归 在 蛮 力 法 中 的 应 用 六 


蛮 力 法 所 依赖 的 基本 技术 是 遍历 技术 ,采用 一 定 的 策略 将 待 求解 问题 的 所 有 元 素 依次 
处 理 一 次 ,从 而 找 出 问题 的 解 。 在 遍历 过 程 中 ,很 多 求解 问题 都 可 以 采用 递归 方法 来 实现 ， 
例如 二 又 树 的 遍历 和 图 的 遍历 等 。 本 节 通 过 几 个 经 典 示例 介绍 其 算法 设计 方法 。 


43.1 用 递归 方法 求解 景 集 问题 


前 面 介绍 了 两 种 采用 直接 穷 举 思路 求解 由 1~n 整数 构成 的 集合 的 宪 集 的 方法 ,这 里 以 
解法 2 为 基础 设计 对 应 的 递归 蛮 力 法 算法 。 

同样 采用 vector < vector < int> > 容器 ps 存放 短 集 ,并 作为 全 局 变量 。 初 始 时 ps 二 {{)}。 

设 f(i,n) 用 于 添加 i~n 整数 ( 共 需 添加 n 一 i 十 1 个 整数 ) 产 生 的 寡 集 ,显然 /(1,n) 就 
是 生成 1~n 的 整数 集合 对 应 的 寡 集 ps。f(i 十 1,) 用 于 添加 i 十 1~n 整数 ( 共 需 添加 一 i 
个 整数 ) 产 生 的 寡 集 ,所 以 Fi,z) 是 “大 问题 ",FGi 十 1,2) 是 “小 问题 "对 应 的 递归 模型 
如 下 : 


f(i,n) 三 产生 知 集 ps 当 i>n 时 
f(i,n) 二 将 整数 i 添加 到 ps 中 原 有 每 个 集合 元 素 的 末尾 得 到 新 集合 元 素 ; ”否则 

将 所 有 新 集合 元 素 添加 到 ps 中 ; 

TFL ms 


对 应 的 完整 求解 程序 如 下 : 
#include < stdio.h> 


#include < vector> 
using namespace std; 





Vector < vector < int>> ps; // 存 放 寡 集 
void Inserti(int i) // 向 宕 集 ps 中 的 每 个 集合 元 素 添加 i 并 插入 到 ps 中 
{ vector<vector<int>> psl; // 子 者 集 
vector< vector < int >>: :iterator it; // 寡 集 迁 代 器 
psl=ps; //psl 存放 原来 的 寡 集 
for (it=psl. begin() ;it! 王 psl.end(); 十 十 it) 
(xit). push_back(i) ; // 在 psl 的 每 个 集合 元 素 的 末尾 添加 i 
for (it=psl. begin() ;it! 一 psl.end(); 十 十 it) 
ps. push_back( * it); // 将 psl 的 每 个 集合 元 素 添加 到 ps 中 
} 
void PSet(int i, int n) // 求 1~n 的 客 集 ps 
ny 
{ Inserti(); // 将 i 插入 到 现 有 子 集中 产生 新 的 子 集 


PSet(it1,n); // 递 归 调用 
} 
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void dispps() // 输 出 宕 集 ps 
{ vector< vector< int>>: :iterator it; // 竹 集 迭 代 器 
Vector < int >: :iterator sit; // 寡 集 集合 元 素 迭 代 器 


for (it=ps. begin() ;it! 一 ps.end() ;十 十 it) 
{ Drintf 人 75 
for (sit=( * it).begin() ;sit! 一 (* it).end(); 十 十 sit) 
printf("%d ", * sit); 
printf("} "); 


} 
printf("\n"); 
} 
void main( ) 


{ intn=3; 
Vector <int> Si 
ps. push_back(s); 


PSet(1,n); // 求 1~n 的 短 集 ps 
printf("1 一 %d 的 寡 集 :\n ",n); 
dispps(); // 输 出 寡 集 ps 


} 


【算法 分 析 】 设 T(n) 二 Ti(1,n) 表 示 求 1 一 的 寡 集 ps 的 执行 时 间 ,Inserti( 让 中 的 循 
环 为 2! 次 ,对 应 的 递 推 式 如 下 : 


Ti(i,n)=1 当 i=n 十 1 时 
Tn TE UE 其 他 情况 


可 以 求 出 T(n)==0(2")。 

432 用 递归 方法 求解 全 排列 问题 

4.2.5 小 节 介 绍 过 一 种 求 1 一 的 全 排列 的 方法 ,现在 采用 递归 蛮 力 法 扫 一 扫 
同样 采用 vector < vector < int > > 容器 ps 存放 全 排列 ,并 作为 全 局 变 

量 。 首 先 初始 化 ps 二 {{1)}。 
设 f(i,n) 用 于 添加 i~n 整数 ( 共 需 添加 n 一 i 十 1 个 整数 ) 产 生 的 全 排 “ 祝 生 浪 

列 ps, 显 然 /(2,n) 就 是 生成 1~n 的 整数 集合 对 应 的 全 排列 ps。f(i 十 1,n) 

用 于 添加 i 十 1~n 整数 ( 共 需 添加 n 一 i 个 整数 ) 产 生 的 全 排列 ,所 以 f(i,n) 是 “大 问题 ”， 

7Gi 十 1,7) 是 “小 问题 ,对 应 的 递归 模型 如 下 : 











f(i,nn) 三 产生 全 排序 ps 当 i>n 时 
f(i,n) 三 置 ps 为 空 ,取出 ps 的 每 个 集合 元 素 * 在 s 的 每 个 位 置 插入 i; 否则 

将 插入 i 后 的 新 集合 元 素 添加 的 psl 中 ; 置 ps 一 psl; 

FEE 
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采用 递归 穷 举 法 求解 1~n 的 全 排列 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < vector> 


using namespace std; 


Vector < vector < int >> ps; // 存 放 全 排列 
void Insert(vector < int > s, int i, vector < vector < int >> &ps1) 
// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 


{ vector<int> sl; 


Vector < int >: :iterator it; 


for (int j=0;j<i;j 十 十 ) // 在 s( 含 i 一 1 个 整数 ) 的 每 个 位 置 插入 i 
{ sl=s; 
it 一 s1.begin() 十 j; // 求 出 插入 位 置 
sl.insert(it,iD; // 插 入 整数 i 
psl. push_back(s1); // 添 加 到 psl 中 
} 
} 
void Perm(int iint n) // 求 1~n 的 全 排列 ps 
{ vector< vector< int>>: :iterator it; // 全 排列 迭代 器 
if (i<=n) 
{ vector<vector<int>> psl; // 临 时 存放 子 排列 
for (it= ps. begin() ;it! 王 ps.end(); 十 十 itb) 
JInsertCx it,i, ps1); // 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 
ps=psl; 
Perm(i 十 1,n); // 继 续 添加 整数 i 十 1 
} 
} 
void dispps( ) // 输 出 全 排列 ps 
{ vector< vector< int>>: :reverse_iterator it; // 全 排列 的 反 向 迭代 器 
vector< int >: :iterator sit; // 排 列 集合 元 素 迭 代 器 


for (it=ps. rbegin() ;it!= ps. rend() ;十 十 it) 
{ for (sit 一 (* it).begin();sit! 一 (* it).end(); 十 十 sit) 
printf("%d", * sit) ; 


printf(”"); 
} 
printf("\n"); 
} 
void main( ) 





{ intn=3; 


printf("1~%d 的 全 排序 如 下 :Vn ",n); ~ 


Vector <int> s; 

s. push_back(1); 

ps. push_back(s); // 初 始 化 ps 为 {{1})} 
Perm(2,n); 

dispps(); 
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【算法 分 析 】 设 T(n) 二 Ti(2,) 表 示 求 1~n 的 全 排列 ps 的 执行 时 间 。 在 插入 i 之 前 
ps 中 有 (i 一 1)! 个 集合 元 素 ,在 每 个 集合 元 素 的 守 个 位 置 插 和 元素;i ,总 时 间 为 ii 一 1)1, 对 


应 的 递 推 式 如 下 : 
Ti(i,n)=1 当 i=n 十 1 时 
TI,n)=Tiitl,n)+tiX(i—1)! 其 他 情况 


可 以 求 出 T(n) 二 O(n Xn!)。 
433 用 递归 方法 求解 组 合 问题 
【问题 描述 】 求 从 1~n 的 正 整 数 中 取 k(k 坟 个 不 重复 整数 的 所 有 





组 合 。 
【问题 求解 】 用 一 维 数组 a[0..k 一 1] 来 保存 一 个 组 合 ( 每 次 找到 一 个 
组 合 时 输出 a 中 的 元 素 ,然后 继续 找 下 一 个 组 合 ), 由 于 一 个 组 合 中 的 所 有 ”| 全 和 生计 
元 素 不 会 重复 出 现 ,这 里 约定 a 中 的 所 有 元 素 递增 排列 ,并 将 数组 a 设置 为 视 员 懈 
全 局 变量 。 

设 /(n,k) 为 从 1~n 中 任 取 k 个 数 的 所 有 组 合 , 它 是 “大 问题 ”*”,f(m,k 一 1) 为 从 1~m 
中 任 取 k 一 1 个 数 的 所 有 组 合 (k 一 1 二 m 过 nn), 它 是 “小 fmt) 
问题 "?。 因 为 a 中 的 元 素 递增 排列 ,所 以 a[k 一 1]j 的 取 
值 范围 只 能 为 k~~n, 当 a[k 一 1] 确 定 为 i 后 合并 /(i 一 1， 
k 一 1) 的 一 个 结果 便 构成 /(n,k) 的 一 个 组 合 结果 ,如 T 
图 4.8 所 示 。 当 k=0 时 a 中 的 所 有 元 素 均 已 确定 , 输 7 alk-]] 只 能 取 k~n 值 








alol alk-2] alk-l 











k 

















出 a 中 的 一 种 组 合 。 图 4.8 求 f(n,k) 的 过 程 
对 应 的 递归 模型 如 下 : 
f(n,k) 三 输出 a 中 的 一 种 组 合 当 k=0 时 
fln,k) 三 i 的 取 值 从 k 到 n: 当 k>0 时 


{alk—1]=i;f(i—1,k—1) } 
求 从 1~~n 中 取 k 个 整数 的 组 合 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAXK 10 





// 问 题 表示 
int n, kk; 

| int a[MAXK]; // 存 放 一 个 组 合 
void dispacomb( ) // 输 出 一 个 组 合 


{ for (int i 一 0;i<kii 十 十 ) 
printf("%3d",a[d); 


printf("\n"); 
} 
void comb(int n, int k) // 求 1~m 中 kk 个 整数 的 组 合 
1 ==0) /人 为 0 时 输出 一 个 组 合 
dispacomb() ; 
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else 
{ for (int ij 一 k;i< 一 ni;i 十 十 ) 
//a[k 一 起 的 位 置 取 k 一 n 的 整数 





comb(i 一 1,k 一 1); //a[k 一 巧 组 合 a[0..i 一 切中 的 k 一 1 个 整数 产生 一 个 组 合 
} 

} 
} 
void main() 
{ n=5; k=3; 

printf("1~%d 中 %d 个 整数 的 所 有 组 合 :\n",n,k); 

comb(n, k); 


该 程序 的 输出 结果 如 下 : 


1~5 中 3 个 整数 的 所 有 组 合 : 
中 


wereoermrme- 
和 
四 四 


求 从 1 一 5 中 取 3 个 整数 的 组 合 的 过 程 如 图 4. 9 所 示 。 
















































































人 3 {2 人 -1 {0 
a[I] 取 2~a[2]-1 值 a[0] 取 1~al1]-1 值 输出 a[0..2] 
[et0 取 2 值 <0F2] [ao 取 ! 值 al0j=1 | 输出 123 

Ba | a[0] 取 1 值 a[0]=1| 输出 124 
]] 取 2~3 值 

人 输出 134 

al1]=3|] [al0] 取 1~2 值 
输出 234 
al1=2] [at0] 取 1 值 输出 125 
输出 135 

<-3| [alo 

a[1] 取 2~4 值 输出 235 
输出 145 
al=4] [cto 取 1-3 值 人 [ctol=2] 输出 245 





























a[0]=3 | ”输出 345 





4.9 求 从 1~5 中 取 3 个 整数 的 组 合 的 过 程 
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【算法 分 析 】 设 T(n,k) 表 示 求 1~n 中 & 个 整数 的 全 部 组 合 ,对 应 的 递 推 式 如 下 : 


Tk)=1 当 k=0 时 
To = PD TOG—1,k—1) 其 他 情况 


可 以 求 出 T(n)==O(C:)。 


图 的 深度 优先 和 广度 优先 遍历 洲 





图 遍历 是 图 算法 的 设计 基础 ,根据 搜索 方法 的 不 同 图 遍历 主要 有 深度 优先 遍历 (depth- 
first search,DFS) 和 广度 优先 遍历 (breadth-first search,BFS) ,这 两 种 遍历 方法 的 应 用 十 分 
广泛 ,它们 本 质 上 都 是 基于 蛮 力 法 思路 。 


44.1 图 的 存储 结构 


无 论 多 么 复杂 的 图 都 是 由 顶点 和 边 构成 的 。 采 用 形式 化 的 定义 ,图 G(Graph) 由 两 个 
集合 VCVertex) 和 天 (Edge) 组 成 , 记 为 G=(V,E) ,其 中 六 是 顶点 的 有 限 集合 , 记 为 V(G)， 
已 是 连接 V 中 两 个 不 同 顶点 (顶点 对 ) 的 边 的 有 限 集合 , 记 为 E(G) 。 

图 分 为 无 向 图 和 有 向 图 两 种 类 型 ,根据 图 中 的 边 是 否 带 有 权 值 又 可 将 图 分 为 不 带 权 图 
和 带 权 图 两 类 。 

说 明 : 为 了 使 算法 设计 简单 ,对 于 含 n(n 二 0) 个 顶点 的 图 ,除了 特别 指定 以 外 ,每 个 顶 
点 的 编号 为 0 一 ?一 1, 即 通过 顶点 编号 唯一 标识 顶点 。 

图 的 存储 结构 除了 要 存储 图 中 各 个 顶点 本 身 的 信息 以 外 ,还 要 存储 顶点 与 顶点 之 间 的 
所 有 关系 ( 边 的 信息 )。 常 用 的 图 的 存储 结构 有 邻接 和 矩阵 和 邻接 表 。 

邻接 矩阵 是 表示 顶点 之 间 相 邻 关系 的 矩阵 。 设 G=(V,E) 是 含有 7 二 0) 个 顶点 的 图 ， 
各 顶点 的 编号 为 0 一 (n 一 1), 则 G 的 邻接 矩阵 4 是 n 阶 方 阵 , 其 定义 如 下 : 

(1) 如 果 G 是 不 带 权 无 向 图 , 则 : 





区 [| 区] 三 若 (i 疙 EECG) 
4 加 办 =0 其 他 
(2) 如 果 G 是 不 带 权 有 向 图 , 则 : 
EEE A[IE]=1 车 <i,j>EE(G) 
4 辐 四 =0 其 他 
(3) 如 果 G 是 带 权 无 向 图 , 则 : 
A[ID]=w; 车 izj 且 (i,j) EE(G) 
4 团 四 =0 二 
EA 其 他 
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(4) 如 果 G 是 带 权 有 向 图 , 则 : 


A 辐 [四 =vw 车 i#j 且 <i,j >EE(G) 
A 辐 四 =0 2 
| EAE 其 他 


例如 ,图 4.10(a) 所 示 的 无 向 图 对 应 的 邻接 矩阵 如 图 4. 10(b) 所 示 。 














01234 
(0) 1) ofo1001 
| 
S10 
@ ©) 4|11010 
(a) 一 个 无 向 图 (b) 图 的 邻接 和 矩阵 
图 4. 10 ”一 个 无 向 图 及 其 邻接 矩阵 表示 
图 的 完整 邻接 矩阵 类 型 的 声明 如 下 : 
# defineMAXV < 最 大 顶点 个 数 > 
typedef struct 
{ intno; // 顶 点 编号 
char data[MAXL]; // 顶 点 其 他 信息 
} VertexType; // 顶 点 类 型 
typedef struct 
{ intedges[MAXV][MAXV]; // 邻 接 和 矩阵 的 边 数组 
int nei // 顶 点 数 、 边 数 
VertexType vexs[MAXV] ; // 存 放 顶 点 信息 
} MGraph; // 完 整 的 图 邻接 矩阵 类 型 


CA 
图 的 邻接 表 存储 方法 是 一 种 链 式 存储 结构 。 图 的 每 个 顶点 建立 一 个 单 链表 ,第 i(0 三 
i<n 一 1) 个 单 链表 中 的 结 点 表示 依附 于 顶点 i 的 边 。 每 个 单 链表 上 附设 一 个 表 头 结 点 ,将 
所 有 表 头 结 点 构成 一 个 表 头 结 点 数组 。 边 结 点 (或 表 结 点 ) 和 表 头 结 点 的 结构 如 下 : 
边 结 点 (或 表 结 点 ) 表 头 结 点 


adjvex | weight | nextarc data | firstarc 






































其 中 , 边 结 点 由 3 个 域 组 成 ,adjvex 指定 与 顶点 i 邻接 的 顶点 的 编号 ,weight 存储 相应 
边 的 相关 权 值 ,nextarc 指向 下 一 条 边 的 结 点 ; 表 头 结 点 由 两 个 域 组 成 ,data 存储 顶点 i 的 
名 称 或 其 他 信息 ,firstarc 指向 顶点 i 的 单 链表 中 的 第 一 个 边 结 点 。 

例如 ,图 4.11(a) 所 示 的 有 向 图 对 应 的 邻接 表 如 图 4. 11(b) 所 示 ( 不 带 权 图 中 的 所 有 边 
权 值 看 成 1, 这 里 没有 画 出 weight 数据 域 ) 。 
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0| w 5 = 1 .1 人 
1 vy | 4 -| 了 -2| 八 
2 孜 引 | 人 
3 | -| 4| j=-|2| 八 
4 Ua 八 
(a) 一 个 有 向 图 (b) 图 的 邻接 表 


图 4.11 一 个 有 向 图 及 其 邻接 表 表示 
图 的 完整 邻接 表 存储 类 型 的 声明 如 下 : 


typedef struct ANode 


{ intadjvex; // 该 边 的 终点 编号 
int weight; // 该 边 的 权 值 
struct ANode * nextarc; // 指 向 下 一 条 边 的 指针 
} ArcNode; // 边 结 点 类 型 
typedef struct Vnode 
{ char data[MAXL]; // 顶 点 的 其 他 信息 
ArcNode * firstarc; // 指 向 第 一 条 边 
} VNode; // 邻 接 表 头 结 点 类 型 
typedef VNode AdjListLMAXV] ; //AdjList 是 邻接 表 类 型 
typedef struct 
{ AdjList adjlist; // 邻 接 表 
int n,e; // 图 中 顶点 数 n 和 边 数 e 
上 ALGraph; 


442 深度 优先 遍历 


从 给 定 图 中 任意 指定 的 顶点 ( 称 为 初始 点 ) 出 发 ,按照 某 种 搜索 方法 沿 扫 -- 扫 
着 图 的 边 访问 图 中 的 所 有 顶点 ,使 每 个 顶点 仅 被 访问 一 次 ,这 个 过 程 称 为 图 
的 遍历 。 
为 了 避免 同一 个 顶点 被 重复 访问 ,必须 记 住 每 个 被 访问 过 的 顶点 。 为 a 
此 设置 一 个 访问 标志 数组 visited[ ], 当 顶点 i 被 访问 过 时 数组 中 的 元 素 。” 视 羽 证 
visited[ 庄 置 为 1 ,否则 置 为 0。 

图 的 搜索 方法 有 两 种 ,一 种 叫 深度 优先 搜索 (DFS) 方 法 , 另 一 种 叫 广度 优先 搜索 (BFS) 
方法 ,这 两 种 搜索 方法 对 有 向 图 和 无 向 图 都 适用 。 

深度 优先 搜索 的 过 程 是 从 图 中 某 个 初始 顶点 v 出 发 ,首先 访问 初始 顶点 v, 然 后 选择 一 
个 与 顶点 v 相 邻 且 没 被 访问 过 的 顶点 w 作为 初始 顶点 ,再 从 w 出 发 进行 深度 优先 搜索 , 直 
到 图 中 与 当前 顶点 v 邻接 的 所 有 顶点 都 被 访问 过 为 止 。 显 然 这 个 搜索 过 程 是 一 个 递归 
过 程 。 

以 邻接 矩阵 为 存储 结构 的 深度 优先 搜索 算法 如 下 (其 中 ,wv 是 初始 顶点 编号 ,visited[ ] 
是 一 个 全 局 数组 ,初始 时 所 有 元 素 均 为 0 表示 所 有 顶点 尚未 访问 过 ): 
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void DFS(MGraph g,int v) // 邻 接 矩 阵 的 DFS 算法 

{ intw; 

Printf(" % 3d", v); // 输 出 被 访问 顶点 的 编号 

visited[v]=1; // 置 已 访问 标记 

for (w 一 0;w<g.niw 十 十 ) // 找 顶点 的 所 有 相 邻 点 

if (g.edges[v] [w] !=0 && g.edges[v][w]!=INF®& &visited[w] ==0) 
DFS(g, w); // 找 顶点 v 的 未 访问 过 的 相 邻 点 w 
} 
其 中 ,INF 表示 o。 对 于 含有 nn 个 顶点 的 图 g ,上述 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?)。 
以 邻接 表 为 存储 结构 的 深度 优先 搜索 算法 如 下 (其 中 ,v 是 初始 顶点 编号 ,visited[ ] 是 
一 个 全 局 数组 ,初始 时 所 有 元 素 均 为 0 表示 所 有 顶点 尚未 访问 过 ): 

void DFS(ALGraph * G,int v) // 邻 接 表 的 DFS 算法 
{ ArcNode * pi 

printf("%3d", v); // 输 出 被 访问 顶点 的 编号 

visited[v] =1; // 置 已 访问 标记 

p=G —> adjlist[v] .firstarc; //Pp 指向 顶点 v 的 第 一 个 邻接 点 

while (p!=NULL) 

{ if (visited[p—>adjvex]==0) // 若 p 一 adjvex 顶点 未 访问 ,递归 访问 它 

DFS(G, p —> adjvex); 
p=p—> nextarc; //p 指向 顶点 的 下 一 个 邻接 点 


} 
} 


对 于 含有 nn 个 顶点 e 条 边 的 图 G ,上述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n 十 e)。 

深度 优先 搜索 算法 所 遵循 的 搜索 策略 是 尽 可 能 “ 深 ” 地 搜索 一 个 图 ,对 于 最 新 访问 的 顶 
点 u( 对 应 的 试探 边 为 (v,u)), 如 果 它 还 有 以 此 为 起 点 而 未 试探 过 的 边 ,就 沿 此 边 继 续 试探 
下 去 。 当 顶点 的 所 有 边 都 被 试探 过 以 后 ,搜索 过 程 将 回溯 到 顶点 v, 再 试探 顶点 wv 的 其 他 
没有 试探 过 的 边 。 整 个 过 程 反复 进行 ,直到 所 有 的 顶点 都 被 访问 为 止 。 对 于 图 4. 11(b) 所 
示 的 邻接 表 ,DFS(G,0) 算 法 的 执行 过 程 是 DFS(G.0) 一 DFS(G,4) 一 DFS(G,1) 习 DFS(G,3) 一 
DFS(G,2)。DFS 常用 于 图 的 路 径 查 找 。 

【 例 4.6】 假设 图 G 采 用 邻接 表 存 储 , 设 计 一 个 算法 判断 图 G 中 从 顶点 到 v 是否 存 
在 简单 路 径 。 

所 谓 简单 路 径 是 指 路 径 上 的 顶点 不 重复 。 采 用 深度 优先 遍历 方法 ,从 顶点 x 出 发 
搜索 到 顶点 v 的 过 程 如 图 4. 12 所 示 。 





4.12 从 顶点 wu 到 wv 的 深度 优先 搜索 过 程 
对 应 的 算法 如 下 : 


bool ExistPath(ALGraph * G,int u,int v) // 判 断 G 中 从 顶点 u 到 v 是 否 存 在 简单 路 径 


{ intw; 
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ArcNode * pi; 
visited[u] 一 1; // 置 已 访问 标记 
if (Cu 一 一 v) // 找 到 了 一 条 路 径 ,返回 true 
return true; 
p=G -> adjlist[ul] .firstarc; //P 指向 顶点 4 的 第 一 个 相 邻 点 
while (p!=NULL) 
{ w=p—>adjvex; //w 为 项 点 u 的 相 邻 顶点 
if (visited[w] ==0) // 若 w 顶点 未 访问 ,递归 访问 它 
{ bool flag 王 ExistPath(CG,w,v); // 以 w 出 发 搜索 路 径 
if (flag) return true; 
} 
p=p—> nextarc; //p 指向 顶点 u 的 下 一 个 相 邻 点 
} 
return false; // 没 有 找到 v, 返 回 false 


} 


【 例 4.7】 假设 图 G 采用 邻接 表 存储 ,设计 一 个 算法 输出 图 G 中 从 顶点 wx 到 wv 的 一 条 
简单 路 径 ( 假 设 图 G 中 从 顶点 到 wv 至 少 有 一 条 简单 路 径 ) 。 

采用 深度 优先 遍历 方法 ,/(G,u,v,apath,path) 搜 索 图 G 中 从 顶点 到 w 的 一 条 简 
单 路 径 path, 它 是 引用 型 参数 ,不 能 作为 递归 函数 的 状态 ,所 以 增加 apath 临时 参数 , 它 是 非 


引用 类 型 ,在 递归 调用 中 可 以 自动 回 退 。 通 过 顶点 “在 图 G 中 搜索 , 当 4 二 v 时 说 明 找到 一 
条 从 u 到 wvw 的 简单 路 径 ,将 apath 复制 到 path 中 并 返回 ,否则 继续 深度 优先 遍历 。 对 应 的 
算法 如 下 : 
void FindaPath( ALGraph * G,int u,int v, vector < int> apath, vector < int > &path) 
{ intw; 
ArcNode *p; 
visited[u] =1; 
apath. push_back(u); // 顶 点 uu 加 入 到 apath 路 径 中 
if (u==v) // 找 到 一 条 路 径 
{ path=apath; // 将 apath 复制 到 path 
return; // 返 回 true 
} 
p=G -> adjlist[u] . firstarc; //p 指向 顶点 u 的 第 一 个 相 邻 点 
while (p!=NULL) 
{ w=p—>adjvex; // 相 邻 点 的 编号 为 w 


if (visited[w] ==0) 
FindaPath(G, w, v, apath, path) ; 
p=p—> nextarc; //p 指向 顶点 u 的 下 一 个 相 邻 点 





说 明 : DFS(Cs ) 是 一 个 递归 算法 ,其 执行 过 程 的 状态 变化 是 mm .28,1 如 261 eso。 状 态 
so 是 递归 出 口 状态 ,si 鸽 i-1 是 通过 状态 si 扩展 得 到 状态 si-1。DFS 是 一 种 通用 的 方法 ,不 同 
的 问题 扩展 方式 有 所 不 同 ,从 求解 问题 中 提炼 出 状态 和 扩展 方式 能 够 体现 出 一 个 程序 员 的 
算法 设计 的 重要 能 力 。 例 如 在 图 搜索 中 扩展 方式 是 从 一 个 顶点 & 通过 关联 边 找到 相 邻 点 
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Vv, 这 样 就 有 ew 的 扩展 。 
443 广度 优先 遍历 


广度 优先 搜索 的 过 程 是 首先 访问 初始 顶点 v, 接 着 访问 顶点 v 的 所 有 
未 被 访问 过 的 邻接 点 vi 、vs、…、v, ,然后 再 按照 vi \w、…\ 忆 的 次 序 访 问 每 一 
个 顶点 的 所 有 未 被 访问 过 的 邻接 点 ,以 此 类 推 ,直到 图 中 所 有 和 初始 顶点 v 
有 路 径 相通 的 顶点 都 被 访问 过 为 止 。 

以 邻接 矩阵 为 图 的 存储 结构 ,在 采用 广度 优先 搜索 图 时 需要 使 用 一 个 
队列 。 对 应 的 算法 如 下 (其 中 ,v 是 初始 顶点 的 编号 ) : 





void BFS(MGraph g, int v) // 邻 接 和 矩阵 的 BFS 算法 
{ queue<int> qu; // 定 义 一 个 队列 qu 
int visited[MAXV]; // 定 义 存放 结 点 的 访问 标志 的 数组 
Int w,1; 
memset( visited, 0, sizeof( visited) ) ; // 访 问 标志 数组 初始 化 
printf("%3d"，,v); // 输 出 被 访问 顶点 的 编号 
visited[v] =1; // 置 已 访问 标记 
qu. push(v); //v 进 队 
while (!qu.empty()) // 队 列 不 空 时 循环 
{ w=qu.front(); qu.pop(); // 出 队 顶 点 w 
for (i=0;i<g.nii 十 十 ) // 找 与 顶点 w 相 邻 的 顶点 


if (g.edges[w] [i !=0 && g.edges[w)] [i] !=INF && visited[i] ==0) 
{ // 车 当前 相 邻 项 点 i 未 被 访问 


printf("%3d" ,iD; // 访 问 相 邻 顶点 
visited 四 一 1; // 置 该 顶点 已 被 访问 的 标志 
qu.push(iD; // 该 项 点 进 队 


} 
} 
printf("\n"); 
} 


对 于 含有 ?7 个 顶点 的 图 g ,上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?)。 
以 邻接 表 为 图 的 存储 结构 ,在 采用 广度 优先 搜索 图 时 需要 使 用 一 个 队列 。 对 应 的 算法 
如 下 (其 中 ,是 初始 顶点 的 编号 ) : 





void BFS( ALGraph * G,int v) // 邻 接 表 的 BFS 算法 

{ ArcNode * pi 
queue<int> qu; // 定 义 一 个 队列 qu 
int visitedLMAXV] ; // 定 义 存放 顶点 的 访问 标志 的 数组 ss 
int w; 
memset(visited,0,sizeof(visited) ) ; // 访 问 标志 数组 初始 化 
printf(" %3d",v); // 输 出 被 访问 顶点 的 编号 
visited[v] =1; // 置 已 访问 标记 
qu.pushCv) ; //v 进 队 
while (!qu. empty()) // 队 列 不 空 时 循环 
{ w=qu.front(); qu.pop(); // 出 队 顶 点 w 


p=G —> adjlist[w] .firstarc; // 找 顶点 w 的 第 一 个 邻接 点 
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while (p!=NULL) 


{ if (visited[p—>adjvex]==0) // 若 当前 相 邻 顶点 未 被 访问 
{ printf("%3d",p—>adjvex); // 访 问 相 邻 顶点 
visited[p —> adjvex] =1; // 置 该 顶点 已 被 访问 的 标志 
qu. push(p —> adjvex) ; // 该 项 点 进 队 
} 
p=p 一 nextarc; // 找 顶点 w 的 下 一 个 邻接 点 


} 
} 
printf("\n"); 
} 


对 于 含有 nn 个 顶点 、e 条 边 的 图 G ,上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n 十 e) 。 

图 的 广度 优先 搜索 算法 是 从 顶点 vv 出 发 ,以 横向 方式 一 步 一 步 向 后 访问 各 个 顶点 的 , 即 
访问 过 程 是 一 层 一 层 地 向 后 推进 的 ,每 次 都 是 从 一 个 顶点 出 发 找 其 所 有 相 邻 的 未 访问 过 
的 顶点 ua ze 、… an ,并 将 usam 依 次 进 队 , 若 采用 非 环形 队列 (出 队 后 的 顶点 仍 在 队 
列 中 ) , 则 队列 中 的 每 个 顶点 都 有 唯一 的 前 驱 顶 点 ,可 以 利用 这 一 特征 采用 广度 优先 搜索 算 
法 找 从 顶点 到 顶点 v 的 路 径 。 

在 广度 优先 搜索 中 ,所 谓 一 层 一 层 地 推进 ,是 按照 顶点 距离 起 点 wv 的 最 短路 径 长 度 
表示 的 ,将 起 点 的 层次 作为 1, 起 点 vv 到 顶点 的 最 短路 径 长 度 为 k, 则 顶点 的 层次 为 
k 十 1。 这 样 找到 顶点 & 时 反 推出 路 径 上 每 层 仅 含 一 个 顶点 ,所 以 对 应 的 路 径 一 定 是 最 短 
路 径 。 

【 例 4.8】 假设 图 G 采用 邻接 表 存 储 , 设 计 一 个 算法 , 求 不 带 权 无 向 连通 图 G 中 从 顶点 
& 到 顶点 v 的 一 条 最 短路 径 。 

图 G 是 不 带 权 的 无 向 连通 图 ,一 条 边 的 长 度 计 为 1, 因 此 求 顶 点 wx 和 顶点 v 的 最 短 
路 径 即 求 距离 顶点 x 到 顶点 w 的 边 数 最 少 的 顶点 序列 。 利 用 广度 优先 遍历 算法 ,从 w 出 发 

一 层 一 层 地 向 外 扩展 , 当 扩 展 到 某 个 顶点 时 记录 其 前 驱 顶 
点 , 当 第 一 次 找到 顶点 时 队列 中 便 隐 含 从 顶点 x 到 顶点 v 
os 人 全 的 最 近 路 径 , 如 图 4.13 所 示 ,再 利用 队列 输出 最 短路 径 。 

由 于 STL 中 的 queue 容器 不 能 顺序 遍历 ,为 此 设置 一 
个 数组 pre, 用 pre[ 门 =j 表示 最 短路 径 中 顶点 i 的 前 驱 顶 点 
为 了 ,起 始 顶点 的 pre 值 为 一 1。 例 如 对 于 图 4. 11(b) 的 邻接 
表 , 查 找 从 顶点 0 到 2 的 最 短路 径 的 过 程 如 下 : 

(1) 顶点 0 进 队 ( 进 队 前 置 访问 元 素 为 1, 下 同 ),preL0] 置 为 一 1。 

(2) 出 队 顶 点 0, 它 的 扩展 顶点 有 4 和 1, 将 顶点 4 和 1 进 队 , 并 置 pre[4]==0、pre[1]==0。 

(3) 出 队 顶 点 4, 它 没有 可 扩展 的 项 点 。 

(4) 出 队 顶 点 1, 它 的 扩展 顶点 有 3 和 2, 将 顶点 3 和 2 进 队 ,并 置 pre[3]==1、pre[2]==1。 

(5) 出 队 顶 点 3, 它 没有 可 扩展 的 顶点 。 

(6) 出 队 顶 点 2, 它 是 目标 顶点 。 通 过 pre[2] 找 到 1, 通 过 pre[1] 找 到 0,pre[0] 王 一 1 
(结束 ) ,所 以 路 径 path 二 (2,1.0), 反 向 输出 得 到 0 1 2 为 从 顶点 0 到 2 的 最 短路 径 。 

求 图 4. 11(b) 中 所 有 两 个 顶点 之 间 最 短路 径 的 完整 程序 如 下 : 


图 4.13 查找 顶点 和 顶点 v 
的 最 短路 径 


~ 


二 
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# include "Graph. cpp" // 包 含 图 的 基本 运算 算法 
#include < queue> 
#include < vector > 
using namespace std; 
void Findpath(int pre[] ,int v, vector < int > &path) // 用 pre 产生 逆 路 径 path 
{ intd=v; 

while (d!=—1) 

{ path.push_back(d); 

d=pre[d]; 

} 
} 
void ShortPath( ALGraph * G,int u,int v, vector < int> &path) 
// 求 图 G 中 从 项 点 u 到 项 点 v 的 最 短 ( 逆 ) 路 径 path 
{ ArcNode *p; 


int w; 
queue<int> qu; // 定 义 一 个 队列 qu 
int preLMAXV] ; // 表 示 前 驱 关系 
int visited[LMAXV] ; // 定 义 存放 顶点 的 访问 标志 的 数组 
memset( visited, 0, sizeof(visited) ) ; // 访 问 标志 数组 初始 化 
qu. push(u); // 顶 点 u 进 队 
visited[u] =1; 
pre[u]=—1; // 起 始 顶 点 的 前 驱 置 为 一 1 
while (!qu.empty()) // 队 不 空 时 循环 
{ w=qu.front(); qu.pop(); // 出 队 顶 点 w 
if (w==v) // 找 到 v 时 输出 路 径 之 逆 并 退出 
{ Findpath(pre,v,path); 
return; 
} 
p=G —> adjlist[w] .firstarc; // 找 w 的 第 一 个 邻接 点 


while (p!= NULL) 
{ if (visited[p—>adjvex]==0) 


{ visited[p—>adjvex]=1; // 访 问 w 的 邻接 点 
qu. push(p -> adjvex); // 将 w 的 邻接 点 进 队 
pre[p -> adjvex] =w; // 设 置 p 一 > adjvex 顶点 的 前 驱 为 w 
} 
p=p 一 nextarc; // 找 w 的 下 一 个 邻接 点 
} 
} 
} 
void Disppath( vector < int > path) // 正 向 输出 路 径 path 





{ vector< int>::reverse_ iterator it; 
for (it= path. rbegin( ) ;it! 一 path.rend(); 十 十 it) 
printf("%d ", * it); 
printf("\n"); 
} 


void main( ) 
{ ALGraph *G; 
int A[ [MAXV]={ // 图 4.11(a) 的 有 向 图 


{0,1,0,0,1}, {0,0,1,1,1},{0,0,0,0,0}, 
{0,0,1,0,1},{0,0,0,0,0}}; 


RE XOXXOOOX 


EEC O00 


int n=5,e=7; 
int u=0,v=2; 
CreateAdj(G, A,n,e); // 创 建 图 的 邻接 表 存 储 结构 G 
vector < int > path; 
printf( "求解 结果 \n"); 
for (int i=0;i<n;i 二 十) 
for (int j 王 0;j<nj;j 十 十 ) 
if (il=j) 
{ path.clear(); 
ShortPath(G ,i,j, path) ; 


if (path. size()> 0) // 顶 点 i 到 j 存在 路 径 时 
{ printf(" 从 顶点 %d 到 %d 的 最 短路 径 :" ,i,j); 
Disppath( path) ; 
} 
} 
DestroyAdj(G); // 销 毁 邻 接 表 G 
} 
上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
从 顶点 0 到 1 的 最 短路 径 : 0 1 
从 顶点 0 到 2 的 最 短路 径 : 0 1 2 
从 顶点 0 到 3 的 最 短路 径 : 0 1 3 
从 顶点 0 到 4 的 最 短路 径 : 0 4 
从 顶点 1 到 2 的 最 短路 径 : 1 2 
从 顶点 1 到 3 的 最 短路 径 : 1 3 
从 顶点 1 到 4 的 最 短路 径 : 1 4 
从 顶点 3 到 2 的 最 短路 径 : 3 2 
从 顶点 3 到 4 的 最 短路 径 : 3 4 


444 求解 迷宫 问题 
【问题 描述 】 有 如 下 8X8 的 迷宫 图 ， 


OXXXXXXX 
OOOOOXXX 
XOXXOOOX 
XOXXOXXO 
XOXXXXXX 











XOOOOXOO 
XXXXXXXO 


其 中 ,O 表示 通路 方块 ,X 表示 障碍 方块 。 假 设 入 口 位 置 为 (0,0) ,出 口 为 右 下 角 方 块 位 
置 (7,7)。 设 计 一 个 程序 求 指定 入 口 到 出 口 的 一 条 迷宫 路 径 。 

【问题 求解 】 用 ”表示 迷宫 大 小 ,用 二 维 数组 Maze 存放 迷宫 ,从 (zx,y) 方 块 可 以 试探 
上 \ 下 , 左 、 右 4 个 方位 ,如 图 4.14 所 示 。 假 设 总 是 按 从 方位 0 到 方位 3 的 顺序 试探 ,各 方位 
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对 应 的 水 平方 向 偏 移 量 H[4] = {0,1,0, 一 1) 垂直 偏 移 量 V[4] 二 《一 1,0,1,0}。 本 题 可 
以 采用 深度 优先 遍历 和 广度 优先 遍历 方法 求解 。 





不 上 1 | 方位 0 
方位 3 | xly | yy [= 方位 1 


+1 | 方位 2 


4.14 从 (zx,y) 方 块 可 以 试探 的 4 个 方位 


解法 1: 采用 深度 优先 遍历 方法 ,从 (z,y) 出 发 (初始 为 入 口 ) 搜 索 目 标 ( 出 口 )。 对 于 当 
前 方块 (z,y) ,需要 试探 4 个 相 邻 的 方块 为 了 避免 重复 ,每 走 过 一 个 方块 将 对 应 的 迷宫 值 由 
'O' 改 为 ' (空格 字符 ), 当 回 过 来 时 将 其 迷宫 值 恢复 为 'O'。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 





























#include < stdio.h> 


#define MAxN 10 // 最 大 迷宫 大 小 
// 问 题 表示 

int n= 8; // 实 际 迷宫 大 小 
char Maze[MAxN] [MAxN]= 


MOR I Roo) 
ONO OPT Ou Or ee 
(ROR 0 OO 
Ee OP ee On ee a 
{'X', ‘0 XX', ,XX iX)}, 
(XO RO OO 
(oro doops dopo 
(RX RX 0) 





让 
In A= {0 1 0 // 水 平 偏 移 量 , 下 标 对 应 方位 号 0 一 3 
Ie OO // 垂 直 偏 移 量 
void disppath( ) // 输 出 一 条 迷宫 路 径 
{ for (inti=0; i<ni;i 十 十 ) 
{ printf(""); 
for(int j=0; j<n;j 十 十 ) 
printf("%c", Maze[i] 0]); 
printf("\n"); 
} 
} bes 
void DFS(int x, int y) // 求 从 (x,y) 出 发 的 一 条 迷宫 路 径 
{ 许 (x 一 一 n 一 1 && y==n—1) // 找 到 一 条 路 径 , 输 出 
Mazeln Un y= 
disppath(); 
return; 
} 
else 
{ for (int k 一 0;k<4;k 十 十 ) // 试 探 每 一 个 方位 
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if(x>=0 && y>=0 && x<n&&y<ng&g& Maze[x][y]=='O0') 


t // 车 (x,y) 方 块 是 可 走 的 
Maze[x][y]="'; // 将 该 方块 迷宫 值 设置 为 空格 字符 
DFS(x+V[k] ,yt+H[k]); // 查 找 (x,y) 周 围 的 每 一 个 相 邻 方块 
Maze[xJ [yj='O'; // 若 从 该 相 邻 方块 出 发 没有 找到 路 径 , 恢 复 (x,y) 迷 宫 值 
} 
} 
} 
void main( ) 
{ intx=0,y=0; // 指 定 入 口 ,出口 默认 为 (n 一 1,n 一 1) 
printf(" 一 条 迷宫 路 径 :\n"); 
DFS(x, y); // 求 (0,0)->(7,7) 的 一 条 迷宫 路 径 


} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 图 4. 15 所 示 。 





X 






































图 4.15 程序 的 执行 结果 


解法 2: 采用 广度 优先 遍历 方法 ,从 (z,y) 出 发 (初始 为 入 口 ) 搜 索 目标 (出 口 )。 由 于 在 
STL 中 queue 不 能 顺序 遍历 ,这 里 用 一 个 数组 作为 非 循环 队列 ,front 和 rear 分 别 为 队 头 和 
队 尾 (初始 时 均 设置 为 一 1) ,每 个 进 队 元 素 有 唯一 的 下 标 ,队列 元 素 类 型 声明 如 下 : 





struct Position // 队 列 元 素 类 型 
Te // 当 前 方块 位 置 
int pre; // 前 驱 方 块 的 下 标 
}; 
定义 的 队列 如 下 : 
Position qu[MAXQ] ; // 定 义 一 个 队列 qu 
BEE int front 一 一 1,rear 一 一 1; // 定 义 队 头 和 队 尾 


首先 将 根 人 口 方块 (其 pre 置 为 一 1) 进 队 , 队 列 不 空 时 循环 : 出 队 方块 pl 作为 当前 方 
块 (在 队列 数组 中 的 下 标 为 front) , 若 p1 为 出 口 ,通过 队列 数组 qu 反 向 推出 迷宫 路 径 并 输 
出 ; 否则 查找 p1 的 每 一 个 相 邻 方块 p2, 若 p2 位 置 有 效 ( 即 p2. +=0 && p2. y=0 
pp2. Tn 有 Ep2.y<n) 并 且 可 走 (Maze[p2.z][p2. yj 二 'O), 置 p2. pre 二 front( 表 示 
p2 的 前 驱 方 块 是 p1) 并 将 p2 方块 进 队 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 
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#include < stdio.h> 
# define MAXQ 100 
#define MAxN 10 
// 问 题 表示 


int n=8; 


char MazeLMAxN] [MAxN]= 


{ 


}; 
int H[4] = {0, 1, 0, —1}; 


OV eK RR 
OO OO Oc 
TO RO OORR 
{OW Ns Oo RT OD!) 
(oO RR 
Re Oe 
eR OO OW ON RO ON 
RD 


int V[4] = {—1, 0, 1, 0}; 
struct Position 


{ intx,y; 
int pre; 
}; 
Position quLMAXQ] ; 
int front 王 一 1,rear 一 一 1; 
void disppath(int front) 
0 nt 
for (i=0; i< nj;i 十 十 ) 
for (j=0;j<n;j 二 十 ) 
if (Maze[i] G]=="* ') 
Maze[i] 0G] = 'O"; 
int k= front; 
while (k!=—1) 
Maze[qu[k] .x] [quflk].y]=""'; 
k 王 qu[k] .pre; 
for (i=0; i<nyitt) 
printf(" "); 
for(int j=0; j<n;j+ 十 ) 
printf("%c", Maze[] 0]); 
printf("\n"); 
} 


void BFS(int x, int y) 


{ 


Position p, pl, p2; 

Pp:x=x; p.y 一 y; p.pre 一 一 1; 
Maze[p.x][p. y= "x"; 

rear 十 十 ; qu[rear] 一 p; 

while (front!= rear) 


front 十 十 ; pl 一 qu[front] ; 
if (pl.x==n—1 && pl.y==n— 
{ disppath(front); 


1) 
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// 队 列 大 小 
// 最 大 迷宫 大 小 


// 迷 宫 大 小 


// 水 平 偏 移 量 , 下 标 对 应 方位 号 0 一 3 
// 垂 直 偏 移 量 

// 队 列 元 素 类 型 

// 当 前 方块 位 置 

// 前 驱 方块 的 下 标 


// 定 义 一 个 队列 qu 
// 定 义 队 头 和 队 尾 
// 输 出 一 条 迷宫 路 径 


// 将 所 有 '* ' 改 为 'O' 


// 路 径 上 的 方块 改 为 '' 


// 输 出 迷宫 路 径 





// 求 从 (x,y) 出 发 的 一 条 迷宫 路 径 Dm 


// 建 立信 口 结 点 

// 改 为 '* ' 避 免 重复 查找 
// 入 口 方块 进 队 

// 队 不 空 时 循环 

// 出 队 方 块 pl 
// 找 到 出 口 

// 输 出 路 径 


TEN O60 


return; 
} 
for (int k 一 0;k<4;k 十 十 ) // 试 探 pl 的 每 个 相 邻 方位 
{po:x=pl.xt VOk); // 找 到 pl 的 相 邻 方块 p2 


p2.y 一 pl1.y 十 H[k] ; 
if (p2.x>=0 && p2.y>=0 BE p2.x<n Be p2.y<n Be Maze[p2.x] [p2.y] =='O0") 


{ // 方 块 p2 有 效 并 且 可 走 
Maze[p2.x][p2.y]="'*'; // 改 为 '* ' 避 免 重 复查 找 
p2.pre=front; 
rear 十 十 ;qu[rear] 一 p2; // 方 块 p2 进 队 

} 

} 
} 
} 
void main( ) 
{ intx=0,y=0; // 指 定 入 口 , 出 口 默认 为 (n 一 1,n 一 1) 
printf(" 一 条 迷宫 路 径 :\n"); 
BFS(x,y); // 求 (0,0)->(7,7) 的 一 条 迷宫 路 径 


} 


采用 广度 优先 遍历 找到 的 迷宫 路 径 一 定 是 最 短路 径 , 而 采用 深度 优先 遍历 找到 的 迷宫 
路 径 不 一 定 是 最 短路 径 ,本 例 的 迷宫 只 有 一 条 路 径 , 所 以 上 述 程 序 的 执行 结果 与 解法 1 
相同 。 


练习 题 洲 


1. 简要 比较 蛮 力 法 和 分 治 法 。 

2. 采用 蛮 力 法 求解 时 在 什么 情况 下 使 用 递归 ? 

3. 考虑 下 面 这 个 算法 , 它 求 的 是 数组 a 中 大 小 相差 最 小 的 两 个 元 素 的 差 。 请 对 这 个 算 
法 做 尽 可 能 多 的 改进 。 


# define INF 99999 
# define abs(x) (x)<0?—(x):(x) // 求 绝对 值 
int Mindif (int a[] ,int n) 
{ int dmin= INF:; 
for (int i=0;i<=n—2;i+ 十 ) 





ro ji 一 一 下 本 全》 


{ int temp=abs(a[] —aD]); 
if (temp < dmin) 
dmin= temp; 
} 


return dmin; 
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4. 给 定 一 个 整数 数组 A= (ao ,ai ,…,a,-1) ,车 i<j 上 且 ai>>ai , 则 <ai,a> 就 为 一 个 逆序 
对 。 例 如 数组 (3,1,4,5,2) 的 逆序 对 有 <3,1>、<3,2>、<4,2>.<5,2>。 设 计 一 个 算法 采 
用 蛮 力 法 求 A 中 逆序 对 的 个 数 , 即 逆序 数 。 

5. 对 于 给 定 的 正 整数 n(n 二 1) ,采用 蛮 力 法 求 11 十 2! 十 … 十 n!, 并 改进 该 算法 提高 效率 。 

6. 有 一 群 鸡 和 一 群 锡 ,它们 的 只 数 相同 ,它们 的 脚 数 都 是 三 位 数 , 且 这 两 个 三 位 数 的 各 


位 数字 只 能 是 0、1、2、3、4、5。 设 计 一 个 算法 用 蛮 力 法 求 鸡 和 免 各 有 多 少 只 ,它们 的 脚 数 各 
是 多 少 。 


7. 有 一 个 三 位 数 ,个 位 数字 比 百 位 数字 大 , 百 位 数字 又 比 十 位 数字 大 ,并 且 各 位 数字 之 
和 等 于 各 位 数字 相 乘 之 积 ,设计 一 个 算法 用 穷 举 法 求 此 三 位 数 。 

8. 某 年 级 的 同学 集体 去 公园 划船 ,如 果 每 只 船 坐 10 人 ,那么 多 出 两 个 座位 ; 如 果 每 只 
船 多 坐 两 人 ,那么 可 少 租 1 只 船 ,设计 一 个 算法 用 蛮 力 法 求 该 年 级 的 最 多 人 数 。 

9. 若 一 个 合 数 的 质 因数 分 解 式 逐 位 相 加 之 和 等 于 其 本 身 逐 位 相 加 之 和 , 则 称 这 个 数 为 
Smith 数 。 例 如 4937775 王 3X5X5X65 837, 而 3 十 5 十 5 十 6 十 5 十 8 十 3 十 7 二 42,4 十 9 十 3 十 
7 十 7 十 7 十 5 二 42, 所 以 4 937 775 是 Smith 数 。 给 定 一 个 正 整 数 N, 求 大 于 N 的 最 小 
Smith 数 。 

输入 描述 : 若干 个 case, 每 个 case 一 行 代表 正 整 数 N ,输入 0 表示 结束 。 

输出 描述 : 大 于 N 的 最 小 Smith 数 。 

输入 样 例 : 











4937774 
0 


样 例 输出 : 


4937775 


10. 求解 涂 棋盘 问题 。 小 易 有 一 块 nXn 的 棋盘 ,棋盘 的 每 一 个 格子 都 为 黑色 或 者 白 
色 , 小 易 现在 要 用 他 喜欢 的 红色 去 涂 画 棋盘 。 小 易 会 找 出 棋盘 的 某 一 列 中 拥有 相同 颜色 的 
最 大 区 域 去 涂 画 ,帮助 小 易 算 算 他 会 涂 画 多 少 个 棋 格 。 

输入 描述 : 输入 数据 包括 xz 十 1 行 .第 1 行为 一 个 整数 n(1n 二 50), 即 棋盘 的 大 小 ; 接 
下 来 的 n 行 每 行 一 个 字符 串 表 示 第 i 行 棋盘 的 颜色 ,'W' 表 示 白 色 、'B' 表 示 黑 色 。 

输出 描述 : 输出 小 易 会 涂 画 的 区 域 大 小 。 

输入 样 例 : 








PE 


ET 人 OO 





11. 给 定 一 个 含 n(n 了 个 整数 元 素 的 a, 所 有 元 素 都 不 相同 ,采用 蛮 力 法 求 出 a 中 所 
有 元 素 的 全 排列 。 


实验 1. 求解 [Vn | 问题 

编写 一 个 实验 程序 计算 |Vz | (Vn 的 下 界 , 例 如 [2.8 二 2), 其 中 是 任意 正 整 数 ,要 求 
除了 赋值 和 比较 运算 ,该 算法 只 能 用 到 基本 的 四 则 运算 ,并 输出 1 一 20 的 求解 结果 。 

实验 2. 求解 钱币 兑换 问题 

某 个 国家 仅 有 1 分 .2 分 和 5 分 硬币 ,将 钱 n(n 宇 5) 兑换 成 硬币 有 很 多 种 兑 法。 编写 一 
个 实验 程序 计算 出 10 分 钱 有 多 少 种 兑 法 ,并 列 出 每 种 兑换 方式 。 

实验 3. 求解 环绕 的 区 域 问题 

给 定 一 个 包含 X' 和 'O' 的 面板 ,捕捉 所 有 被 芭 ' 环 绕 的 区 域 , 并 将 该 区 域 中 的 所 有 'O' 翻 转 
为 'X'。 例 如 面板 如 下 : 


XXXX 
XOOX 
XXOX 
XOXX 


在 执行 程序 后 变 为 : 


要 求 采用 DFS 和 BFS 两 种 方法 求解 。 

实验 4. 求解 钓鱼 问题 

某 人 想 在 hh 小 时 内 钓 到 数量 最 多 的 鱼 。 这 时 他 已 经 在 一 条 路 边 , 从 他 所 在 的 地 方 开始 ， 
放眼 望 去 ,n 个 湖 一 字 排 开 , 湖 编号 依次 是 1、2、…、n。 他 已 经 知道 ,从 湖 i 走 到 湖 i 十 1 需要 
花 5Xti 分 钟 ; 他 在 湖 i 钓鱼 ,第 一 个 5 分钟 可 钓 到 数量 为 fi 的 鱼 ,车 他 继续 在 湖 i 钓鱼 ,每 
过 5 分 钟 ,钓鱼 量 将 减少 di。 请 给 他 设计 一 个 最 佳 钓鱼 方案 。 


在 线 编程 题 米 


在 线 编程 题 1. 求解 一 元 三 次 方程 问题 
【问题 描述 】 有 一 个 一 元 三 次 方程 ax 十 bx? 十 cx 十 d 二 0, 给 出 所 有 的 系数 ,并 规定 该 
方程 存在 3 个 不 同 的 实 根 ( 根 范围 为 一 100 一 100), 且 根 与 根 之 差 的 绝对 值 这 1。 要 求 从 小 到 
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大 依次 在 同一 行 输出 这 3 个 根 ,并 精确 到 小 数 点 后 两 位 。 
输入 描述 : 包含 4 个 实数 a、b、c、d。 
输出 描述 : 从 小 到 大 的 3 个 实 根 。 
输入 样 例 : 


1 =5 =4'20 
样 例 输出 : 
一 2.00 2.00 5.00 


在 线 编程 题 2. 求解 完 数 问题 

【问题 描述 】 如 果 一 个 大 于 1 的 正 整 数 的 所 有 因子 之 和 等 于 它 的 本 身 , 则 称 这 个 数 是 
完 数 ,例如 6、28 都 是 完 数 , 即 6 二 1 十 2 十 3,28 王 1 十 2 十 4 十 7 十 14。 本 题 的 任务 是 判断 两 个 
正 整数 之 间 完 数 的 个 数 。 

输入 描述 : 输入 数据 包含 多 行 ,第 1 行 是 一 个 正 整数 ,表示 测试 实例 的 个 数 ; 然后 是 
个 测试 实例 ,每 个 实例 占 一 行 , 由 两 个 正 整 数 numl 和 num2 组 成 (1 二 numl ,num2 一 10000) 。 

输出 描述 : 对 于 每 组 测试 数据 ,请 输出 numl 和 num2 之 间 ( 包 括 numl 和 num2) 存 在 
的 完 数 个 数 。 

输入 样 例 : 











2 
25 
57 


样 例 输出 : 


0 
1 


在 线 编程 题 3. 求解 好 多 鱼 问题 

【问题 描述 】 牛牛 有 一 个 鱼缸 ,鱼缸 里 面 已 经 有 交 条 鱼 , 每 条 鱼 的 大 小 为 fishSize[ 让 
(1<i<n, 均 为 正 整 数 ) ,牛牛 现在 想 把 新 捕 提 的 鱼 放 和 鱼缸。 鱼缸 里 存在 着 大 鱼 吃 小 鱼 的 
定律 。 经 过 观察 ,牛牛 发 现 一 条 鱼 A 的 大 小 为 另外 一 条 鱼 也 的 大 小 的 2 一 10 倍 (包括 两 倍 大 
小 和 10 倍 大 小 ) 时 鱼 A 会 吃 掉 鱼 B。 考 虑 到 这 个 情况 ,牛牛 要 放 和 的 鱼 需要 保证 以 下 几 点 : 





(1) 放 进 去 的 鱼 是 安全 的 ,不 会 被 其 他 鱼 吃 掉 。 aa 


(2) 这 条 鱼 放 进 去 也 不 能 吃 掉 其 他 鱼 。 

(3) 鱼缸 里 面 存在 的 鱼 已 经 相处 了 很 久 ,不 考虑 它们 互相 捕食 。 

现在 知道 新 放 入 鱼 的 大 小 范围 [minSize,maxSize]( 考 虑 鱼 的 大 小 都 是 用 整数 表示 ), 牛 
牛 想 知道 有 多 少 种 大 小 的 鱼 可 以 放 入 这 个 鱼缸 。 

输入 描述 : 输入 数据 包括 3 行 , 第 1 行为 新 放 入 鱼 的 尺寸 范围 [minSize、maxSize](1 声 
minSize .maxSize 委 1000) ,以 空格 分 隔 ,第 2 行为 鱼缸 里 面 已 经 有 鱼 的 数量 z(1 委 "和 50) ,第 
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3 行为 已 经 有 的 鱼 的 大 小 fishSize[ 门 (1 二 fishSize[ 门 志 1000) ,以 空格 分 隔 。 
输出 描述 : 输出 有 多 少 种 大 小 的 鱼 可 以 放 入 这 个 鱼缸 ,考虑 鱼 的 大 小 都 是 用 整数 表示 。 
输入 样 例 : 


112 
1 
1 


样 例 输出 : 


3 


在 线 编程 题 4. 求解 推 箱子 游戏 问题 

【问题 描述 】 推 箱子 游戏 的 具体 规则 是 在 一 个 N XM 的 地 图 上 有 一 个 玩家 ,一 个 箱 
子 一 个 目的 地 以 及 若干 个 障碍 ,其余 是 空地 。 玩 家 可 以 往 上 、 下 、 左 、 右 4 个 方向 移动 ,但 是 
不 能 移出 地 图 或 者 移 到 障碍 里 去 。 如 果 往 这 个 方向 移动 推 到 了 箱子 ,箱子 也 会 按 这 个 方向 
移动 一 格 ,当然 ,箱子 也 不 能 被 推出 地 图 或 推 到 障碍 里 。 当 箱子 被 推 到 目的 地 以 后 游戏 目标 
达成 。 现 在 告诉 你 游戏 开始 是 初始 的 地 图 布局 ,请求 出 玩家 最 少 需要 移动 多 少 步 才能 够 将 
游戏 目标 达成 。 

输入 描述 : 每 个 测试 输入 包含 一 个 测试 用 例 ,第 1 行 输入 两 个 正 整 数 NM 表示 地 图 的 
大 小 ,其 中 0=N、M<8。 接 下 来 有 NN 行 ,每 行 包含 M 个 字符 表示 该 行 地 图 ,其 中 '. ' 表 示 空 
地 、X' 表 示 玩 家 、* ' 表 示 箱 子 、'# ' 表 示 障 碍 、'@ ' 表 示 目 的 地 。 每 个 地 图 必定 包含 一 个 玩 
家 ,一 个 箱子 一 个 目的 地 。 以 N=0 表示 结束 。 

输出 描述 : 输出 一 个 数字 表示 玩家 最 少 需要 移动 多 少 步 才能 将 游戏 目标 达成 。 当 无 论 
如 何 达成 不 了 的 时 候 输出 一 1。 

输入 样 例 : 


44 // 第 1 个 测试 用 例 
*@ 
66 | // 第 2 个 测试 用 例 





样 例 输出 : 
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回溯 法 (backtracking) 实 际 上 是 一 个 类 似 穷 举 的 搜索 尝试 过 程 ,主要 是 在 搜索 尝试 过 程 
中 寻找 问题 的 解 , 当 发 现 已 不 满足 求解 条 件 时 就 “回溯 ”( 即 回 退 ) ,尝试 其 他 路 径 , 所 以 回溯 
法 有 "通用 的 解 题 法 ?之 称 。 本 章 介 绍 回溯 法 求解 问题 的 一 般 方法 ,并 给 出 一 些 用 回溯 法 求 
解 的 经 典 示例 。 


回溯 法 概述 米 


5.1.1 问题 的 解 空间 


一 个 复杂 问题 的 解决 方案 是 由 若干 个 小 的 决策 步骤 组 成 的 决策 序列 ， 
所 以 一 个 问题 的 解 可 以 表示 成 解 向 量 X= (zz ,zw) ,其 中 分 量 x; 对 应 
第 ; 步 的 选择 ,通常 可 以 有 两 个 或 者 多 个 取 值 ,表示 为 x;€ Si,S; 为 zx; 的 取 
值 候选 集 。X 中 各 个 分 量 rz; 所 有 取 值 的 组 合 构成 问题 的 解 向 量 空间 ,简称 
为 解 空 间 (solution space) 或 者 解 空 间 树 (因为 解 空间 一 般 用 树 形 式 来 组 视频 讲解 
织 ), 由 于 一 个 解 向 量 往往 对 应 问题 的 某 个 状态 ,所 以 解 空间 又 称 为 问题 的 
状态 空间 树 (state space tree) 。 

在 状态 空间 树 中 求解 可 以 看 成 是 从 初始 状态 出 发 搜索 目标 状态 ( 解 所 在 的 状态 ) 的 过 
程 , 如 图 5.1 所 示 。 搜 索 的 过 程 可 描述 为 S 字 Si 字 … 定 S,, 其 中 So 为 初 态 ,S, 为 终 态 。 




















状态 空间 树 





图 5.1 状态 空间 树 中 的 求解 过 程 


在 一 般 情况 下 ,问题 的 解 仅 是 问题 解 空间 的 一 个 子 集 , 解 空间 中 满足 约束 条 件 的 解 空 间 
称 为 可 行 解 (feasible solution) 。 解 空间 中 使 目标 函数 取 最 大 或 者 最 小 值 的 可 行 解 称 为 最 优 
解 (optimal solution)。 用 回溯 法 求解 的 问题 可 以 分 为 两 种 ,一 种 是 求 一 个 (或 全 部 ) 可 行 解 ， 
另 一 种 是 求 最 优 解 。 

例如 求 a[]=(1, 一 2,3) 的 寡 集 , 解 向 量 X= (x ,zs ,Xs) ,Xi 二 1(1 志 13) 表示 选择 a;， 
Zi 二 0 表示 不 选择 a;。 求 解 过 程 分 为 3 步 ,分 别 对 a 的 3 个 元 素 做 决策 (选择 或 者 不 选择 )， 





PE 对 应 的 解 空间 如 图 5. 2 所 示 , 其 中 每 个 叶子 结 点 都 构成 一 个 解 , 例 如 工 结 点 的 解 向 量 为 


(1,1,0), 对 应 的 解 是 (1, 一 2) ,图 中 左 分 枝 用 1 标识 ,表示 选择 a;, 右 分 枝 用 0 标识 ,表示 不 
选择 w (实际 上 也 可 以 用 左 分 枝 表 示 不 选择 wi ,用 右 分 枝 表示 选择 wi ) 。 每 个 非 叶子 结 点 对 
应 一 个 部 分 解 向 量 , 例 如 已 结 点 对 应 (1,0) , 它 也 表示 一 个 解 空间 树 的 状态 。 

根 结 点 为 A 结 点 (对 应 的 部 分 解 向 量 为 空 , 即 ()) ,其 层次 是 1, 其 子 树 对 应 元 素 a 的 选 
择 情况 (如 果 指 定 a 数组 的 第 一 个 元 素 是 ao ,那么 对 应 的 根 结 点 的 层次 应 该 为 0)。 第 2 层 
的 结 点 有 两 个 ,它们 的 子 树 对 应 元 素 as 的 选择 情况 。 第 3 层 的 结 点 有 4 个 ,它们 的 子 树 对 








局 


图 5.2 求 集合 {1, 一 2,3} 的 寡 集 的 解 空间 树 


应 元 素 as 的 选择 情况 ,叶子 结 点 对 应 每 一 个 解 , 即 子 集 。 

从 中 看 出 , 解 空 间 树 是 很 规范 的 ,数组 a 的 元 素 个 数 一 3, 对 应 的 解 空间 树 的 高 度 为 
nn 十 1(4)。 第 i 层 是 对 元 素 a; 的 决策 。 在 通常 情况 下 ,从 根 结 点 到 叶子 结 点 (不 含 搜索 失败 
的 结 点 ) 的 路 径 构 成 了 解 空间 的 一 个 可 行 解 。 

本 问题 是 求 数组 的 寡 集 ,属于 求全 部 可 行 解 的 问题 ,所 以 问题 的 解 恰好 包含 整个 解 空 
间 。 如 果 问 题 是 求 数 组 a 的 元 素 和 最 大 的 子 集 , 这 就 是 一 个 求 最 优 解 问题 ,对 应 图 中 的 J 
结 点 ,对 应 问题 的 解 是 解 空间 的 一 部 分 ( 解 空间 的 子 集 ) 。 

一 个 问题 的 求解 过 程 就 是 在 对 应 的 解 空间 中 搜索 以 寻找 满足 目标 函数 的 解 , 所 以 算法 
设计 的 关键 点 有 3 个 : 

(1) 结 点 是 如 何 扩 展 的 ,例如 求 暴 集 问题 中 ,第 i 层 结 点 的 扩展 方式 就 是 选择 a; 和 不 选 
择 a; 两 种 ,但 在 有 些 问 题 中 结 点 扩展 是 很 复杂 的 。 

(2) 在 解 空间 树 中 按 什么 方式 搜索 ,一 种 是 采用 深度 优先 遍历 (DFS) ,回溯 法 就 是 这 种 
方式 ; 另 一 种 是 采用 广度 优先 遍历 (BFS) ,下 一 章 介绍 的 分 枝 限 界 法 就 是 这 种 方式 。 

(3) 解 空间 树 通常 是 十 分 庞大 的 ,如 何 高 效 地 找到 问题 的 解 。 

【 例 5. 1】 一 个 农夫 (人 ) 过 河 问题 , 指 在 河东 岸 有 一 个 农夫 、` 一 只 狼 、 一 只 鸡 和 一 袋 谷 
子 , 只 有 当 农 夫 在 现场 时 狼 不 会 把 鸡 吃 掉 , 鸡 也 不 会 吃 谷子 ,否则 会 出 现 吃 掉 的 情况 。 另 有 
一 条 小 船 ,该 船只 能 由 农夫 操作 , 且 最 多 只 能 载 农夫 和 另 一 样 东西 。 设 计 一 种 过 河 方案 ,将 
农夫 、 狼 、 鸡 和 谷子 借助 小 船 运 到 河西 岸 。 

在 该 问题 中 用 东 、 西 两 岸 的 人 或 物品 构成 状态 ,开始 状态 为 所 有 人 或 物品 在 东 岸 ， 
西岸 是 空 的 ,此 时 人 可 以 带 任何 一 个 物品 驾 船 到 西岸 去 ,这 样 引出 3 个 状态 ,对 于 每 一 种 状 
态 , 又 根据 题目 规则 引出 一 个 或 多 个 状态 ,所 有 这 些 状态 及 其 关系 构成 了 本 问题 的 解 空间 。 

该 问题 的 部 分 搜索 空间 如 图 5. 3 所 示 ,图 中 每 个 方 框 表示 一 种 状态 , 带 阴 影 的 框 表 示 终 
点 , 带 z 的 框 表示 有 冲突 , 即 出 现 狼 吃 鸡 或 鸡 吃 谷子 的 情况 , 带 X 的 框 表示 与 以 前 的 状态 
复 。 从 图 中 看 出 一 种 可 行 的 方案 如 下 : 

中 农夫 驾 船 带 鸡 从 河东 岸 到 西岸 。 

@ 农夫 驾 船 不 带 任何 东西 从 河西 岸 到 东 岸 。 

@ 农夫 驾 船 带 狼 从 河东 岸 到 西岸 。 

@ 农夫 驾 船 带 鸡 从 河西 岸 到 东 岸 。 
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@ 农夫 驾 船 带 谷 子 从 河东 岸 到 西岸 。 

@ 农夫 驾 船 不 带 任 何 东 西 从 河西 岸 到 东 岸 。 
@ 农夫 驾 船 带 鸡 从 河东 岸 到 西岸 。 

图 5. 3 中 的 一 个 解 向 量 为 ( @~~@ )。 





… 从 东 岩 到 西岸 
鸡 、 谷 加 狼 、 谷 狼 、 鸡 














































































… 从 东 岸 到 西岸 














-ee 从 西岸 到 东 上 岸 
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… 从 东 岸 到 西岸 














图 5.3 农夫 过 河 的 部 分 搜索 空间 


图 5.4 所 示 为 4 皇后 问题 的 解 空间 树 ,图 中 每 个 状态 由 当前 放置 的 皇后 的 行列 号 构 
成 。 它 给 出 了 4 皇后 问题 的 全 部 搜索 过 程 ,共有 18 个 结 点 ,其 中 标 有 < 号 的 结 点 无 法 继续 
扩展 。 

在 采用 回溯 法 求 4 皇后 的 一 个 解 时 ,通过 深度 优先 遍历 ,从 (x ,x ,x* ,x ) 到 (1, x ,x , * ) 再 
到 (1,3,* ,* ), 此 时 无 法 继续 , 回 退 到 (1, * ,x* ,x ), 再 到 (1,4, x* ,* ), 如 此 等 等 ,找到 一 个 
解 (2,4,1,3)。 如 果 问 题 是 求 4 皇后 的 所 有 人 解 ,还 需要 按 这 个 过 程 继续 下 去 ,再 找到 另外 一 
个 解 (3,1,4,2) ,直到 所 有 结 点 访问 完毕 。 

解 空间 树 通常 有 两 种 类 型 。 当 所 给 的 问题 是 从 ”个 元 素 的 集合 S 中 找 出 满足 某 种 性 
质 的 子 集 时 ,相应 的 解 空间 树 称 为 子 集 树 (subset tree) ,如 图 5. 2 所 示 。 当 所 给 的 问题 是 确 
定 n 个 元 素 满足 某 种 性 质 的 排列 时 ,相应 的 解 空间 树 称 为 排列 树 (permutation tree) ,后 面 
介绍 的 求全 排列 的 解 空间 树 就 是 排列 树 。 

需要 注意 的 是 ,问题 的 解 空间 树 是 虚拟 的 ,并 不 需要 在 算法 执行 时 构造 一 棵 真正 的 树 结 
构 ,然后 再 在 该 解 空间 树 中 搜索 问题 的 解 , 而 是 只 存储 从 根 结 点 到 当前 结 点 的 路 径 。 实 际 
上 ,有些 问 题 的 解 空间 因 过 于 复杂 或 状态 过 多 难以 画 出 来 。 
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5.4 4 皇后 问题 的 解 空间 树 


5.12 什么 是 回溯 法 


在 包含 问题 的 所 有 解 的 解 空 间 树 中 ,按照 深度 优先 搜索 的 策略 ,从 根 结 点 (开始 结 点 ) 出 
发 搜索 解 空间 树 。 首 先 根 结 点 成 为 活 结 点 (active node, 活 结 点 是 指 自 身 已 生成 但 其 孩子 结 
点 没有 全 部 生成 的 结 点 ) ,同时 也 成 为 当前 的 扩展 结 点 (expansion node, 扩 展 结 点 是 指正 在 
产生 孩子 结 点 的 结 点 ,也 称 为 下 结 点 )。 

在 当前 的 扩展 结 点 处 ,搜索 向 纵深 方向 移 至 一 个 新 结 点 。 这 个 新 结 点 就 成 为 新 的 活 结 
点 ,并 成 为 当前 扩展 结 点 。 如 果 在 当前 的 扩展 结 点 处 不 能 再 向 纵深 方向 移动 , 则 当前 扩展 结 
点 就 成 为 死结 点 (dead node, 死 结 点 是 指 其 所 有 子 结 点 均 已 产生 的 结 点 )。 此 时 应 往 回 移动 
(回溯 ) 至 最 近 的 一 个 活 结 点 处 ,并 使 这 个 活 结 点 成 为 当前 的 扩展 结 点 。 回 漳 法 以 这 种 方式 
递归 地 在 解 空间 中 搜索 ,直到 找到 所 要 求 的 解 或 解 空间 中 已 无 活 结 点 为 止 。 

如 图 5. 5 所 示 , 当 从 状态 s; 搜 索 到 状态 *;+ 后, 如果 si+1 变 为 死结 点 , 则 从 状态 si+1 回 退 
到 5;, 再 从 s; 找 其 他 可 能 的 路 径 , 所 以 回溯 法 体现 出 @ 下 








走 不 通 就 退回 再 走 的 思路 。 若 用 回溯 法 求 问题 的 se 人 
所 有 解 ,需要 回 湖 到 根 结 点 ,上 且 根 结 点 的 所 有 可 行 局 
的 子 树 都 已 被 搜索 完 才 结 束 。 若 使 用 回 湖 法 求 任 再 找 其 他 路 径 
意 一 个 解 ,只 要 搜索 到 问题 的 一 个 解 就 可 以 结束 。 图 5.5 同 湖 过 各 
由 于 采用 回溯 法 求解 时 存在 退回 到 祖先 结 点 
的 过 程 ,所 以 需要 保存 搜索 过 的 结 点 。 通 常 有 两 种 方法 ,其 一 是 用 自 定义 栈 来 保存 祖先 结 


点 ; 其 二 是 采用 递归 方法 ,因为 递归 调用 会 将 祖先 结 点 保存 到 系统 栈 中 ,在 递归 调用 返回 时 
自动 回 退 到 祖先 结 点 。 

男 外 ,用 回溯 法 搜索 解 空间 时 通常 采用 两 种 策略 避免 无 效 搜索 ,以 提高 回溯 的 搜索 效 
率 , 一 是 用 约束 函数 在 扩展 结 点 处 剪除 不 满足 约束 条 件 的 路 径 , 二 是 用 限界 函数 剪 去 得 不 到 
问题 解 或 最 优 解 的 路 径 , 这 两 类 函数 统称 为 剪 枝 函 数 。 

归纳 起 来 ,用 回溯 法 解 题 的 一 般 步 又 如 下 : 
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(1) 针对 给 定 的 问题 确定 问题 的 解 空 间 树 ,问题 的 解 空 间 树 应 至 少 包含 问题 的 一 个 解 
或 者 最 优 解 。 

(2) 确定 结 点 的 扩展 搜索 规则 。 

(3) 以 深度 优先 方式 搜索 解 空间 树 ,并 在 搜索 过 程 中 可 以 采用 剪 枝 函 数 来 避免 无 效 搜 
索 。 其 中 ,深度 优先 方式 可 以 选择 递归 回溯 或 者 迭代 ( 非 递归 ) 回 溯 。 


5.1.3 ”回溯 法 的 算法 框架 及 其 应 用 


设 问 题 的 解 是 一 个 维 向 量 (zi ,zs，… ,zx,) ,约束 条 件 是 zi; 满足 某 种 条 扫 - 提 
件 , 记 为 constraint(zx;); 限界 函数 是 zx; 应 满足 某 种 条 件 , 记 为 bound (zx;)， 
回溯 法 的 算法 通常 分 为 非 递归 回溯 框架 和 递归 回溯 框架 两 种 。 


和 十 也 辣 柯 洲 杠 术 


基本 的 非 递归 ( 选 代 ) 回 漳 框 架 如 下 ， 




















int x[n]; //x 存 放 解 向 量 ,全 局 变量 
void backtrack(int n) // 非 递归 框架 
{ inti=1; // 根 结 点 层次 为 1 
while (i>=1) // 尚 未 回溯 到 头 
{ if(ExistSubNode(t)) // 当 前 结 点 存在 子 结 点 
forGs 和 TI<= Ey // 对 于 子 集 树 ,j 从 0 到 1 循环 


{ ”x 四 取 一 个 可 能 的 值 ; 
if (constraint(i) && bound(i)) //x 冲 满足 约束 条 件 或 界限 函数 
{ ”让 (x 是 一 个 可 行 解 ) 
输出 x; 
else i 十 十; // 进 入 下 一 层次 


Ble // 不 存在 子 结 点 ,返回 上 一 层 , 即 回潮 


说 明 : 算法 中 的 变量 i 十 分 重要 , 它 对 应 解 空间 的 第 i 层 的 菜 个 结 点 ,也 就 是 为 整个 解 
向 量 久 的 第 i 步 选 择 一 个 合适 的 分 量 ri。 

【 例 5.2】 采用 回溯 法 求解 例 4. 3。 

国 这 里 的 解 向 量 为 (a,5,c,d,e) ,分 别 表 示 兵 、 炮 、 马 、 卒 和 车 的 取 值 。 

采用 多 重 循 环 来 试探 各 棋子 不 同 的 取 值 情况 ,逐一 判断 它们 是 否 满足 例 4. 3 中 列 出 的 
条 件 ; 为 了 避免 同一 数字 被 重复 使 用 ,可 设立 布尔 型 数组 dig, 当 dig[ 门 (0<i<9) 值 为 0 时 

表示 数字 i 没有 被 使 用 ,为 1 时 表示 数字 i 已 经 被 使 用 。 例 如 对 于 棋子 兵 , 先 试探 它 取 值 a， 

让 dig[aj=1 表示 其 他 棋子 不 能 再 取 值 a, 继 续 其 他 棋子 的 试探 , 当 不 成 功 (放弃 当前 候选 
解 ) 或 输出 一 个 解 (找到 一 个 解 ) 后 进行 回溯 ,让 dig[a]==0 表示 其 他 棋子 可 以 取 值 a, 即 再 试 
探 其 他 候选 解 。 对 应 的 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 


SS EF 


void fun() 
{ bool dig[10]; 
int a,b,c,d,e,m,n,s; 


memset(dig, 0, sizeof( dig)); // 置 初 值 为 0 表示 所 有 数字 均 没 有 使 用 
for (a=1;a<==9;a 十 十 ) 
{ dig[a]=1; // 试 探 兵 取 值 a 
for (b=0;b<=9;b 十 十 ) 
if (ldig[b]) 
{ dig[b]=1; // 试 探 炮 取 值 b 


for (c=0;c<=9;c 二 十 ) 
Cell 


{ dig[d]=1; // 试 探 马 取 值 c 
for (d=0;d<=9;d 十 十) 
if (ldig[d]) 
{ dig[d]=1; // 试 探 卒 取 值 d 
for (e=0;e<=9;e+t 二 ) 
if (ldig[e]) 


{ dig[e]==1; ” // 试 探 车 取 值 
m=a* 1000 十 bx 100+c* 10+d; 
n=a* 1000 十 bx 100 十 ex 10+d; 
s 一 ex 10000 十 dx 1000 十 cx* 100 十 ax 10 十 d; 
if (m 十 n 一 一 s) 
printf(" 兵 :%d 炮 :%d 马 :%d 
卒 :%d 车 :%d\n",a,b,c,d,e); 
dig[e] = 二 0; ”// 回 溯 车 的 取 值 
} 


dig[d]=0; // 回 溯 卒 的 取 值 
de // 回 淹 马 的 取 值 
人 // 回 漳 炮 的 取 值 
人 // 回 溯 兵 的 取 值 
; } 
void main( ) 
| fun(); 











回溯 法 是 对 解 空间 的 深度 优先 搜索 , 正 是 因为 递归 算法 中 的 形 参 具有 自动 回 退 (回溯 ) 
的 能 力 , 所 以 许多 用 回溯 法 设计 的 算法 都 设计 成 递归 算法 , 比 同样 的 非 递归 算法 设计 起 来 更 
加 简便 。 其 中 ,为 搜索 的 层次 (深度 ) ,通常 从 0 或 者 1 开始 。 这 里 重点 讨论 解 空间 为 子 集 
树 和 排列 树 的 两 种 情况 。 

1) 解 空间 为 子 集 树 

一 般 地 , 解 空 间 为 子 集 树 的 递归 回溯 框架 如 下 : 
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int x[n] ; //x 存 放 解 向 量 ,为 全 局 变量 
void backtrack(int i) // 求 解 子 集 树 的 递归 框架 
{ ifdi>n) // 搜 索 到 叶子 结 点 ,输出 一 个 可 行 解 
输出 结果 ; 
else 
{ford 下界 洒 < 三 止 办 ;jt // 用 j 枚 举 i 所 有 可 能 的 路 径 
{z= // 产 生 一 个 可 能 的 解 分 量 
二 // 其 他 操作 
if (constraint(i) && bound(i)) 
backtrack(i 十 1); // 满 足 约束 条 件 和 限界 函数 ,继续 下 一 层 
| 
} 
} 
采用 上 述 算法 框架 需要 注意 以 下 几 点 : 


(1) i 从 1 开始 调用 上 述 回 溯 算 法 框架 ,此 时 根 结 点 为 第 1 层 , 叶 子 结 点 为 第 nn 十 1 层 。 
当然 i 也 可 以 从 0 开始 ,这 样 根 结 点 为 第 0 层 ,叶子 结 点 为 第 nn 层 ,所 以 需要 将 上 述 代码 中 
的 “if (i 之 n)” 改 为 "if (i 这 =n)”。 

(2) 在 上 述 框架 中 通过 for 循环 用 j 枚 举 i 的 所 有 可 能 路 径 , 如 果 扩 展 路 径 只 有 两 条 ， 
可 以 改 为 两 次 递归 调用 (如 求解 0/1 背包 问题 . 子 集 和 问题 等 都 是 如 此 ) 。 

(3) 这 里 回溯 框架 只 有 i 一 个 参数 ,在 实际 应 用 中 可 以 根据 具体 情况 设置 多 个 参数 。 

【 例 5.3】 有 一 个 含 n 个 整数 的 数组 a ,所 有 元 素 均 不 相同 ,设计 一 个 算法 求 其 所 有 子 
集 ( 容 集 )。 例 如 a[]={1,2,3} ,所 有 子 集 是 {}、{3}、{2}、{2,3}、{1}、{1,3}、{1,2}、{1,2,3} 
(输出 顺序 无 关 ) 。 

在 上 一 章 介绍 过 用 亦 力 法 求 寡 集 ,这 里 采用 回溯 法 求解 。 显 然 本 问题 的 解 空间 为 
子 集 树 ,每 个 元 素 只 有 两 种 扩展 ,要 么 选择 ,要 么 不 选择 。 采 用 深度 优先 搜索 思路 , 解 向 量 为 
Zz[],zx[ 门 =0 表示 不 选择 a[ 门 ,x[ 门 =1 表示 选择 a[ 门 。 用 i 扫描 数组 a ,也 就 是 说 问题 的 
初始 状态 是 (i 二 0,z 的 元 素 均 为 0) ,目标 状态 是 (i 二 nn,z 为 一 个 解 )。 从 状态 (i,z) 可 以 扩 
展 出 两 个 状态 : 

(1) 不 选择 a[ 门 元 素 必 下 一 个 状态 为 (i 十 1,zx[ 引 =0)。 

(2) 选择 a[ 门 元 素 必 下 一 个 状态 为 (i 十 1,zx[i 二 1)。 

这 里 i 总 是 递增 的 ,所 以 不 会 出 现状 态 重 复 的 情况 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string. h> 
#define MAXN 100 
void dispasolution(int a[] ,int n, int x[]) // 输 出 一 个 解 
{ printf(" {"); 

for (int i=0;i<n;i+ 十 ) 

if (x[] ==1) 
printf("%d",a[i); 

printf("}"); 
} 
void dfs(int a[] ,int n, int i,int x[]) // 用 回溯 法 求解 向 量 x 
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{ if (i>=n) 
dispasolution(a, n, x); 
else 
{  x 加 0;dfs(a,n,i 十 1,x); // 不 选择 a 中 
x[]=1;dfs(a,n,it1, x); // 选 择 a 中 
} 
} 
void main( ) 
{ intiaD={1,2,3}; //s[0..n 一 了 为 给 定 的 字符 串 , 设 置 为 全 局 变量 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
int xLMAXN] ; // 解 向 量 
memset(x,0, sizeof (x)); // 解 向 量 初始 化 
printf( "求解 结果 \n"); 
dfs(a,n,0,x); 
printf("\n"); 
} 


将 上 述 回溯 算法 dfs(a,n,i,x) 简 写 为 dfs(i,xz), 则 求解 a[ ]=={1,2,3} (2 一 3) 问 题 
dfs(0,[0,0,0]) 的 执行 过 程 如 图 5.6 所 示 , 图 中 方 框 劳 边 的 (i) ”表示 递归 调用 的 顺序 ,例如 
“dfs(1,[0,0,0]) ”旁边 的 “(2)” 表 示 该 递归 调用 在 第 2 步 执行 ,从 中 可 以 看 出 清晰 的 深度 优 
先 遍 历 过 程 。 


(1) [dfs(0,[0,0,0) 










(2) | dfs(1,[0,0,0]) 

























6) 











dfs(2,[0,0,0]) dfs(2,[0,1,0]) (10) | dfs(2,[1,0,0]) (13) | dfs(2,[1,1,0]) 
不 选 3 选 3 不 选 


3 选 3 不 选 3 选 3 不 选 3 选 3 
3 的 oN 3 ox 3) a 3 uN 
dfs(3,[0,0,0])||dfs(3,[0,0,1]) dfs(3,[0,1,0])| dfs(3.,[0,1,1])|idfs(3,[1,0,0]) dfs(3,[1,1.0])| dfs(3,[1,1.,0])||dfs(3,[1,1.1]) 




































































1 下 了 1 
输出 他 输出 {3} 输出 2} 。 输出 {2,3} 输出 0 输出 {1,3} 输出 {1,2} 输出 {1,2,3} 
图 5.6 dfs(0,[0,0,0]) 的 求解 过 程 


上 述 算法 采用 标准 的 解 向 量 xz, 实际 上 在 许多 情况 下 不 采用 标准 的 解 向 量 ,而 是 直接 求 
最 终结 果 。 例 如 求 所 有 子 集 可 以 采用 vector < int > 容器 path 直接 存放 获取 的 子 集 ,对 应 的 





完整 程序 如 下 ， 必 


#include < stdio.h> 
# include < vector> 
using namespace std; 
void dispasolution(vector < int > path) // 输 出 一 个 解 
{ printf(" {"); 
for (int i=0;i< path. size() ;i 二 + 十) 
printf("%d", path[]); 
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Printf("}"); 


} 
void dfs(int a[] ,int n, int i, vector < int > path) 
{ if(i>=n) 
dispasolution( path) ; 
else 
{ dfs(a,n,i 十 1,path); 
path. push_back(a[i] ); 
dfs(Ca,n,i 十 1,path); 
} 
} 
void main( ) 


{ inta[]={1,2,3); 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
vector <int > path; 
printf( "求解 结 果 \n"); 
dfs(a,n,0, path); 
printf("\n"); 

} 


9 三 100。 


如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define N 9 


ey 
{ if(sum==100) 
{printf(" %d",a[0]); 
for (int j 王 1;j<N;j 十 十 ) 
{ if(opD]!="'') 





printf(" %e" ,opD]); 


printf("%d",aDi]); 
} 
printf("=100\n"); 
} 
return; 
} 
op]='+'; 
sum 十 一 a[ 口 ; 


// 用 回溯 法 求 子 集 path 


// 不 选择 a[ 
// 选 择 a 门将 a 品 添加 到 path 中 


//s[0..n 一 二 为 给 定 的 字符 串 ,设置 为 全 局 变量 


【 例 5.4】 设计 一 个 算法 在 1.2、…、9( 顺 序 不 能 变 ) 数 字 之 间 插 入 十 或 一 或 什么 都 不 插 
入 ,使 得 计算 结果 总 是 100 的 程序 ,并 输出 所 有 的 可 能 性 。 例 如 1 十 2 十 34 一 5 十 67 一 8 十 


用 数组 a 存放 1 一 9 的 整数 ,用 字符 数组 op 存放 插入 的 运算 符 ,op[ 门 表示 在 a[ 门 之 
前 插入 的 运算 符 。 采 用 回溯 法 产生 和 为 100 的 表达 式 ,op[ 丫 只 能 取 值 十 一 或 者 空格 (不 同 
于 上 一 个 示例 ,这 里 是 三 选 一 )。 设 计 函 数 fun(op,sum,prevadd,a, 让 ,其 中 sum 记录 考虑 
整数 x[ 癌 时 前 面 表达 式 计算 的 整数 和 (初始 值 为 aeL0]) ,prevadd 记录 前 面 表达 式 中 的 一 个 
数值 (初始 值 为 ecL0]) .i 从 1 开始 到 8 结束 ,如 果 sum 王 100, 得 到 一 个 解 。 对 应 的 完整 程序 


void fun(char op[] ,int sum, int prevadd, int a[] ,int i) 


// 扫 描 完 所 有 位 置 
// 找 到 一 个 解 
// 输 出 解 


// 位 置 i 插 入 ' 十 ' 
// 计 算 结 果 
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} 


fun(op, sum,af[i] ,a,i+1); 
sum—=a[i]; 





fun(op, sum, —a[i] ,a,it1); 
sum++==a[] ; 


op[i]="'; 
sum—= prevadd; 
int tmp; 


证 (prevadd > 0) 

tmp= prevadd * 10+af[i] ; 
else 

tmp= prevadd * 10—a[i] ; 
sum 十 一 tmp; 
fun(op,sum,tmp,a,i 十 1); 
Sum 一 一 tmpj; 
sum 十 一 prevadd; 


void main( ) 


{ 


int a[N]; 

char op[N] ; 

for (int i=0;i< N;i++) 
a[D=it+1; 

printf( "求解 结果 \n") ; 

fun(op, a[0] ,a[0] ,a,1); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 


1 十 2 十 3 一 4 十 5 十 6 十 78 十 9 一 100 








1 十 2 十 34 一 5 十 67 一 8 十 9 一 100 
1 十 23 一 4 十 5 十 6 十 78 一 9 一 100 
1 十 23 一 4 十 56 十 7 十 8 十 9 一 100 
12 十 3 十 4 十 5 一 6 一 7 十 89 一 100 
12 十 3 一 4 十 5 十 67 十 8 十 9 一 100 
12 一 3 一 4 十 5 一 6 十 7 十 89 王 100 
123 十 4 一 5 十 67 一 89 王 100 

123 十 45 一 67 十 8 一 9 一 100 

2 一 4 一 5 一 6 一 7 二 3 一 9 一 100 
123 一 45 一 67 十 89 王 100 














2) 解 空间 为 排列 树 
一 般 地 , 解 空间 为 排列 树 的 递归 回溯 框架 如 下 : 


int x[n] ; 
void backtrack(int i) 


{ 


if(i>n) 


输出 结果 ; 


SS EF 


// 继 续 处 理 下 一 个 位 置 
// 回 淹 

// 位 置 i 插 和 人"' 一 ' 

// 计 算 结 果 

// 继 续 处 理 下 一 个 位 置 
// 回 淹 

// 位 置 i 插 入 ' 

// 先 减 去 前 面 的 元 素 值 
// 计 算 新 元 素 值 


// 如 prevadd 二 5,a 上 二 6, 结 果 为 56 


// 如 prevadd 一 一 5,a[ 目 一 6, 结 果 为 一 56 
// 计 算 合并 结果 

// 继 续 处 理 下 一 个 位 置 

// 回 溯 sum 


//op 辐 表示 在 位 置 1 插入 运算 符 


// 将 a 赋 值 为 1.2、…、9 


// 插 入 位 置 1 从 1 开始 


//x 存 放 解 向 量 ,并 初始 化 
// 求 解 排列 树 的 递归 框架 
// 搜 索 到 叶子 结 点 ,输出 一 个 可 行 解 
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else 
{ for(j=i;j<=n;j+ 十 ) // 用 j 枚 举 i 的 所 有 可 能 路 径 
ER // 第 i 层 的 结 点 选择 x 中 ] 的 操作 
swap(x[i] ,x[i] ); // 为 保证 排列 中 的 每 个 元 素 不 同 ,通过 交换 来 实现 
if (constraint(i) && bound(iD) 
backtrack(i 十 1); // 满 足 约束 条 件 和 限界 函数 ,进入 下 一 层 
swap(x[i] ,x[)] ); // 恢 复 状 态 
二 // 第 i 层 的 结 点 选择 x 中 的 恢复 操作 
} 
} 


同样 的 几 点 注意 见解 空间 为 子 集 树 的 递归 回溯 框架 的 说 明 。 

【 例 5.5】 有 一 个 含 个 整数 的 数组 we ,所 有 元 素 均 不 相同 , 求 其 所 有 元 素 的 全 排列 。 
例如 ,a[]={1,2,3) ,得 到 的 结果 是 (1,2,3)、(1,3,2)、(2,3,1)、(2,1,3)、(3,1,2)、(3,2,1)。 
在 上 一 章 介 绍 过 用 蛮 力 法 求全 排列 ,这 里 采用 回溯 法 求解 。 显 然 本 问题 的 解 空 间 
为 排列 树 ,直接 用 数组 a 生成 其 排列 ,每 个 位 置 可 以 取 a 中 的 任何 元 素 , 但 一 个 排列 中 的 元 
素 不 能 重复 。 为 此 采用 元 素 交换 的 方式 ,对 于 排列 树 的 第 i 层 , 扩 展 状 态 是 e[ 让 位置 可 以 取 
a[ 站 到 a[Ln 一 1j 的 任何 元 素 , 即 j==i 到 n 一 1 循环 : 将 a[ 门 与 aLjj 交 换 , 在 这 种 方式 下 求 出 排 
列 后 需要 恢复 ,即将 a[ 门 与 [再 次 交换 , 回 到 交换 之 前 的 状态 (回溯 ) ,然后 继续 求 其 他 排列 。 
实际 上 也 可 以 从 递归 角度 考虑 , 设 f(a,n, 让 表示 求 a[i..n 一 1]( 共 nn 一 i 个 元 素 ) 的 全 排 
列 , 而 f(awnvi 十 1) 表 示 求 a[i 十 1..n 一 1]( 共 一 i 一 1 个 元 素 ) 的 全 排列 ,前 者 是 大 问题 ,后 
者 为 小 问题 (i 越 小 ,求全 排列 的 元 素 个 数 越 多 ,i 二 0 是 求 a[0..n 一 1] 的 全 排列 ,i=n 表示 求 
a[n..n 一 1] 的 全 排列 ,车 为 空 序 列 ,排列 就 是 本 身 ) 。 

归纳 起 来 ,递归 模型 /(a,n, 让 如 下 : 





f(a,n, 站 三 输出 产生 的 解 车 i=n 
f(a,n,i) 三 对 于 j 二 i~~n 一 1: [本 与 a[ 门 交换 位 置 ; 其 他 情况 
fla,n,itl); 
将 a 四 与 a[ 门 交换 位 置 (恢复 环境 ) 


求 f(a,n, 让 的 过 程 如 图 5.7 所 示 。 
f(ani): 大 问题 





f(anmit1): 小 问题 


a 位 置 取 aj~a,_ 1 的 每 个 元 素 ， 再 
组 合 f(an,it1) 得 到 f(a.ni): 


。 qj: 4 与 交换 ，f(aun,it1) 四 以 a 开头 的 afi..n-1] 的 全 排列 
。 qm: 4 与 qm 交换 ，f(ami+1) 中 以 qv1 开 头 的 a[i.n-1] 的 全 排列 


。 qt: 4 与 qn 1 交换 ，f(awmit1) 咏 以 a 1 开头 的 afin-1] 的 全 排列 


图 5.7 求 f(a,n, 引 的 过 程 
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例如 a[] 二 {1,2,3} 时 求全 排列 的 过 程 如 图 5. 8 所 示 。 图 中 的 树 就 是 对 应 的 解 空间 树 ， 
这 里 数组 a 的 下 标 从 0 开始 ,所 以 根 结 点 “a 二 {1,2,3}” 的 层次 为 0, 它 的 子 树 分 别 对 应 a[0] 
位 置 选择 aL0]、a[1] 和 a[2] 元 素 。 实 际 上 ,对 于 第 i 层 的 结 点 ,其 子 树 分 别 对 应 a[ 疏 位 置 选 
择 a[ 记 .a[i 十 1]、…、a[n 一 1] 元 素 。 树 的 高 度 为 n 十 1, 叶 子 结 点 的 层次 是 n, 解 空间 树 更 清 
晰 的 描述 如 图 5.9 所 示 。 






al0]*>a[0] afol 一 caD] 


a[0] 一 a[1] 




















































































a={1,2,3} a={2,1,3} a={3,2,1} 
da Or om Or OA Nm 2] 
a={1,2.3} | |a={1,3,2} a={2,1,3} a={2,3,1} a={3,2,1} a={3,1,2} 
| | 
输出 123 输出 132 输出 213 输出 231 输出 321 输出 312 


图 5.8 求 a[]={1,2,3} 的 全 排列 的 过 程 




































































可 第 0 层 
1 站 3 
{1,2,3} {2.13} NY -一 -一 - 第 1 层 
2 3 1 3 2 i 
[za 01323| [e223] [2333] [825] [3.1233| ---- 第 ? 层 
3 2 3 1 1 2 
[uz3 {1,3.2} {213)| {2,3,1}| |{3,2,1} 43,1,2}| ---- 第 3 层 (叶子 结 点 ) 
































图 5.9 求全 排列 的 解 空间 树 
从 图 5. 9 中 可 以 看 出 ,对 于 第 i 层 的 结 点 ,其 扩展 仅仅 考虑 a[ 门 及 后 面 的 元 素 , 而 不 必 
考虑 前 面 已 经 选择 的 元 素 。 例 如 第 2 层 的 *1,3,2” 结 点 ,不 必 考 虑 前 面 的 “1,3”, 仅 仅 扩 展 
a[2], 即 aL2] 取 值 为 从 根 结 点 到 该 结 点 的 路 径 上 设 有 取 过 的 值 2, 产 生 “1,3,2” 的 解 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 





void swap(int &x, int &y) // 交 换 x、y 
{ int tmp=x; 
X 一 y; y=tmp; 
1 
void dispasolution(int a[] ,int n) // 输 出 一 个 解 


{ printf(" ("); 
for (int i=0;i<n—1;it 十 ) 
printf(" %d,",a[i]); 
Pprintf("%d)",a[n—1]); 


175 


EEC O60 


void dfs(int a[] ,int n, int i) // 求 a[0..n 一 了 的 全 排列 
{ if(i>=n) // 递 归 出 口 
dispasolution(a, n); 
else 
{ for (intj=i;j<n;j+ 二 ) 
{ swap(a[i] ,a[i]); // 交 换 a 加 与 a 中 
dfs(a,n,it+1); 
swap(a[i] ,a[j] ); // 交 换 a 中 与 a0]: 恢复 
} 
} 
} 
void main( ) 


{ intaDl={1,2.3)s 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0] ); 
printf("a 的 全 排列 \n"); 
dfs(a,n,0); 
printf("\n"); 

} 


上 述 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


a 的 全 排列 
(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,2,1) (3,1,2) 


思考 题 : 在 dfs() 中 如 果 不 执行 第 2 个 交换 语句 即 swap(a[ 门 ,a[ 站 ) ,会 出 现 什么 问题 
呢 ? 为 什么 ? 

5.14 回溯 法 与 深度 优先 遍历 的 异同 

先 看 一 个 图 路 径 搜索 示例 ,第 4 章 的 例 4.7 采用 深度 优先 遍历 求 图 G 中 从 顶点 w 到 
的 一 条 简单 路 径 , 下 面 的 示例 求 多 条 简单 路 径 。 

【 例 5.6】 假设 图 G 采 用 邻接 表 存 储 , 设 计 一 个 算法 输出 图 G 中 从 顶点 wx 到 v 的 所 有 
简单 路 径 (假设 图 G 中 从 顶点 wx 到 vw 至 少 有 一 条 简单 路 径 ) 。 

国 由 于 需要 求 从 顶点 “到 v 的 全 部 路 径 ,采用 一 般 的 深度 优先 遍历 算法 不 能 实现 (只 能 
找到 一 条 路 径 ) ,需要 在 深度 优先 遍历 中 增加 回溯 。 当 从 顶点 x 出 发 搜索 时 , 先 将 visited[q] 置 
为 1, 并 将 wu 加 到 路 径 path 中 ,如 果 找 到 终点 v 且 路 径 长 度 大 于 0, 表示 找到 了 一 条 从 顶点 
到 v 的 简单 路 径 , 输 出 path 并 继续 ; 当 从 顶点 出 发 的 路 径 搜索 完毕 后 需要 将 visited[u] 
恢复 为 0, 以便 将 顶点 作为 其 他 路 径 上 的 顶点 ,这 一 过 程 就 是 回溯 的 深度 优先 遍历 。 





对 应 的 算法 如 下 : 
int visitedLMAXV] ; // 全 局 变量 
void dispapath( vector < int > path) // 输 出 一 条 路 径 


0 pntde™” *)> 
for (int i=0;i< path.size();i 十 十 ) 
printf("%d ", path[i]); 
printf("\n"); 
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void dfs(ALGraph * G,int u,int v,vector<int> path) 。 // 输 出 从 u 到 v 的 全 部 路 径 
{ ArcNode * pi 


path.push_back(Cu) ; // 路 径 长 度 d 增 1, 顶点 u 加 入 到 路 径 中 
visited[ 加 一 1; // 置 已 访问 标记 
if (u==v && path.size()> 一 1) // 找 到 一 条 路 径 则 输出 
dispapath( path) ; 
p=G -> adjlist[u] . firstarc; //p 指向 顶点 u 的 第 一 个 相 邻 点 
while (p!=NULL) 
{ intw=p—>adjvex; //w 为 顶点 u 的 相 邻 点 
if (visited[w] ==0) // 若 w 顶点 未 访问 ,递归 访问 它 
dfs(G, w,v,path); 
p=p—> nextarc; //p 指向 顶点 u 的 下 一 个 相 邻 点 
visited[ 加 一 0; // 回 淹 


对 比例 4.7 和 例 5.5, 可 以 看 出 回溯 法 与 深度 优先 遍历 的 异同 。 两 者 的 相同 点 是 回 淹 
法 在 实现 上 也 是 遵循 深度 优先 的 , 即 一 步 一 步 往 前 探索 ,而 不 像 广度 优先 遍历 那样 由 近 及 远 
一 层 一 层 地 搜索 。 

两 者 的 不 同 点 如 下 。 

(1) 访问 次 序 不 同 : 深度 优先 遍历 的 目的 是 “遍历 ”, 本 质 是 无 序 的 ,也 就 是 说 访问 次 序 
不 重要 ,重要 的 是 是 否 被 访问 过 ,因此 在 实现 上 只 需要 对 于 每 个 位 置 记录 是 否 被 访问 就 足够 
了 (图 遍历 中 的 visited 数组 就 是 完成 这 个 功能 的 )。 回 溯 法 的 目的 是 “求解 过 程 ”, 本 质 是 有 
序 的 ,也 就 是 说 必须 每 一 步 都 是 要 求 的 次 序 , 如 例 5.3 和 例 5.4 中 的 解 空 间 树 中 的 层次 i 就 
是 有 序 的 ,因此 在 实现 上 要 使 用 访问 状态 来 记录 ,也 就 是 对 于 每 个 顶点 记录 已 经 访问 过 的 邻 
居 方 向 ,回溯 之 后 从 新 的 未 访问 过 的 方向 去 访问 其 他 邻居 。 

(2) 访问 次 数 不 同 ; 深度 优先 遍历 对 已 经 访问 过 的 顶点 不 再 访问 ,所 有 项 点 仅 访问 一 
次 。 回 溯 法 中 已 经 访问 过 的 顶点 可 能 再 次 访问 ,如 例 5. 5 就 是 通过 重 置 visited[u] 二 0 来 实 
现 回 溯 的 。 

(3) 前 枝 不 同 : 深度 优先 遍历 不 含 剪 枝 ,而 很 多 回溯 法 采用 剪 枝条 件 剪 除 不 必要 的 分 
枝 以 提高 效能 。 

实际 上 ,除了 剪 枝 是 回溯 法 的 一 个 明显 特征 外 (并 非 任 何 回溯 法 都 包含 剪 枝 部 分 ,例如 
求全 排列 问题 就 无 法 前 枝 ,因为 解 空间 包含 全 部 的 解 ) ,很 难 严格 区 分 回溯 法 与 深度 优先 遍 
历 ,甚至 回溯 法 和 蛮 力 法 之 间 也 没有 十 分 清晰 的 分 界线 。 因 为 这 些 算法 很 多 都 是 递归 算法 ， 





在 递归 调用 中 隐 含 着 状态 的 自动 回 退 和 恢复 。 aa 





所 以 回溯 法 的 定义 有 两 种 观点 ,一 是 狭义 定义 ,认为 “回溯 法 二 DFS 十 剪 枝 ”; 另外 一 种 
是 广义 定义 ,认为 带 回 退 (包括 递归 算法 ) 的 算法 都 是 回溯 算法 。 
5.15 回溯 法 的 时 间 分 析 


通常 以 回溯 算法 的 解 空间 树 中 的 结 点 数 作为 算法 的 时 间 分 析 依 据 , 假 设 解 空 间 树 共有 
n 层 ,第 1 层 有 mo 个 满足 约束 条 件 的 结 点 ,每 个 结 点 有 mi 个 满足 约束 条 件 的 结 点 , 则 第 2 
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层 有 mom 个 满足 约 东 条 件 的 结 点 , 同 理 ,第 3 层 有 momm 个 满足 约 东 条 件 的 结 点 ,以 此 
类 推 ,第 n 层 有 moma…m,-1 个 满足 约束 条 件 的 结 点 , 则 采用 回溯 法 求 所 有 人 解 的 算法 的 执行 
时 间 为 TG) 二 mo 二 mom 十 momms 十 十 momimz "m1。 

这 是 一 种 最 基本 的 时 间 分 析 方法 ,在 实际 中 并 不 一 定 如 此 ,如 第 1 层 有 mo 个 满足 约束 
条 件 的 结 点 ,但 每 个 结 点 满足 约束 条 件 的 结 点 并 非 都 是 mi 个 。 为 了 使 估算 更 精确 ,可 以 选 
取 若 干 条 不 同 的 随机 路 径 ,分 别 对 各 随机 路 径 估算 结 点 总 数 ,然后 再 取 这 些 结 点 总 数 的 平均 
值 。 在 通常 情况 下 ,回溯 法 的 效率 会 高 于 蛮 力 法 。 

通常 , 解 空 间 树 为 子 集 树 时 对 应 算法 的 时 间 复 杂 度 为 0(2"), 解 空间 树 为 排列 树 时 对 应 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n1)。 


求解 0/1 背包 问题 光 


0/1 背包 问题 的 描述 见 第 4 章 的 4. 2.6 小节。 这 里 是 在 给 定 wv、W 的 条 件 下 求 最 优 
解 , 即 求 装 入 背包 中 重量 和 恰好 为 W 并 且 价 值 最 大 的 装 入 方案 。 

【问题 求解 】 第 4 章 采 用 蛮 力 法 求解 ,这 里 采用 回溯 法 求解 该 问题 。 

设 n 件 物品 的 重量 分 别 为 wi ws、…、w, ,用 数组 w[1..n] 存 放 , 物 品 的 
价值 分 别 为 vw、vs、…、v, ,用 数组 v[1..n] 存 放 , 限 制 重 量 用 W 表示 。 用 
Zz[1..n] 数 组 存放 最 优 解 ,其 中 每 个 元 素 取 1 或 0,z[ 可 三 1 表示 第 i 个 物品 
放 入 背包 中 ,zx[ 门 =0 表示 第 i 个 物品 不 放 入 背包 中 。 为 了 更 清楚 地 描述 算 
法 ,将 这 些 给 定 的 算法 输入 设计 成 全 局 变量 。 

这 是 一 个 求 最 优 解 问题 ,显然 其 解 空 间 是 子 集 树 ( 每 个 物品 要 么 装 和 ,要么 不 装 入 )。 每 
个 结 点 表示 背包 的 一 种 选择 状态 ,记录 当前 放 和 背包 的 物品 总 重量 和 总 价值 ,每 个 分 枝 结 点 
下 面 有 两 条 边 表示 对 某 物品 是 否 放 入 背包 的 两 种 可 能 的 选择 。 

第 i 层 上 的 某 个 分 枝 结 点 的 对 应 状态 为 dfs(i,tw,tv,op) ,其 中 tw 表示 装 入 背包 中 
的 物品 总 重量 ,tv 表示 背包 中 物品 的 总 价值 ,op 记录 一 个 解 向 量 。 该 状态 的 两 种 扩展 
如 下 。 

(1) 选择 第 i 个 物品 放 入 背包 : op[ 让 =1,tw 二 tw 十 w[ 记 ,tv 二 tv 十 v[ 让 ,转向 下 一 个 状 
态 dfs(i 十 1 ,tw,tv,op)。 该 决策 对 应 左 分 枝 

(2) 不 选择 第 i 个 物品 放 入 背包 : op[ 门 ==0,tw 不 变 ,tv 不 变 , 转 向 下 一 个 状态 dfs(i 十 
1,tw,tv,op)。 该 决策 对 应 右 分 枝 ， 

叶子 结 点 表示 已 经 对 nn 个 物品 做 了 决策 ,对 应 一 个 解 。 对 所 有 叶子 结 点 进行 比较 求 出 




















EE 满足 tw 二 W 的 最 大 tv( 用 maxw 表示 ) ,将 对 应 的 最 优 解 op 存放 到 zx 中。 


对 于 表 4. 2 所 示 的 4 个 物品 ,在 限制 背包 总 重量 W==6 时 描述 问题 求解 过 程 的 解 空 间 
树 如 图 5. 10 所 示 ,每 个 结 点 中 的 两 个 数值 为 (tw,tv) 。 

对 于 层次 为 1 的 根 结 点 为 (0,0) ,考虑 物品 1 。 

(1) 选择 物品 1: op[1]=1,tw=0 十 5 一 5,tv 一 0 十 4 一 4, 产 生 新 结 点 (5,4) 作 为 根 的 左 
孩子 。 

(2) 不 选择 物品 1: op[1] 二 0,tw 二 0,tv 二 0, 产 生 新 结 点 (0.0) 作 为 根 的 右 孩 子 。 
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图 5. 10 描述 背包 问题 求解 过 程 的 解 空间 树 


对 于 层次 2 的 (5,4) 结 点 ,考虑 物品 2。 


(1) 选择 物品 2: op[2 


(2) 不 选择 物品 2: op[2 0,tw 


1 ,tw 一 5 十 3 


一 8, 产 生 新 结 点 (8,8) 作 为 其 左 


4 ,产生 新 结 点 (5,4) 作 为 其 右 孩 子 





以 此 类 推 可 以 构造 出 整 棵 子 集 树 ( 共 31 个 结 点 ) 。 


采用 递归 框架 设计 的 求解 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAXN 20 
// 问 题 表示 
int n=4; 
int W=6; 
int w[]={0,5,3,2,1); 
int v[]={0,4,4,3,1}; 
// 求 解 结 果 表 示 
int xLMAXN] ; 
int maxv; 
void dfs(int i, int tw, int tv,int op[]) 
{ 这 (Ci>n) 
{ f(tw==W && tv> maxv) 
{ maxv=tv; 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) 


xD 一 op 加; 
} 
} 
else 
{ op[]=1; 
dfs(i+1,tw+w[i] ,tv+v[] ,op); 
op[] =0; 
dfs(i+1, tw, tv, op); 
} 
3: 
void dispasolution( ) 
{ inti; 


printf(" 最 佳 装填 方案 是 :\n"); 
kor ie lieensit ty) 
if (x[] ==1) 


// 最 多 物品 数 


//4 种 物品 

// 限 制 重量 为 6 

// 存 放 4 个 物品 重量 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
// 存 放 4 个 物品 价值 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 


// 存 放 最 终 解 

// 存 放 最 优 解 的 总 价值 

// 求 解 /1 背包 问题 

// 找 到 一 个 叶子 结 点 

// 找 到 一 个 满足 条 件 的 更 优 解 ,保存 它 


// 尚 未 找 完 所 有 物品 
// 选 取 第 i 个 物品 


// 不 选取 第 i 个 物品 , 回 漳 


// 输 出 最 优 解 


printf(" 选取 第 %d 个 物品 \n" ,iD; 
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printf(" 总 重量 二 %d, 总 价值 =%d\n",W,maxv); 

} 

void main( ) 

{ intop[MAXN]; // 存 放 临 时 解 
dfs(1,0,0,op); Wi 从 1 开始 
dispasolution(); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 佳 装填 方案 是 : 
选取 第 2 个 物品 
选取 第 3 个 物品 
选取 第 4 个 物品 

总 重量 一 6, 总 价值 =8 


从 图 5. 10 中 可 以 看 到 ,对 于 第 守 层 的 有 些 结 点 ,tw 十 zm[ 订 已 超过 了 W, 显 然 再 选择 
w[ 门 是 不 合适 的 。 例 如 第 2 层 的 (5,4) 结 点 ,tw 二 5,w[2] 二 3, 而 tw 十 w[2] 宇 W ,选择 物品 
2 进行 扩展 是 不 必要 的 ,可 以 增加 一 个 限界 条 件 进 行 前 枝 ,如 果 选 择 物品 i 会 导致 超重 , 即 
tw 十 zw[ 可 之 克 ,就 不 再 扩展 该 结 点 ,也 就 是 仅仅 扩展 tw 十 w[ 门 帮 W 的 左 孩 子 结 点 。 前 枝 
后 的 解 空间 树 如 图 5. 11 所 示 ( 共 21 个 结 点 ,不 计 虚 结 点 )。 对 应 的 带 左 孩 子 剪 枝 的 dfs 





算法 如 下 : 
void dfs(int iint tw, int tv, int op[]) // 求 解 0/1 背包 问题 
{ ifCi>n) // 找 到 一 个 叶子 结 点 
{ if(tw==W && tv> maxv) // 找 到 一 个 满足 条 件 的 更 优 解 ,保存 它 
{ maxv=tv; 
for (int j=1;j<=n;j 二 + 十) 
x0]=opD]; 
} 
} 
else // 尚 未 找 完 所 有 物品 
{ f(twt+w[i]<=W) // 左 孩子 结 点 剪 枝 : 满足 条 件 时 才 放 入 第 i 个 物品 
op // 选 取 第 i 个 物品 
dfs(i+1,tw+w[i] ,tv+v[] ,op); 
} 
op[i] =0; // 不 选取 第 i 个 物品 ,回溯 
加 dfs(i 十 1,tw,tv,op); 


} 


从 图 5. 11 可 以 看 到 ,只 对 左 子 树 进行 了 前 枝 , 没 有 对 右 子 树 进行 前 枝 ,实际 上 也 可 以 对 
右 子 树 进行 前 枝 。 用 rw 表示 考虑 第 i 个 物品 时 剩余 物品 的 重量 , 即 rw 二 w[ 疏 十 … 十 w[nj 
(初始 时 rw 是 所 有 物品 的 重量 和 ), 对 于 第 i 层 上 的 某 个 分 枝 结 点 ,将 对 应 的 状态 改 为 
dfs(i,tw,tv,rw,op) ,对 应 的 两 种 扩展 如 下 。 
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图 5.11 剪 枝 后 的 解 空间 树 


(1) 选择 第 i 个 物品 放 入 背包 : op[ 门 =1, 如 果 放 入 物品 i 不 超重 , 则 tw 一 tw 十 w[ 详 ， 
tv 二 tv 十 v[ 门 ,rw 三 rw 一 w[ 门 ,转向 下 一 个 状态 dfs(i 十 1,tw,tv,rw,op)。 该 决策 对 应 左 
分 枝 。 

(2) 不 选择 第 i 个 物品 放 入 背包 : op[ 门 ==0,tw 不 变 ,tv 不 变 ,rw=rw 一 za[ 让 (无 论 是 
否 选择 物品 i,rw 都 是 剩余 没有 考虑 的 物品 的 重量 和 ) ,转向 下 一 个 状态 dfs(i 十 1,twytv， 
rw,op)。 该 决策 对 应 右 分 枝 。 

显然 , 当 不 选择 物品 ;时 , 若 tw 十 rw 二 W( 注 意 rw 中 包含 w[ 门 ) ,也 就 是 说 即使 选择 后 
面 的 所 有 物品 ,重量 也 不 会 达到 W ,因此 不 必 再 考虑 扩展 这 样 的 结 点 , 即 对 于 右 分 枝 仅 仅 扩 
展 tw 十 rw 二 W 的 结 点 ,从 而 产生 进一步 剪 枝 的 解 空间 树 ,如 图 5. 12 所 示 ( 共 9 个 结 点 ,不 
计 虚 结 点 )。 例 如 ,对 于 图 中 第 2 层 的 (0,0) 结 点 ,此 时 tw 二 0,rw 二 6( 物 品 2、 物 品 3、 物 品 4 
的 重量 和 ) ,tw 十 rw 二 6, 不 大 于 W( 此 时 又 不 选择 物品 2) ,所 以 不 必 扩 展 其 右 孩 子 结 点 。 该 
算法 仍 能 产生 最 优 解 ,但 比 图 5. 10 中 的 结 点 减少 一 半 以 上 ,因此 效率 得 到 提高 。 














图 5. 12 进一步 剪 枝 的 解 空间 树 


对 应 的 算法 如 下 : 

void dfs(int iint tw, int tv,int rw,int op[]) // 求 解 0/1 背包 问题 

{ // 初 始 调用 时 rw 为 所 有 物品 的 重量 和 
int j; 
if (i>n) // 找 到 一 个 叶子 结 点 


{ if(tw==W && tv> maxv) // 找 到 一 个 满足 条 件 的 更 优 解 ,保存 它 
{ maxv=tv; 


for (=lj ensjt i) // 复 制 最 优 解 
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xD]=op0]; 
上 
} 
else // 尚 未 找 完 所 有 物品 
{ f(twt+w[i]<=W) // 左 孩子 结 点 剪 枝 : 满足 条 件 时 才 放 入 第 i 个 物品 
{op // 选 取 第 i 个 物品 
dfs(i 十 1,tw 十 w 四 ,tv 十 v 四 ,rw 一 w 轩 ,op); 
| 
op[]=0; // 不 选取 第 i 个 物品 ,回溯 
if (tw 十 rw> W) // 右 孩子 结 点 剪 枝 


dfs(it+1, tw, tv, rw—w[] ,op); 
} 


从 本 问题 的 求解 过 程 可 以 看 到 ,为 了 提高 算法 的 效率 ,选择 合理 的 限界 条 件 是 剪 枝 的 关 
键 ,第 6 章 将 进一步 介绍 这 种 剪 枝 技术 。 

【算法 分 析 】 该 算法 不 考虑 剪 枝 时 解 空间 树 中 有 2 一 1 个 结 点 ,对 应 的 算法 时 间 复 
杂 度 为 0(2")。 


求解 装载 问题 类 


53.1 求解 简单 装载 问题 


【问题 描述 】 及 个 集装箱 要 装 上 一 稻 载 重量 为 W 的 轮船 ,示意 图 如 
图 5.13 所 示 , 其 中 集装箱 i(1 志 in) 的 重量 为 w;。 不 考虑 集装箱 的 体积 限 
制 ,现在 要 从 这 些 集装箱 中 选 出 若干 装 上 轮船 ,使 它们 的 重量 之 和 等 于 W， 
同时 要 求 选取 的 集装箱 个 数 尽 可 能 少 。 




















图 5.13 集装箱 装 船 示 意图 


例如 ,n= 二 5,W= 二 10,w 二 {5,2,6,4,3} 时 ,其 最 佳 装 载 方案 是 (0,0,1,1,0), 即 装载 第 3、4 
个 集装箱 。 


_@00,2 | 





【问题 求解 】 采用 带 剪 枝 的 回溯 法 求解 。 问 题 的 表示 如 下 : 


int w 口 一 (0,5,2,6,4,3}; // 各 集装箱 重量 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
int n 一 5,W 王 10; 


求解 的 结果 表示 如 下 : 

int maxw; // 存 放 最 优 解 的 总 重量 

int x[MAXN] ; // 存 放 最 优 解 向 量 

int minnum 一 999999; // 存 放 最 优 解 的 集装箱 个 数 , 初 值 为 最 大 值 


将 上 述 数 据 设 计 为 全 局 变量 。 求 解 算法 如 下 : 
void dfs(int num, int tw, int rw, int op[] ,int i) 


其 中 ,num 表示 选择 的 集装箱 个 数 ,tw 表示 选择 的 集装箱 重量 和 ,rw 表示 剩余 集装箱 
的 重量 和 ,op 表示 一 个 解 , 即 一 个 选择 方案 ,i 表示 考虑 的 集装箱 i。 

对 于 第 i 层 上 的 某 个 分 枝 结 点 ,将 对 应 的 状态 改 为 dfsCnum',tw'rw,op,i ,对 应 的 两 种 
扩展 如 下 。 

(1) 选择 第 i 个 集装箱 : op[ 门 =1,num 二 num 十 1,tw 二 tw 十 w[ 门 ,rw 二 rw 一 w[ 让 ], 转 
向 下 一 个 状态 dfs(num,tw,rw,op,i 十 1)。 该 决策 对 应 左 分 枝 。 

(2) 不 选择 第 i 个 集装箱 ; op[ 门 =0,num 不 变 ,tv 不 变 ,rw= 二 rw 一 w[ 门 ,转向 下 一 个 状 
态 dfsCnum,tw,rw,op,i 十 1) 。 该 决策 对 应 右 分 枝 。 

前 枝 方式 如 下 。 

(1) 左 分 枝 : 扩展 结 点 满足 tw 十 w[ 门 二 W 的 条 件 , 即 选择 集装箱 后 的 总 重量 小 于 等 
FW 
(2) 右 分 枝 : 扩展 结 点 满足 tw 十 rw 宝 W( 注 意 这 里 rw 包含 w[ 门 ) 的 条 件 , 即 选择 剩余 
全 部 集装箱 的 总 重量 大 于 W。 

最 优 方案 的 选择 : i 二 6, 对 应 叶子 结 点 ,并 且 选 择 的 总 重量 小 于 等 于 W ,选择 的 总 重量 
相同 时 挑选 num 最 小 的 方案 , 即 满足 (tw 二 三 W && num 二 minnum) 的 条 件 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 





#include < stdio.h> 
#include < string.h> 





#define MAXN 20 // 最 多 集装箱 个 数 

// 问 题 表示 lm 
int w[]={0,5,2,6,4,3}); // 各 集装箱 重量 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 

int n=5, W=10; 

int maxw; // 存 放 最 优 解 的 总 重量 

int x[MAXN]; // 存 放 最 优 解 向 量 

int minnum 一 999999; // 存 放 最 优 解 的 集装箱 个 数 , 初 值 为 最 大 值 

void dfs(int num, int tw, int rw, int op[] ,int i) // 考 虑 第 i 个 集装箱 

{ (i>n) // 找 到 一 个 叶子 结 点 
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{ if(tw==W && num< minnum) 


{ maxw=tw; // 找 到 一 个 满足 条 件 的 更 优 解 ,保存 它 
minnum= num; 
for (int j=1;j <=n;j+ 十 ) // 复 制 最 优 解 
xD 一 op 中; 
} 
} 
else // 尚 未 找 完 所 有 集装箱 
{ op[i=1; // 选 取 第 i 个 集装箱 
if (tw+w[i]<= W) // 左 孩子 结 点 剪 枝 : 装载 满足 条 件 的 集装箱 
dfsCnum 十 1,tw 十 w 回 ,rw 一 w 四 ,op,i 十 1); 
op 器 一 0; // 不 选取 第 i 个 集装箱 ,回溯 
if (tw 二 rw> W) // 右 孩子 结 点 剪 枝 


dfs(num, tw, rw— w[i ,op,i+1); 
} 
} 


void dispasolution(int n) // 输 出 一 个 解 
{ for (int i 一 1;i< 一 nii 十 十 ) 
if (x[] ==1) 


printf(" 选取 第 %d 个 集装箱 \n" ,iD ; 
printf(" 总 重量 = %d\n”,maxw); 
} 
void main( ) 
{ intop[MAXN]; // 存 放 临 时 解 
memset(op, 0, sizeof(op)); 
int rw=0; 
for (int i=1;i<=n;i+ 二 ) 
rw+=w[i]; 
dfs(0,0,rw,op,1); 
printf(" 最 优 方案 \n"); 


dispasolution(n) ; 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 方案 
选取 第 3 个 集装箱 





ee 选取 第 4 个 集装箱 


总 重量 一 10 


用 dfs(num,tw,rw) 表 示 状 态 (num 和 tw 的 初始 值 均 为 0,rw 的 初始 值 为 20) ,求解 题 
目 中 给 定 实例 的 过 程 如 图 5. 14 所 示 , 图 中 带 阴影 的 方 框 表示 最 优 解 。 

【算法 分 析 】 该 算法 的 解 空间 树 中 有 2”! 一 1 个 结 点 ,对 应 的 算法 时 间 复 杂 度 为 
O(2")。 题 目 中 实例 的 n= 二 5, 解 空间 树 中 的 结 点 个 数 应 为 63, 但 剪 枝 后 结 点 个 数 为 30。 
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0.0,20 
.5 0,0,15 
2.7.13 15.13 12.3 | 0.0.13 
2,7,7 $b 2,8,7 12,7 1,6,7 0,0,7 
3 2,9,3 L153 | 2,8,30 2,6,3 2,10,3 1,6,3 1,4,3 
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3,10,0 | | 2,7,0 2.9,0 || 2,8,0 2,8,0 390 | 2,10,0 | | 2.9.0 2,7,0 


图 5. 14 装载 问题 的 解 空 间 树 


532 求解 复杂 装载 问题 

【问题 描述 】 及 个 集装箱 要 装 上 两 稻 载 重量 分 别 为 cl 和 c2 的 轮船 ,其 中 集装箱 i 的 
重量 为 ww , 且 mw 十 zw 十 … 十 zw 和 cl 十 c2。 求 解 装载 问题 要 求 确 定 是 否 有 一 个 合理 的 装载 
方案 可 将 这 些 集装箱 装 上 这 两 条 轮船 。 如 果 有 , 找 出 一 种 装载 方案 。 例 如 , 当 "一 3\cl 王 
c2 一 50 且 w 二 {10,40,40} 时 可 以 将 集装箱 1 和 2 装 到 第 一 般 轮 船上 ,而 将 集装箱 3 装 到 第 
二 艘 轮船 上 。 如 果 w= 二 {20,40,40) , 则 无 法 将 这 3 个 集装箱 都 装 上 轮船 。 

【问题 求解 】 如 果 一 个 给 定 的 复杂 装载 问题 有 解 , 则 可 以 用 以 下 方式 得 到 一 个 装载 方 
案 : 首先 将 第 一 盘 轮 船 尽 可 能 装 满 ,然后 将 剩余 的 集装箱 装 在 第 二 艘 轮船 上 。 

可 以 用 反 证 法 证 明 其 正确 性 。 假 设 问 题 有 解 但 没有 一 个 装载 方案 是 尽 可 能 将 第 一 般 轮 
船 装 满 , 即 它 有 剩余 载重 能 够 容纳 更 多 的 集装箱 , 设 第 一 般 轮 船 剩余 载重 能 够 容纳 的 集装箱 
为 集合 S。 如 果 给 定 的 问题 有 解 , 则 将 S 装 到 第 二 艘 轮船 上 有 3 种 情况 。 

(1) 集装箱 无 法 全 部 装载 : 改 为 将 S 装 到 第 一 般 轮 船 , 导 致 问题 有 解 。 

(2) 集装箱 全 部 装载 ,第 二 艘 轮船 仍 有 剩余 载重 : 改 为 将 S 装 到 第 一 般 轮 船 ,问题 仍然 
问题 有 解 。 

(3) 集装箱 全 部 装载 ,第 二 艘 轮船 正好 装 满 : 改 为 将 S 装 到 第 一 稻 轮 船 ,问题 仍然 问题 






























































有 解 。 aa 


上 述 3 种 情况 都 说 明 这 样 的 解 是 存在 的 ,与 假设 矛盾 ,问题 即 证 。 

从 而 问题 转化 为 在 w 中 选择 尽 可 能 重 的 集装箱 装 到 第 一 稻 轮 船 ,使 该 子 集中 的 集装箱 
重量 之 和 最 接近 c1 ,得 到 一 个 解 zx, 求 出 剩余 的 集装箱 重量 sum, 若 sum 志 =c2, 表 示 有 解 ， 
否则 表示 没有 解 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 
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#include < stdio.h> 
#include < string.h> 


#define MAXN 20 // 最 多 集装箱 个 数 
// 问 题 表 示 
int w[]={0,10,40,40); // 各 集装箱 重量 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
int n=3; 
int cl 一 50,c2 王 50; 
int maxw=0; // 存 放 第 一 盘 轮 船 一 个 解 的 总 重量 
int x[MAXN]; // 存 放 第 一 稻 轮 船 一 个 解 向 量 
void dfs(int tw, int rw, int op[] ,int i) // 求 第 一 稻 轮 船 的 解 
{ if(i>n) // 找 到 一 个 叶子 结 点 
{ if (tw<=cl && tw> maxw) 
{ maxw=tw; // 找 到 一 个 满足 条 件 的 更 优 解 ,保存 它 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) // 复 制 最 优 解 
x0]=opD]; 
} 
} 
else // 尚 未 找 完 所 有 集装箱 
{ op[]=1; // 选 取 第 i 个 集装箱 
if (tw+w[i]<=c1) // 左 孩子 结 点 剪 枝 : 装载 满足 条 件 的 集装箱 
dfs(tw+w[i],rw—w[i] ,op,i+1); 
op[] =0; // 不 选取 第 i 个 集装箱 ,回溯 
if (tw 十 rw>el) // 右 孩子 结 点 剪 枝 


dfs(tw, rw—w[i] ,op,i+1); 
} 
} 


void dispasolution(int n) // 输 出 一 个 解 
{ for (intj=1;j<=n;j+ 二 ) 
if (x0]==1) 
printf("\t 将 第 %d 个 集装箱 装 上 第 一 稻 轮 船 \n" ,j) ; 
else 


printf("\t 将 第 %d 个 集装箱 装 上 第 二 条 轮船 \n" ,j) ; 
} 
bool solve() // 求 解 复杂 装载 问题 
{ int sum=0; // 累 计 第 一 般 轮 船 装 完 后 剩余 的 集装箱 重量 





if (sum < 一 c2) // 第 二 条 轮船 可 以 装 完 
return true; 


else // 第 二 条 轮船 不 能 装 完 





PE return false; 


} 

void main( ) 

{ intop[MAXN]; // 存 放 临 时 解 
memset(op, 0, sizeof(op)); 
int rw 一 0; 
for (int i=1;i<=n;it+)rw+=w[]; 
dfs(0,rw,op,1); // 求 第 一 艘 轮船 的 解 
printf(" 求 解 结果 \n"); 


PASS 回 谭 法 | 


if (solve()) // 输 出 结果 
{ printf(” ”装载 方案 \n"); 
dispasolution(n); 


» 
elseprintf(” ”没有 合适 的 装载 方案 \n"); 
} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
装载 方案 
将 第 1 个 集装箱 装 上 第 一 般 轮 船 
将 第 2 个 集装箱 装 上 第 一 舰 轮船 
将 第 3 个 集装箱 装 上 第 二 艘 轮船 


求解 子 集 和 问题 诉 


54.1 求 子 集 和 问题 的 解 


【问题 描述 】 给 定 及 个 不 同 正 整 数 的 集合 志 二 (wi ,ws ，… ,tw,) 和 一 
个 正 数 W, 要 求 找 出 z 的 子 集 * ,使 该 子 集中 所 有 元 素 的 和 为 WW。 例 如 , 当 
n 二 4 时 ,w 二 (11,13,24,7),W 二 31, 则 满足 要 求 的 子 集 为 (11,13,7) 和 (24,7)。 

【问题 求解 】 二 4 时 的 解 空间 树 如 图 5. 15 所 示 ( 结 点 中 的 数字 是 结 。 器 淅 
点 的 编号 ,例如 结 点 18 对 应 的 解 向 量 为 (1,1,0,1), 选 择 的 整数 和 二 11 十 13 十 7 二 31), 从 i 
层 到 i 十 1 层 (1 志 i<n) 的 每 一 条 边 标 有 xz; 的 值 ,x; 或 者 为 1 或 者 为 0,z; 为 1 时 表示 取 wi 整 
数 ,zi 为 0 时 表示 不 取 zw 整数 ,从 根 结 点 到 叶子 结 点 的 所 有 路 径 定义 了 解 空 间 。 

















i=3 








图 5.15 子 集 和 问题 的 解 空 间 树 


为 求解 该 问题 需要 搜索 整个 解 空间 树 , 设 解 向 量 z= 二 (zi ,x2，… ,zx,) ,本 问题 是 求 所 有 
解 , 所 以 一 旦 搜索 到 叶子 结 点 ( 即 ;二 2 十 1) ,如 果 相 应 的 子 集 和 为 W, 则 输出 z 解 向 量 。 当 
搜索 到 第 i(1<i<<n) 层 的 某 个 结 点 时 用 tw 表示 选取 的 整数 和 ,rw 表示 余下 的 整数 和 , 即 
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了 一 寺 1 

(1) 约 东 函数 : 栓 

这 用 于 左 孩 了 

(2) 限界 函数 : 

能 找到 一 个 解 。 这 用 于 古 斑 
求解 子 集 和 的 完整 程序 如 下 : 










#include < stdio.h> 
#define MAXN 20 
// 问 题 表 示 
int n=4, W=31; 
int w[]={0,11,13,24,7}; 
int count=0; 
void dispasolution(int x[] ) 
{ inti; 
printf(" 第 %d 个 解 :\n", 十 十 count); 
printf(" 选取 的 数 为 "); 
for (i=1;i<=n;i+ 十 ) 
if (x[] ==1) 
printf("%d ",w 口 ); 
printf("\n"); 
} 
void dfs(int tw, int rw, int x[] ,int i) 


if (i>n) 
m= WY 
dispasolution( x); 
} 
else 
{ 站 (tw 十 w 品 <=W) 
x 


} 
证 (tw 十 rw> W) 
= 
dfs(tw,rw—w[i] ,x,i+1); 
} 
} 
} 
void main( ) 
{ int xLMAXN] ; 
int rw=0; 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) 
rw 十 一 wD] ; 
dfs(0,rw,x,1); 





二 2》) w[j], 设置 相关 的 剪 枝 函 数 如 下 。 


w[i] 加 入 后 子 集 和 是 否 超 过 W, 若 


dfs(tw+w[i,rw—w[], x,i+1); 


超过 , 则 不 能 选择 该 路 


,也 就 是 说 即使 选择 剩余 的 所 有 整数 ,也 不 可 


// 最 多 整数 个 数 


// 存 放 所 有 整数 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
// 累 计 解 个 数 
// 输 出 一 个 解 


// 求 解 子 集 和 


{ //tw 为 考虑 第 i 个 整数 时 选取 的 整数 和 ,rw 为 剩 下 的 整数 和 


// 找 到 一 个 叶子 结 点 
// 找 到 一 个 满足 条 件 的 解 ,输出 它 


// 尚 未 找 完 所 有 整数 
// 左 孩子 结 点 剪 枝 : 选取 满足 条 件 的 整数 w[ 中 
// 选 取 第 i 个 整数 


// 右 孩子 结 点 剪 枝 : 剪除 不 可 能 存在 解 的 结 点 
// 不 选取 第 i 个 整数 ,回溯 


// 存 放 一 个 解 向 量 
// 求 所 有 整数 和 rw 


/让 从 1 开始 


@00,4S EF 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


第 1 个 解 : 
选取 的 数 为 11 13 7 

第 2 个 解 : 
选取 的 数 为 24 7 


【算法 分 析 】 该 算法 的 解 空间 树 中 有 2 一 1 个 结 点 ,对 应 的 算法 时 间 复 杂 度 为 
(DC2505 
542 判断 子 集 和 问题 是 否 存在 解 

采用 回溯 法 一 般 是 针对 问题 存在 解 时 求 出 相应 的 一 个 或 多 个 解 , 或 者 最 优 解 。 如 果 要 
判断 问题 是 否 存 在 解 (一 个 或 者 多 个 ), 可 以 将 求解 函数 改 为 bool 类 型 , 当 找 到 任何 一 个 解 
时 返回 true, 和 否则 返回 false。 需 要 注意 的 是 , 当 问 题 没有 解 时 需要 搜索 所 有 解 空 间 。 

以 下 程序 用 于 判断 子 集 和 问题 是 否 存 在 解 : 


#include < stdio.h> 


#define MAXN 20 // 最 多 整数 个 数 
// 问 题 表示 
int n=4,W; 
int w[]={0,11,13,24,7); // 存 放 所 有 整数 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
bool dfs(int tw, int rw, int i) // 求 解 子 集 和 
{ if(i>n) // 找 到 一 个 叶子 结 点 
{ if(tw==W) // 找 到 一 个 满足 条 件 的 解 ,输出 它 
Teturn true; 
else // 尚 未 找 完 所 有 物品 
{ if(twt+w[i]<=W) // 左 孩子 结 点 剪 枝 : 选取 满足 条 件 的 整数 w[ 
return dfs(tw 十 w[,rw 一 w 四 ,i 十 1); // 选 取 第 i 个 整数 
if (tw 二 rw> W) // 右 孩子 结 点 剪 枝 : 剪除 不 可 能 存在 解 的 结 点 
return dfs(tw,rw—w[i] ,i+1); // 不 选取 第 i 个 整数 ,回溯 


} 
return false; 


} 





bool solve() // 判 断 子 集 和 问题 是 否 存在 解 
{ intrw=0; 
for (int j=1;j<=n;j+ 十 ) // 求 所 有 整数 和 rw 
rw+=w0]; 
return dfs(0, rw, 1); Wi 从 1 开始 
} 
void main( ) 
,eh 
printf("W= 二 %d 时 %s\n",W, (solve()?" 存 在 解 ":" 没 有 解 ")); 
W153 
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W=213 


W245 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


W=7 时 存在 解 

W=15 时 没有 解 
W=21 时 没有 解 
WW=24 时 存在 解 


存在 解 ,否则 表示 不 存在 解 。 


int count; 
void dfs(int tw, int rw, int i) 
{ if(i>n) 

{ if(tw==W) 

count 十 十 ; 

} 

else 

{ f(twtw[l<W) 


if (tw 十 rw> W) 
dfs(tw,rw—w[i ,i+1); 
} 
} 
bool solve() 
{ count=0; 
int rw 一 0; 
for (int j 王 1;j< 王 njj 十 十 ) 
rw+=wD]; 
dfs(0, rw, 1); 
if (count>0) 





return true; 
else 


return false; 


dfs(tw+w[i] ,rw—w[d ,i+1); 


printf("W 二 %d 时 %s\n",W, (solve()?" 存 在 解 ":" 没 有 解 ")); 
printf("W 二 %d 时 %s\n",W, (solve()?" 存 在 解 ":" 没 有 解 ")); 


printf("W==%d 时 %s\n",W, (solve()?" 存 在 解 ":" 没 有 解 ")); 


另外 一 种 方法 是 通过 解 个 数 来 判断 ,例如 设置 全 局 变量 count 表示 解 个 数 ,初始 化 为 0， 
调用 搜索 解 的 回 渊 算法 , 当 找到 一 个 解 时 置 count 十 十 。 最 后 判断 count 二 0, 若 为 真 , 则 表示 


以 下 算法 采用 这 种 方法 判断 子 集 和 问题 是 否 存在 解 : 


// 全 局 变量 ,累计 解 个 数 

// 求 解 子 集 和 

// 找 到 一 个 叶子 结 点 

// 找 到 一 个 满足 条 件 的 解 , 解 个 数 增 1 


// 尚 未 找 完 所 有 物品 

// 左 孩子 结 点 剪 枝 : 选取 满足 条 件 的 整数 w 跨 
// 选 取 第 i 个 整数 

// 右 孩子 结 点 剪 枝 : 剪除 不 可 能 存在 解 的 结 点 
// 不 选取 第 i 个 整数 ,回溯 


// 判 断 子 集 和 问题 是 否 存在 解 


// 求 所 有 整数 和 rw 


/Wi 从 1 开始 
// 有 解 的 情况 


// 无 解 的 情况 


CA5ASJ 加 谭 法 | 





求解 n 皇后 问题 米 





2. 3.2 小 节 介 绍 过 皇后 问题 ,并 采用 递归 技术 求解 ,这 里 采用 回溯 法 
求解 。 

以 4 皇后 问题 为 例 , 找 第 1 个 解 的 过 程 如 图 5. 16 所 示 , 其 中 阴影 表示 
放置 一 个 皇后 ，X ”表示 试探 位 置 。 
























































































































































123 4 123 4 123 4 4 
1 1 1 1 
2 2 | x| x 2 | x| x| x 2 | x| x| x 
3 3 | 3| | 3 | x 
4 4 | 4| | 4 
(a) 放 第 1 个 皇后 (b) 放 第 2 个 皇后 (c) 第 3 个 皇后 放 不 下 ， 回 (d) 放 第 3 个 皇后 
渊 到 第 2 个 皇后 ， 找 其 下 
一 个 位 置 
3 1 3 We 要 123 4 
ET ，E 国 (区 ' 
2 | 2|x|x|x |x|x|x 2|x|x|x| 
3 3 3 3 
4 4 4 4|x|x 
(e) 第 4 个 皇后 放 不 下 ， 回 (f) 放 第 2 个 皇后 (g) 放 第 3 个 皇后 (h) 放 第 4 个 皇后 ， 
测 到 第 3 个 皇后 ， 没 有 合 找到 一 个 解 





适 的 位 置 ， 回 溯 到 第 2 个 

皇后 ， 也 没有 合适 的 位 置 ， 

回溯 到 第 1 个 皇后 ， 找 其 下 
-个 位 置 


图 5.16 4 皇后 问题 找 第 一 个 解 的 过 程 


从 中 可 以 总 结 出 皇后 求解 的 规则 : 

(1) 用 数组 g[ ] 存 放 皇 后 的 位 置 ,(i,g[ 疏 ) 表 示 第 i 个 皇后 放置 的 位 置 ,n 皇后 问题 的 一 
个 解 是 (1 ,gL1])(2,g[L2])…(n,g[Lnj) ,数组 的 下 标 为 0 的 元 素 不 用 。 

(2) 先 放 置 第 1 个 皇后 ,然后 依 2.3、…\ 的 次 序 放置 其 他 皇后 , 当 第 个 皇后 放置 好 
后 产生 一 个 解 。 为 了 找到 所 有 人 解 ,此 时 算法 还 不 能 结束 ,继续 试探 第 个 皇后 的 下 一 个 
位 置 。 

(3) 第 i(i 二 台 个 皇后 放置 后 ,接着 放置 第 i 十 1 个 皇后 ,在 试探 第 ;十 1 个 皇后 的 位 置 时 
都 是 从 第 1 列 开始 的 。 

(4) 当 第 i 个 皇后 试探 了 所 有 列 都 不 能 放置 时 , 则 回溯 到 第 ;一 1 个 皇后 ,此 时 与 第 i 一 1 
个 皇后 的 位 置 (i 一 1,g[i 一 1]) 有 关 , 如 果 第 i 一 1 个 皇后 的 列 号 小 于 , 即 g[i 一 1 过 n, 则 将 
其 移 到 下 一 列 ,继续 试探 ; 否则 回溯 到 第 i 一 2 个 皇后 , 依 此 类 推 。 

(5) 若 第 1 个 皇后 的 所 有 位 置 回溯 完毕 , 则 算法 结束 。 

(6) 放置 第 i 个 皇后 应 与 前 面 已 经 放置 的 i 一 1 个 皇后 不 发 生 冲 突 。 
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采用 非 递归 回溯 框架 设计 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < stdlib.h> 


#define MAXN20 // 最 多 皇后 个 数 

int qLMAXN] ; // 存 放 各 皇后 所 在 的 列 号 ,为 全 局 变量 
int count=0; // 累 计 和 解 个 数 

void dispasolution(int n) // 输 出 一 个 解 


{ ”printf(" 第 %d 个 解 :", 十 十 count); 
for (int i=1;i<=n;it 十 ) 
printf("(%d, %d) ",i,q[]); 
printf("\n"); 
} 








bool place(int i) // 测 试 第 i 行 的 q[ 列 上 能 否 摆 放 皇 后 
{ intj=1; 
if (i==1) return true; 


while (Gj<i) //j=1~i 一 1 是 已 放置 了 皇后 的 行 
{ if((q0]==q[]) || (abs(q0]—a[])==abs(—i))) 
// 该 皇后 是 否 与 以 前 的 皇后 同 列 ,位 置 Gj,qD] ) 与 (i,q 口 ) 是 否 同 对 角 线 


return false; 





[3 
} 
return true; 
} 
void Queens(int n) // 求 解 n 皇后 问题 
{ inti=1; /大 表示 当前 行 ,也 表示 放置 第 i 个 皇后 
q 国 一 0; //q 中 是 当前 列 ,每 个 新 考虑 的 皇后 的 初始 位 置 置 为 0 列 
while (i>=1) // 尚 未 回溯 到 头 ,循环 
al; // 原 位 置 后 移 一 列 
while (q 趾 < 一 n && !place(i)) // 试 探 一 个 位 置 (i,q[]) 
aq 加 十 十 ; 
if (q[]<=n) // 为 第 i 个 皇后 找到 了 一 个 合适 位 置 (i,q[]) 
LA et ), // 若 放置 了 所 有 皇后 ,输出 一 个 解 
dispasolutionCn) ; 
else // 皇 后 没有 放置 完 
(mn // 转 向 下 一 行 , 即 开始 下 一 个 新 皇后 的 放置 
q 国 一 0; // 每 个 新 考虑 的 皇后 的 初始 位 置 置 为 0 列 
} 
} 
else i——; // 车 第 i 个 皇后 找 不 到 合适 的 位 置 , 则 回溯 到 上 一 个 皇后 
a } 
} 
void main( ) 
{ intn; //n 存放 实际 的 皇后 个 数 


scanf("%d", &n); 
printf("%d 皇后 问题 求解 如 下 :\n",n); 


Queens(n); 
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上 述 程序 与 2. 3. 2 小 节 程 序 的 执行 结果 完全 相同 。 实 际 上 2. 3. 2 小 节 的 算法 是 采用 解 
空间 为 子 集 树 后 递归 回溯 框架 实现 的 。 

【算法 分 析 】 该 算法 中 的 每 个 皇后 都 要 试探 nn 列 , 共 n 个 皇后 ,其 解 空间 是 一 棵 子 集 
树 , 不 同 于 前 面 一 般 的 二 又 树 子 集 树 , 这 里 每 个 结 点 可 能 有 棵 子 树 。 对 应 的 算法 时 间 复 杂 
度 为 O(n")。 





求解 图 的 m 着 色 问 题 





【问题 描述 】 给 定 无 向 连通 图 G 和 wm 种 不 同 的 颜色 ,用 这 些 颜 色 为 图 G 的 各 顶点 着 
色 ,每 个 顶点 着 一 种 颜色 。 如 果 有 一 种 着 色 法 使 G 中 每 条 边 的 两 个 顶点 着 不 同 颜色 , 则 称 
这 个 图 是 m 可 着 色 的 。 图 的 m 着 色 问 题 是 对 于 给 定 图 G 和 m 种 颜色 , 找 出 所 有 不 同 的 着 
色 法 。 

输入 描述 : 第 1 行 有 3 个 正 整 数 n、k 入, 表示 给 定 的 图 G 有 nn 个 顶点 条 边 、m 种 颜 
色 , 顶 点 的 编号 为 1.2、…、n。 在 接 下 来 的 & 行 中 每 行 有 两 个 正 整 数 u、v, 表 示 图 G 的 一 条 
边 (u,v)。 

输出 描述 :程序 运行 结束 时 将 计算 出 的 不 同 着 色 方 案 数 输出 。 如 果 不 能 着 色 , 则 程序 输 
出 一 1。 

输入 样 例 : 


扫 一 扫 








国 时 3 
34 视频 讲解 











样 例 输出 : 


48 


【问题 求解 】 对 于 图 G, 采 用 邻接 矩阵 存储 ,根据 求解 问题 需要 ,这 里 a 为 一 个 二 维 





数组 (下 标 0 不用) , 当 顶 点 守 与 顶点 有 边 时 置 ec[ 详 [7 门 王 1, 其 他 情况 置 a[ 让 [站 j= 二 0。 图 中 lass 


的 顶点 编号 为 1~~n, 着 色 编 号 为 1~~m。 对 于 图 G 中 的 每 一 个 顶点 ,可 能 的 着 色 为 1 一 ,所 
以 对 应 的 解 空 间 是 一 棵 m 叉 树 ,高度 为 2 层次; 从 1 开始 。 该 问题 表示 如 下 : 


int n,k,m; 
int aLMAXN] [MAXN]; 


求解 结果 表示 如 下 : 
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int count=0; 
int xLMAXN] ; 


// 累 计 解 个 数 
//x[ 回 表示 顶点 i 的 着 色 


为 了 使 算法 清晰 ,将 上 述 数 据 均 设置 为 全 局 变量 。 对 于 顶点 i( 对 应 解 空间 树 第 i 层 的 
结 点 ) ,其 约束 条 件 是 不 能 与 任何 相 邻 的 顶点 的 着 色相 同 , 采 用 Same(i) 函数 来 实现 , 当 该 顶 
点 的 着 色 x[ 书 与 任何 相 邻 顶点 j 的 着 色 xz[j] 相 同时 返回 false, 和 否则 返回 true。 采 用 递归 回 
洲 法 框架 设计 的 完整 程序 如 下 : 

#include < stdio.h> 

#include < string.h> 


# define MAXN 20 // 图 最 多 的 顶点 个 数 

// 间 题 表示 

int n,k,m; 

int a[MAXN] [MAXN]; 

// 求 解 结果 表示 

int count=0; // 全 局 变量 , 累计 解 个 数 

int xLMAXN] ; // 全 局 变量 ,x 中 表示 顶点 i 的 着 色 

bool Same(int i) // 判 断 项 点 i 是 否 与 相 邻 顶点 存在 相同 的 着 色 


{ for (int j 王 1;j< 一 n;j 十 十 ) 
if (a [0]==1 && x[]==x0]) 


return false; 





return true; 
} 
void dfs(int i) // 求 解 图 的 mm 着色 问题 
{ 这 (Ci>n) // 达 到 叶子 结 点 
count 十 十 ; // 着 色 方案 数 增 1 
else 
{ for (int j 王 1;j< 一 mj;j 十 十 ) // 试 探 每 一 种 着 色 
{ x[]=j; // 试 探 着 色 j 
if (Same(i)) // 可 以 着 色 j, 进 入 下 一 个 顶点 着 色 
dfs(i+1); 
x[] =0; // 回 溯 
} 
| 
} 
int main( ) 
{ memset(a,0,sizeof(a)); //a 初始 化 
memset(x, 0, sizeof(x)); //x 初 始 化 
int x,y; 
scanf("% dd%d", Bn, Bk, Bm); // 输 入 nk、m 


for (int j 王 1;j< 一 kj;j 十 十 ) 

{ scanf("%d%d", &x, By); 
a[x][y]=1; 
a[yj [x]=1; 

} 

dfs(1); 

if (count>0) 
printf(" % d\n", count) ; 


// 输 入 一 条 边 的 两 个 顶点 
// 无 向 图 的 边 对 称 


// 从 顶点 1 开始 搜索 
// 输 出 结果 
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else 
printf("—1\n"); 
return 0; 


} 


如 果 要 输出 所 有 的 着 色 方案 ,只 需要 在 找到 一 个 解 后 输出 x 中 的 所 有 元 素 即 可 。 对 应 
的 算法 如 下 : 


void dispasolution( ) // 输 出 一 种 着 色 方案 
{ ”printf(" 第 %d 个 着 色 方案 : ",count); 
for (int j 王 1;j< 王 njj 十 十 ) 
printf("%d ", x0]); 
printf("\n"); 
} 


void dfs(int i) // 求 解 图 的 m 着 色 问 题 
{ if(i>n) // 达 到 叶子 结 点 
{ count 十 十 ; // 着 色 方案 数 增 1 
dispasolution(); // 输 出 一 种 方案 
} 
else 
{ for (int j=1;j<=m;j 二 十 ) // 试 探 每 一 种 着 色 
xis 
if (Same(i)) // 可 以 着 色 j, 进 入 下 一 个 顶点 着 色 
dfs(it+1); 
x[] =0; // 回 溯 
} 
} 
} 
例如 ,输入 测试 用 例如 下 : 
443 
12 
13 
14 
34 








图 5.17 一 个 无 向 连通 图 
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第 1 个 着 色 方案 : 12 2 3 
第 2 个 着 色 方案 : 12 3 2 
第 3 个 着 色 方案 : 13 2 3 
第 4 个 着 色 方案 : 13 3 2 
第 5 个 着 色 方案 : 2113 
第 6 个 着 色 方案 : 2 1 3 1 
第 7 个 着 色 方案 : 23 13 
第 8 个 着 色 方案 : 2 3 3 1 
第 9 个 着 色 方案 : 3112 
第 10 个 着 色 方 案 : 3 1 2 1 
第 11 个 着 色 方 案 : 32 1 2 
第 12 个 着 色 方 案 : 32 2 1 


【算法 分 析 】 该 算法 中 的 每 个 顶点 试探 1~~m 种 着 色 , 共 个 顶点 ,对 应 的 解 空 间 树 是 
一 棵 m 又 树 ( 子 集 树 ) ,算法 的 时 间 复 杂 度 为 OGm") 。 


任务 分 配 问题 描述 见 4. 2. 8 小 节 。 
【问题 求解 】 这 里 采用 回溯 法 求解 。 问 题 表示 如 下 : 

















int n=4; 
int cLMAXN] [MAXN]={{0}, {0,9,2,7,8}, {0,6,4,3,7}, {0,5,8,1,8}, {0,7,6, 
954) }3 // 下 标 为 0 的 元 素 不 用 ,c[ 中 表示 第 i 个 人 执行 第 j 个 任务 的 成 本 视频 讲解 


考虑 为 第 i 个 人 员 分 配 任务 (i 从 1 开始 ) ,由 于 每 个 任务 只 能 分 配给 一 个 人 员 ,为 了 避 
免 重 复 分 配 , 设 计 一 个 布尔 数组 worker, 初 始 时 均 为 false, 当 任务 j 分 配 后 置 worker[j] 二 
true。 求 解 结果 表 示 如 下 : 


int xLMAXN] ; // 临 时 解 

int cost=0; // 临 时 解 的 成 本 

int bestx[MAXN] ; // 最 优 解 

int mincost 一 INF; // 最 优 解 的 成 本 

bool worker[MAXN] ; //worker 四 表示 任务 j 是 否 已 经 分 配 人 员 


应 的 解 空间 是 一 个 子 集 树 , 每 个 人 员 可 以 选择 个 任务 中 的 一 个 ,但 不 重复 选择 。 对 
应 的 完整 求解 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < string.h> 

#include < queue> 

#include < vector> 

using namespace std; 

# define INF 99999 // 定 义 co 
#define MAXN 21 
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// 问 题 表 示 

int n=4; 

int cLMAXN] [MAXN]={{0}, {0,9,2,7,8}, {0,6,4,3,7}, {0,5,8,1,8},{0,7,6,9,4} }; 
// 求 解 结果 表示 


int xLMAXN] ; // 临 时 解 
int cost=0; // 临 时 解 的 成 本 
int bestx[MAXN] ; // 最 优 解 
int mincost 王 INF; // 最 优 解 的 成 本 
bool workerLMAXN] ; //worker[j] 表 示 任 务 j 是 否 已 经 分 配 人 员 
void dfs(int i) // 为 第 i 个 人 员 分 配 任务 
{ if(i>nm // 到 达 叶 子 结 点 
{if (cost<mincost) // 比 较 求 最 优 解 


{ mincost=cost; 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) 


bestx0G] =x0]; 
} 
} 
else 
{ for (intj=1;j<=n;j 二 十) // 为 人 员 i 试探 任务 j, 从 1 到 n 
if (!worker[D]) // 若 任务 还 没有 分 配 
{ worker[j] =true; 
x[] =j; // 任 务 j 分 配给 人 员 i 
cost+=c[i] 0] ; 
dfs(it1); // 为 人 员 i 十 1 分配 任务 
worker[j] = false; // 回 淹 
x[j] =0; 
cost—=c[i] 0] ; 
} 
} 
} 
void main( ) 
{ memset(worker,0, sizeof(worker)); //worker 初始 化 为 false 
dfs(1); // 从 人 员 1 开始 


printf(" 最 优 方案 :\n"); 
for (int k=1;k<=n;k 二 十 ) 

printf(” 第 %d 个 人 安排 任务 %d\n",k,bestx[k]); 
printf(” ”总 成 本 二 和 %d\n", mincost); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 (与 主力 法 的 求解 结果 相同 ): 





最 优 方案 : | 


第 1 个 人 安排 任务 2 
第 2 个 人 安排 任务 1 
第 3 个 人 安排 任务 3 
第 4 个 人 安排 任务 4 
总 成 本 一 13 


【算法 分 析 】 在 该 算法 中 每 个 人 员 试 探 1 一 ?7 个 任务 ,对 应 的 解 空间 树 是 一 棵 nn 叉 树 
( 子 集 树 ) ,算法 的 时 间 复 杂 度 为 OCOz ) 。 
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求解 活动 安排 问题 。 光 


【问题 描述 】 假设 有 一 个 需要 使 用 某 一 资源 的 由 个 活动 组 成 的 集合 扫 - 扫 
S,S 二 (1,…,n)。 该 资源 在 任何 时 刻 只 能 被 一 个 活动 所 占用 ,活动 i 有 一 个 开 i 
始 时 间 4b; 和 结束 时 间 e;(b; 二 e;) ,其 执行 时 间 为 e; 一 6b; ,假设 最 早 活动 执行 时 
间 为 0。 一 旦 某 个 活动 开始 执行 ,就 不 能 被 打 断 ,直到 其 执行 完毕 。 若 活动 ”i i 
i 和 活动 有 0b; 之 ej 或 5b; 之 e;, 则 称 这 两 个 活动 兼容 。 设 计算 法 求 一 种 最 优 视频 讲解 
活动 安排 方案 ,使 得 所 有 安排 的 活动 个 数 最 多 。 

【问题 求解 】 这 里 采用 回溯 法 求解 ,相当 于 找到 S 二 (1,…,n) 的 某 个 排列 , 即 调度 方 
案 , 使 得 其 中 所 有 兼容 活动 的 执行 时 间 和 最 大 ,显然 对 应 的 解 空间 是 一 个 排列 树 ,直接 采用 
排列 树 递 归 框 架 实现 ,对 于 每 一 种 调度 方案 求 出 所 有 兼容 活动 个 数 ,通过 比较 求 出 最 多 活动 
个 数 ,对 应 的 调度 方案 就 是 最 优 调度 方案 , 即 为 本 问题 的 解 。 

对 于 一 种 调度 方案 ,如 何 计算 所 有 兼容 活动 的 个 数 呢 ?因为 其 中 可 能 存在 不 兼容 的 活 
动 。 例 如 ,有 如 表 5. 1 所 示 的 4 个 活动 , 若 调度 方案 为 (1,2,3,4), 则 求 所 有 兼容 活动 个 数 的 
过 程 如 下 。 

(1) 置 当前 活动 最 大 结束 时 间 laste= 二 0, 所 有 兼容 活动 个 数 sum 二 0。 

(2) 活动 1: 其 开始 时 间 为 1, 大 于 等 于 laste, 属 于 兼容 活动 ,选取 它 ,sum 增加 1， 
sum 一 1, 置 laste 一 其 结束 时 间 王 3。 

(3) 活动 2: 其 开始 时 间 为 2, 小 于 laste, 属 于 非 兼容 活动 ,不 选取 它 。 

(4) 活动 3: 其 开始 时 间 为 4, 大 于 等 于 laste, 属 于 兼容 活动 ,选取 它 ,sum 增加 1， 
sum 一 2, 置 laste 二 其 结束 时 间 二 8。 

(5) 活动 4: 其 开始 时 间 为 6, 小 于 laste, 属 于 非 兼 容 活动 ,不 选取 它 。 

这 样 得 到 该 调度 方案 的 所 有 兼容 活动 个 数 sum 为 2 ,而 调度 方案 (4,1,2,3) 或 者 (4,2， 
3,1) 的 所 有 兼容 活动 个 数 均 为 1 。 























表 5.1 一 个 活动 表 
活动 编号 1 多 » 4 
开始 时 间 1 2 4 6 
结束 时 间 3 5 8 10 





现在 考虑 求 出 所 有 的 调度 方案 ,首先 将 问题 表示 如 下 : 


struct Action 


{ intb; // 活 动 起 始 时 间 
int e; // 活 动 结束 时 间 

}; 

int n=4; 

Action A[]={{0,0}, {1,3}, {2,5}, {4,8}, {6,10)}; // 下 标 0 不 用 
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问题 的 求解 结果 表示 如 下 : 

int x[MAX]; // 临 时 解 向 量 

int bestx[MAX] ; // 最 优 解 向 量 

int laste 一 0; // 一 个 调度 方案 中 最 后 兼容 活动 的 结束 时 间 , 初 值 为 0 
int sum 一 0; // 一 个 调度 方案 中 所 有 兼容 活动 的 个 数 , 初 值 为 0 

int maxsum 一 0; // 最 优 调度 方案 中 所 有 兼容 活动 的 个 数 , 初 值 为 0 


上 述 数据 均 设 计 为 全 局 变量 。 

再 看 看 解 空间 为 排列 树 的 回溯 算法 框架 , 先 让 z= 二 (1,2,…,n) 作 为 初始 调度 方案 ,在 此 
基础 上 改变 顺序 得 到 其 他 调度 方案 。 

对 于 第 i 层 的 非 叶 子 结 点 ,i 从 i 到 循环 的 目的 是 让 xz[ 疏 位置 选取 x[ 门 到 xz[Lnj 的 每 
一 个 元 素 ,一 旦 这 样 选取 后 就 构成 一 种 新 调度 方案 ,由 于 第 1 次 循环 就 是 x[ 门 与 xz[ 门 交换 ， 
所 以 可 以 在 回溯 法 排列 树 算法 框架 的 第 1 个 swap 语句 之 前 添加 对 本 调度 方案 的 处 理 , 求 
出 其 laste 和 sum。 即 


if (A[x0]].b>=laste) // 活 动 x 中 与 前 面 兼 容 
{ sum 十 十 ; // 增 加 兼容 活动 个 数 
laste=A[LxD]].e; // 修 改 本 方案 的 最 后 兼容 时 间 


} 


回溯 法 排列 树 算 法 框架 的 第 2 个 swap 语句 之 后 表示 该 调度 方案 处 理 完毕 ,由 于 这 里 
laste 和 sum 是 全 局 变量 ,不 能 自己 回 退 ,所 以 需要 恢复 为 该 调度 方案 之 前 的 结果 ,这 里 采用 
临时 变量 lastel 和 suml 保存 该 调度 方案 之 前 的 值 ,现在 只 需要 执行 laste 二 lastl 和 sum 一 
suml 即 可 。 如 果 将 laste 和 sum 作为 递归 函数 参数 , 则 不 必 这 样 恢复 。 

对 于 每 个 叶子 结 点 ,对 应 一 个 调度 方案 ,通过 比较 sum 求 出 maxsum 和 bestx, 即 最 优 
调度 方案 。 最 后 在 bestx 中 找到 兼容 活动 并 输出 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAX 51 





// 问 题 表示 
struct Action 
{nt bs // 活 动 起 始 时 间 
int e; // 活 动 结束 时 间 
}; 
int n 一 4; 
Action A[]={{0,0}, {1,3}, {2,5}, {4,8}, {6,10}}; // 下 标 0 不 用 lm 
// 求 解 结果 表示 
int x[MAX]; // 解 向 量 
int bestx[MAX] ; // 最 优 解 向 量 
int laste 一 0; // 一 个 方案 中 最 后 兼容 活动 的 结束 时 间 
int sum 一 0; // 一 个 方案 中 所 有 兼容 活动 的 个 数 
int maxsum 一 0; // 最 优 方案 中 所 有 兼容 活动 的 个 数 
void swap(int &x,int &y) // 交 换 xy 


{ inttmp=x; 


199 
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X 一 y; y 一 tmp; 


} 


void dispasolution( ) // 输 出 一 个 解 
{ ”printf(" 最 优 调度 方案 \n"); 
int laste=0; 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) 
{ if(A[bestx0]].b>=laste) // 选 取 活 动 bestx[] 


{ printf(" 选取 活动 %d: [%d, %d)\n",bestx[], A[bestx[]].b,A[bestx0]].e); 
laste= A[bestx[]] .e; 
} 
} 
printf(" 安排 活动 的 个 数 = %d\n", maxsum) ; 
} 
void dfs(int i) // 搜 索 活动 问题 最 优 解 
{ if(i>n) // 到 达 叶 子 结 点 ,产生 一 种 调度 方案 
{ if (sum> maxsum) 
{ maxsum=sum; 
for (int k=1;k < 一 n;k 十 十 ) 
bestx[k] =x[k] ; 


} 





else 
{ for(int j=i; j<=n; j 十 十 ) // 没 有 到 达 叶 子 结 点 ,考虑 i 到 n 的 活动 
{ swap(x[i] ,x[j]); // 排 序 树 问题 递归 框架 :交换 x[ .x 上 
// 第 i 层 结 点 选择 活动 x 吕 ] 
int suml= sum; // 保 存 sum、laste 以 便 回 漳 
int lastel= laste; 
if (A[xD]] .b>=laste) // 活 动 x 上 与 前 面 兼 容 
{sum 二 十 ; // 兼 容 活动 个 数 增 1 
laste 一 A[x[D 门 ] .e; // 修 改 本 方案 的 最 后 兼容 时 间 
} 
dfs(i 十 1); // 排 序 树 问 题 递 归 框 架 : 进 入 下 一 层 
swap(x[i] ,x[] ); // 排 序 树 问题 递归 框架 :交换 x[ .x 
sum 一 suml; // 回 测 
laste=lastel; // 即 撤销 第 i 层 结 点 对 活动 x 中 的 选择 ,以 便 再 选择 其 他 活动 
} 
} 
} 
void main( ) 
Won =a 
x[] =i; 
dfs(1); Wi 从 1 开始 搜索 
dispasolution(); // 输 出 结果 
PE } 
上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 
最 优 调度 方案 
选取 活动 1: [1,3) 
选取 活动 3: [4,8) 
安排 活动 的 个 数 一 2 


@00,2 回 漳 法 | 


说 明 : 本 问题 的 最 优 解 可 能 有 多 个 ,这 里 仅 输出 一 个 。 在 第 7 章 将 给 出 该 问题 更 好 的 
求解 方法 。 

【算法 分 析 】 该 算法 对 应 的 解 空间 树 是 一 棵 排列 树 ,与 例 5. 5 求全 排列 算法 的 时 间 复 
杂 度 相同 , 即 为 O(n1)。 


求解 流水 作业 调度 问题 “” 光 


【问题 描述 】 有 个 作业 (编号 为 1~~) 要 在 由 两 台 机 器 M1 和 M2 组 成 的 流水 线 上 完 
成 加 工 , 每 个 作业 加 工 的 顺序 都 是 先 在 ML 上 加 工 , 然 后 在 M2 上 加 工 ,M1 和 M2 加 工作 业 
i 所 需 的 时 间 分 别 为 a; 和 bi(1i<n)。 

流水 作业 调度 问题 要 求 确定 这 个 作业 的 最 优 加 工 顺序 ,使 得 从 第 一 个 作业 在 机 峰 
M1 上 开始 加 工 到 最 后 一 个 作业 在 机 器 M2 上 完成 加 工 所 需 的 时 间 最 少 。 可 以 假定 任何 作 
业 一 旦 开始 加 工 就 不 允许 被 中 断 , 直 到 该 作业 被 完成 , 即 非 优先 调度 。 

输入 描述 : 输入 包含 若干 个 用 例 , 每 个 用 例 第 1 行 是 作业 数 n(1 三 n 二 1000), 接 下 来 n 
行 , 每 行 两 个 非 负 整数 ,第 i 行 的 两 个 整数 分 别 表示 第 i 个 作业 在 第 一 台 机 器 和 第 二 台 机 器 
上 加 工 的 时 间 , 以 输入 n=0 结束 。 

输出 描述 : 每 个 用 例 输出 一 行 , 表 示 采 用 最 优 调度 所 用 的 总 时 间 , 即 从 第 一 台 机 器 开始 
到 第 二 台 机 器 结束 的 时 间 。 

输入 样 例 ， 

















视频 讲解 


【问题 求解 】 采用 回溯 法 求解 ,对 应 的 解 空 间 是 一 个 排列 树 , 相 当 于 求 出 个 作业 的 一 
种 排列 使 完成 时 间 最 少 。 作 业 的 编号 是 1~n, 用 数组 z[] 作 为 解 向 量 ( 即 调度 方案 ) ,zx[ 门 表 





示 第 i 顺序 执行 的 作业 编号 ,初始 时 数组 z 的 元 素 分 别 是 1~n, 最 优 解 向 量 用 bestx[ ] 存 mm 


储 , 对 应 的 最 优 调度 时 间 用 bestf 表示 。 

求 作业 的 所 有 排列 可 以 直接 采用 排列 树 递归 框架 实现 ,对 于 每 一 种 调度 方案 求 出 其 所 
有 作业 执行 的 总 时 间 , 通 过 比较 求 出 最 小 的 总 时 间 , 对 应 的 调度 方案 就 是 最 优 调度 方案 , 即 
为 本 问题 的 解 。 

现在 问题 的 关键 是 对 于 某 种 调用 方案 如 何 求 对 应 的 作业 执行 总 时 间 。 因 为 每 个 作业 在 
两 个 机 器 上 执行 ,作业 之 间 的 执行 时 间 是 关联 的 。 
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用 f1 数组 表示 在 M1 上 执行 完 当前 作业 i 的 总 时 间 ( 含 前 面 作业 的 执行 时 间 ),f2 数 
组 表示 在 M2 上 执行 完 当 前 作业 i 的 总 时 间 ( 含 前 面 作业 的 执行 时 间 )。 由 于 一 个 作业 总 是 
先 在 M1 上 执行 后 在 M2 上 执行 ,所 以 f2[Lnj 就 是 执行 全 部 作业 的 总 时 间 。 

考虑 一 个 示例 ,假设 有 3 个 作业 ,如 表 5. 2 所 示 , 现 在 的 调用 方案 为 (1,2,3), 即 按 作业 
1、2、3 的 顺序 执行 。 首 先 将 /1 和 f2 数组 的 所 有 元 素 初始 化 为 0。 该 调度 方案 的 总 时 间 计 
算 如 下 : 








表 5.2 一 个 作业 表 
作业 编号 1 2 3 
M1 时间 a 3 2 
M2 时 间 b 1 1 3 


(1) 作业 1: 在 ML 上 执行 作业 1, 完毕 后 /1[1]==a[1]==2。 再 在 M2 上 执行 作业 1, 因 
为 f2[0] 硅 1[1j, 说 明 作 业 1 在 M1 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 待 ,在 
M2 上 执行 完 的 时 间 f2[1]==f1[1] 二 b[1]=2 十 1=3。 

(2) 作业 2: 作业 1 在 MI 上 执行 完 后 就 可 以 直接 执行 作业 2, 作 业 2 在 M1 上 执行 完 
的 时 间 f1[2J==f1[1] 十 a[2]=2 十 3 二 5。 再 在 M2 上 执行 作业 2, 因 为 /2[1] 志 /1[2j, 同 样 
说 明 作 业 2 在 M1 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 待 , 在 M2 上 执行 完 的 时 间 
J2[2]= Fl1[2] 十 虑 2] 王 5 十 1 一 6。 

(3) 作业 3: 作业 2 在 M1 上 执行 完 后 就 可 以 直接 执行 作业 3, 作 业 3 在 M1 上 执行 完 
的 时 间 f1[3j==f1[2] 十 a[3]=5 十 2==7。 再 在 M2 上 执行 作业 3 ,因为 /2[2] 志 /1[3j], 同 样 
说 明 作 业 3 在 M1 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 待 ,在 M2 上 执行 完 的 时 间 
f2[3]=f1[3]+6[3]=7+3=10。 

上 述 执 行 过 程 如 图 5. 18 所 示 。 所 以 ,对 于 调用 方案 (1,2,3) ,72[3]=10 就 是 对 应 的 执 
行 总 时 间 。 











/ol=ot A1[1=2 IR]=5 f1B]=7 
Ml 2 


tn mum] 基本 古本 汪汪 
JP[0]-0 了 2[0]<A1[1] 不 等 /2[1]A1[2] 不 等 f2[2 乓 A1[3] 不 等 : 
F207 1+601]=3 f2[2]=7102]+b[2]=6 f2[3]=f1[3]+b[3]=10 


i | = 
2 3 5 6 7 10 


图 5.18 一 种 调度 方案 的 总 时 间 计 算 


从 中 看 出 ,由 于 每 个 作业 都 是 从 M1 开始 的 , 即 M1 上 的 各 个 作业 是 连续 执行 的 ,不 需 
要 等 待 ,所 以 有 1 不 需要 用 数组 表示 ,直接 用 单个 变量 六 表示 , 即 /1==0, 1 二 1 十 a[ 让 ,但 
在 M2 上 执行 就 不 同 了 ,所 以 f2 仍然 采用 数组 表示 。 

再 看 看 另外 一 种 调用 方案 ,假设 3 个 作业 如 表 5. 3 所 示 ,调用 方案 仍然 是 (1,2,3) ,大 家 
会 发 现 这 3 个 作业 是 相同 的 ,只 是 顺序 发 生变 化 ,相当 于 改变 顺序 后 对 作业 重新 编号 。 该 调 
度 方案 的 总 时 间 计 算 如 下 。 
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表 5.3 一 个 作业 表 
作业 编号 1 2 3 
MI1 时间 a 2 3 
M2 时 间 b 3 1 1 








(1) 作业 1: 在 ML 上 执行 作业 1, 完 毕 后 几 ==a[1]==2。 再 在 M2 上 执行 作业 1, 因 
f2[0] 志 /1, 说 明 作业 1 在 ML 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 待 ,在 M2 上 
行 完 的 时 间 f2[1]==f1 二 6b[1]=2 十 3==5。 

(2) 作业 2: 作业 1 在 M1 上 执行 完 后 就 可 以 直接 执行 作业 2, 作 业 2 在 M1 上 执行 完 
的 时 间 做 ==1 十 a[2]=2 十 2 二 4。 再 在 M2 上 执行 作业 2, 因为 /2[1] 放 /1, 说 明 在 /1 时 多 
M2 上 的 作业 1 还 没有 执行 完 , 此 时 作业 2 需要 等 待 ,等 到 作业 1 在 M2 上 执行 完 后 再 执行 
作业 2, 所 以 作业 2 在 M2 上 执行 完 的 时 间 2[2]=F2[1] 十 [2] 王 5 十 1 一 6。 

(3) 作业 3: 作业 2 在 M1 上 执行 完 后 就 可 以 直接 执行 作业 3, 作 业 3 在 M1 上 执行 完 
的 时 间 1==f1 十 a[3]=4 十 3=7。 再 在 M2 上 执行 作业 3, 因 为 /2[2] 近 六, 说 明 作 业 3 在 
M1 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 待 ,在 M2 上 执行 完 的 时 间 f2[3]= /1 十 
6b[3]=7 十 1=8。 

上 述 执行 过 程 如 图 5. 19 所 示 。 所 以 ,对 于 调用 方案 , f2[3] 二 8 就 是 对 应 的 执行 总 
时 间 。 











条 过 























/1=4 /1=7 
完 后 立即 在 M2 上 执行 
作业 2 
2[0]=0 | ”2[0]< 作 ,不 等 : f2[1]> 放 1, 等 待 : 了 2[2]< 作 1, 不 等 : 
A f2[2]3 1]+b[2]=6 f2[3]=71+b[3]=8 
T T T TT T 到 
2 4 5 6 7 8 


图 5. 19 另 一 种 调度 方案 的 总 时 间 计算 


将 某 种 调度 方案 用 (z[1],z[2],…,z[nj) 表 示 , 对 于 排序 树 第 i 层 的 某 个 结 点 ,车 选择 
执行 作业 xz[ 站 (对 应 第 i 步 的 一 个 决策 ), 显 然 其 在 ML 上 执行 完 的 时 间 为 /1 二 1 十 
a[z[j]]; 考虑 M2 的 时 间 , 这 分 为 两 种 情况 。 

(1) f2[i 一 1j 志 有 1: 说 明 该 作业 在 MI 上 执行 完 后 可 以 立即 在 M2 上 执行 ,不 需要 等 
待 , 它 执行 完 的 时 间 是 /2[i]=f1 十 6b[z[j]]。 

(2) f2[i 一 1J 放 /1: 说 明 在 /1 时 刻 M2 上 的 前 一 个 作业 还 没有 执行 完 , 此 时 该 作业 需 
要 等 待 ,等 到 前 一 个 作业 在 M2 上 执行 完 后 再 执行 它 ,该 作业 在 M2 上 执行 完 的 时 间 是 
F202]=72i= 6Lz [jj 

将 两 种 情况 合并 起 来 : f2[i]==max(f1,f2[i 一 1]) 十 b[z[j]]。 

另外 ,设置 剪 枝 的 条 件 是 当 第 i 层 求 出 的 f2[ 门 ( 即 执行 作业 zx[ 疏 的 总 时 间 ) 已 经 大 于 
等 于 bestf( 当 前 求 出 的 执行 全 部 作业 的 最 优 总 时 间 ) 时 就 没有 必要 从 该 结 点 向 下 扩展 了 ,让 
其 成 为 死结 点 。 
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为 了 简单 ,直接 求解 题目 中 的 样 例 , 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
# define INF 0x3f3f3f3f 
#define MAX 1001 
# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
// 间 题 表示 
int n=4; 
int a[MAX] = {0,5,12,4,8}; 
int b[MAX] = {0,6,2,14,7}; 
// 求 解 结果 表示 
int bestf; 
int f1; 
int {2[MAX]; 
int x[MAX] ; 
int bestx[MAX] ; 
void swap(int &x,int &y) 
{ int tmp=x; 
ZY y= inp, 

} 
void disparr(int x[] ) 
{ for (int i 王 1;i< 一 nii 十 十 ) 

printf(" %d ", x[]); 
} 
void dfs(int i) 
{ if(i>n) 

{ if (2[n]< bestf) 
{ bestf=f{2[n]; 


printf(" 一 个 解 : bestf= %d" ,bestf) ; 
printf("， 调度 方案 : "); disparr(x); 


printf(", f2: "); disparr(f2); 


printf("\n"); 
for(int j=1; j<=n; j 十 十 ) 
bestx0] = x0]; 


} 

else 

‘forint j= Jj<ensjt ty 
lx 


{2[]=max(fl, {2[i—1])+b[x0]]; 


证 (f{2[i]< bestf) 
{swap(x[i],x0]); 
dfs(i 十 1); 


swap(x[i , x0]); 
} 
f1 一 一 a[x0]]; 


// 最 大 整数 c= 
// 最 多 的 作业 数 
// 求 xy 的 最 大 值 


// 作 业 数 
//M1 上 的 执行 时 间 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
//M2 上 的 执行 时 间 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 


// 存 放 最 优 调度 时 间 
//MI 的 执行 时 间 

//M2 的 执行 时 间 

// 当 前 调度 方案 

// 存 放 当 前 作业 最 佳 调度 
// 交 换 x 和 y 


// 输 出 一 个 数组 的 元 素 


// 从 第 i 层 开 始 搜索 
// 到 达 叶 子 结 点 ,产生 一 种 调度 方案 
// 找 到 更 优 解 


// 复 制 解 向 量 


// 没 有 到 达 叶 子 结 点 ,考虑 i 到 n 的 作业 
// 在 第 i 层 选择 执行 作业 xD] 


// 剪 枝 : 仅 仅 扩展 当前 总 时 间 小 于 bestf 的 结 点 


// 回 溯 , 即 撤销 第 i 层 对 作业 x 四 的 选择 ,以 便 再 选择 其 他 作业 


ASS EF 


int main() 
{ 和 =0; 
bestf=INF:; 
memset({2,0, sizeof ({2)); 
for(int k=1; k<=n; k 十 十 ) // 设 置 初始 调度 顺序 为 作业 1.2、… 、n 
x[k] =k; 
printf( "求解 过 程 :\n"); 
dfs(1); // 从 作业 1 开始 搜索 
printf(" 求 解 结果 :\n"); 
printf(" 最 少时 间 : %d" ,bestf) ; 
printf("， 最 优 调度 方案 : "); 
disparr(bestx); printf("\n"); 
return 0; 


} 
上 述 程 序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 过 程 : 
一 个 解 : bestf 二 42, 调度 方案 : 1 2 3 4, f2: 11 19 35 42 
一 个 解 : bestf==36, 调度 方案 : 1 3 2 4, f2: 11 25 27 36 
一 个 解 : bestf 二 34, 调度 方案 : 1 3 4 2, f2: 11 25 32 34 
一 个 解 : bestf=33,， 调度 方案 : 3 1 4 2, f2: 18 24 31 33 
求解 结果 : 
最 少时 间 : 33, 最 优 调度 方案 : 3 1 4 2 


【算法 分 析 】 该 算法 的 解 空间 树 是 一 棵 高 度 为 n 的 排列 树 , 对 应 算法 的 时 间 复 杂 度 为 
O(n!), 


练习 题 米 


1. 回溯 法 在 问题 的 解 空间 树 中 按 ( 。””) 策 略 从 根 结 点 出 发 搜索 解 空间 树 。 
A. 广度 优先 B. 活 结 点 优先 C. 扩展 结 点 优先 ” D. 深度 优先 
2. 关于 回溯 法 以 下 叙述 中 不 正确 的 是 ( 
A. 回溯 法 有 “通用 解 题 法 ”之 称 , 它 可 以 系统 地 搜索 一 个 问题 的 所 有 人 解 或 任意 解 
B. 回溯 法 是 一 种 既 带 系统 性 又 带 跳跃 性 的 搜索 算法 
C. 回溯 算法 需要 借助 队列 这 种 结构 来 保存 从 根 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 
D 





.回潮 算法 在 生成 解 空 间 的 任 一 结 点 时 先 判 断 该 结 点 是 否 可 能 包含 问题 的 解 ,如 mm 


果 肯 定 不 包含 , 则 跳 过 对 该 结 点 为 根 的 子 树 的 搜索 , 逐 层 向 祖先 结 点 回 测 
3. 回溯 法 的 效率 不 依赖 于 下 列 ( ) 。 
A. 确定 解 空间 的 时 间 B. 满足 显 式 约束 的 值 的 个 数 
C. 计算 约束 函数 的 时 间 D. 计算 限界 函数 的 时 间 
4. 下 面 ( ， ) 是 回溯 法 中 为 避免 无 效 搜索 采取 的 策略 。 
A. 递归 函数 B. 前 枝 函 数 C. 随机 数 函 数 D. 搜索 函数 
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5. 回溯 法 的 搜索 特点 是 什么 ? 

6. 用 回溯 法 解 0/1 背包 问题 时 ,该 问题 的 解 空间 是 何 种 结构 ? 用 回溯 法 解 流水 作业 调 
度 问题 时 ,该 问题 的 解 空间 是 何 种 结构 ? 

7. 对 于 递增 序列 a[ ] 二 {1,2,3,4,5), 采 用例 5.5 的 回潮 法 求全 排列 ,以 1、2 开头 的 排 
列 一 定 最 先 出 现 吗 ? 为 什么 ? 

8. 考虑 皇后 问题 ,其 解 空间 树 由 1、2、… wn 构成 的 n! 种 排列 所 组 成 。 现 用 回溯 法 求 
解 ,要 求 : 

(1) 通过 解 搜索 空间 说 明 n= 二 3 时 是 无 解 的 。 

(2) 给 出 剪 枝 操作 。 

(3) 最 坏 情况 下 在 解 空间 树 上 会 生成 多 少 个 结 点 ? 分析 算 法 的 时 间 复 杂 度 。 

9. 设计 一 个 算法 求解 简单 装载 问题 。 设 有 一 批 集装箱 要 装 上 一 条 载重 量 为 克 的 轮 
船 ,其 中 编号 为 i(0 二 in 一 1) 的 集装箱 的 重量 为 w;。 现 要 从 个 集装箱 中 选 出 若干 个 装 
上 轮船 ,使 它们 的 重量 之 和 正好 为 W。 如 果 找 到 任 一 种 解 ,返回 true, 和 否则 返回 false。 

10. 给 定 若干 个 正 整数 ao va 、…、a,-1, 从 中 选 出 若干 个 数 ,使 它们 的 和 恰好 为 ,要 求 
找 出 选择 元 素 个 数 最 少 的 解 。 

11. 设计 求解 有 重复 元 素 的 排列 问题 的 算法 。 设 及 个 元 素 a[ ]=={aosars*…* yan-1)， 
其 中 可 能 含有 重复 的 元 素 , 求 这 些 元 素 的 所 有 不 同 排列 。 例 如 a[ ] 三 {1,1,2) ,输出 结果 是 
Col atL LI LL: 

12. 采用 递归 回溯 法 设计 一 个 算法 , 求 从 1~n 的 nn 个 整数 中 取出 xm 个 元 素 的 排列 ,要 
求 每 个 元 素 最 多 只 能 取 一 次 。 例 如 ,n==3、m 二 2 的 输出 结果 是 (1,2)、(1,3)、(2,1)、(2,3)、 
371s) 

13. 对 于 皇后 问题 ,有 人 认为 当 为 偶数 时 ,其 解 具有 对 称 性 , 即 n 皇后 问题 的 解 个 
数 恰好 为 n/2 皇后 问题 的 解 个 数 的 2 们 ,这 个 结论 正确 吗 ? 请 编写 回溯 法 程序 对 二 4、6、 
8、10 的 情况 进行 验证 。 

14. 给 定 一 个 无 向 图 ,由 指定 的 起 点 前 往 指定 的 终点 ,途中 经 过 所 有 其 他 顶点 且 只 经 过 
一 次 , 称 为 哈密 顿 路 径 ,闭合 的 哈密 顿 路 径 称 作 哈密 顿 回 路 (Hamiltonian Cycle) 。 设 计 一 个 
回溯 算法 求 无 向 图 的 所 有 哈密 顿 回路 。 





上 机 实验 题 米 





实验 1. 求解 查找 假币 问题 

有 12 个 硬币 ,分别 用 A 一 L 表示 ,其 中 恰好 有 一 个 假币 ,假币 的 重量 不 同 于 真 币 ,所 有 
真 币 的 重量 相同 。 现 在 采用 天 平 称 重 方式 找 这 个 假币 , 某 人 已 经 给 出 了 一 种 3 次 称 重 的 方 
案 ,一 种 方案 如 下 : 





ABCD EFGH even // 表 示 ABCD 硬币 的 重量 等 于 EFGH 硬币 的 重量 
ABCI EFJK up // 表 示 ABCI 硬币 的 重量 大 于 EFJK 硬币 的 重量 
ABIJ EFGH even // 表 示 ABIJ 硬币 的 重量 等 于 EFGH 硬币 的 重量 
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每 次 将 两 组 硬币 个 数 相同 的 硬币 称 重 , 结 果 为 even 表示 相等 ,为 up 表示 前 者 重 ,为 
down 表示 后 者 重 。 编 写 一 个 实验 程序 找 出 这 个 假币 。 

实验 2. 求解 填 字 游戏 问题 

在 3X3 个 方 格 的 方 阵 中 要 填 人 数字 1 一 10 的 某 9 个 数字 ,每 个 方 格 填 一 个 整数 ,使 所 
有 相 邻 两 个 方 格 内 的 两 个 整数 之 和 为 素数 。 编 写 一 个 实验 程序 , 求 出 所 有 满足 这 个 要 求 的 
数字 填 法 。 

实验 3. 求解 组 合 问题 

编写 一 个 实验 程序 ,采用 回溯 法 输出 自然 数 1~n 中 任 取 个 数 的 所 有 组 合 。 

实验 4. 求解 满足 方程 解 问题 

编写 一 个 实验 程序 , 求 出 a.b、c.d.e, 满 足 ab 一 cd 十 e 二 1 方程 ,其 中 所 有 变量 的 取 值 为 
1 一 5 并 且 均 不 相同 。 


在 线 编程 题 * 


在 线 编程 题 1. 求解 会 议 安排 问题 

【问题 描述 】 陈 老师 是 一 个 比赛 队 的 主教 练 。 有 一 天 ,他 想 给 团队 成 员 开会 ,应 该 为 这 
会 议 安排 教室 ,但 教室 非常 缺乏 ,所 以 教室 管理 员 必 须 通过 接受 订单 和 拒绝 订单 优化 教室 
的 利用 率 。 如 果 接 受 一 个 订单 , 则 该 订单 的 开始 时 间 和 结束 时 间 成 为 一 个 活动 。 注 意 ,每 个 
时 间 段 只 能 安排 一 个 订单 ( 即 假设 只 有 一 个 教室 ) 。 请 找 出 一 个 最 大 化 的 总 活动 时 间 的 方 
法 。 你 的 任务 是 这 样 的 : 读 入 订单 ,计算 所 有 活动 (接受 的 订单 ) 占 用 时 间 的 最 大 值 。 

输入 描述 : 标准 的 输入 将 包含 多 个 测试 用 例 。 对 于 每 个 测试 用 例 , 第 1 行 是 一 个 整数 
n(n 二 10 000) ,接着 的 n 行 中 每 一 行 包括 两 个 整数 p 和 k(1 三 pk 夸 300 000), 其 中 pp 是 一 
个 订单 的 开始 时 间 ,k 是 结束 时 间 。 

输出 描述 : 对 于 每 个 测试 用 例 ,输出 所 有 活动 占用 时 间 的 最 大 值 。 

输入 样 例 ， 





4 


在 线 编程 题 2. 求解 最 小 机 器 重量 设计 问题 

【问题 描述 】 设 某 一 机 器 由 个 部 件 组 成 ,部 件 编号 为 1 一 ”每 一 种 部 件 都 可 以 从 m 
个 供应 商 处 购 得 ,供应 商 编 号 为 1~m。 设 ws 是 从 供应 商 7 处 购 得 的 部 件 i 的 重量 ,cy 是 相 
应 的 价格 。 对 于 给 定 的 机 器 部 件 重 量 和 机 器 部 件 价格 ,计算 总 价格 不 超过 cost 的 最 小 重量 
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机 器 设计 ,可 以 在 同一 个 供应 商 处 购 得 多 个 部 件 。 

输入 描述 : 第 1 行 输入 3 个 整数 mm cost, 接 下 来 区 行 输入 rui (每 行 m 个 整数 ), 最 后 
n 行 输入 cij (每 行 m 个 整数 ), 这 里 1<n、m 三 100。 

输出 描述 : 输出 的 第 1 行 包括 个 整数 ,表示 每 个 对 应 的 供应 商 编 号 ,第 2 行为 对 应 的 
重量 。 
输入 样 例 : 


337 
123 
321 
232 
123 
542 
212 


样 例 输出 : 


131 
4 


在 线 编程 题 3. 求解 最 小 机 器 重量 设计 问题 I 

【问题 描述 】 设 某 一 机 器 由 个 部 件 组 成 ,部 件 编号 为 1 一 ”每 一 种 部 件 都 可 以 从 产 
个 供应 商 处 购 得 ,供应 商 编 号 为 1 一 m。 设 ws 是 从 供应 商 j 处 购 得 的 部 件 i 的 重量 ,cj 是 相 
应 的 价格 。 对 于 给 定 的 机 器 部 件 重量 和 机 器 部 件 价格 ,计算 总 价格 不 超过 cost 的 最 小 重量 
机 器 设计 ,要 求 在 同一 个 供应 商 处 最 多 只 能 购 得 一 个 部 件 。 

输入 描述 : 第 1 行 输入 3 个 整数 n、m、cost, 接 下 来 nn 行 输入 wi (每 行 mm 个 整数 ), 最 后 
n 行 输入 cj (每 行 个 整数 ) ,这 里 1<n、m 夺 100。 

输出 描述 : 输出 的 第 1 行 包括 个 整数 ,表示 每 个 对 应 的 供应 商 编 号 ,第 2 行为 对 应 的 
重量 。 

输入 样 例 : 


337 
123 
321 
232 
123 
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212 


样 例 输出 : 


123 
5 


Gs 





在 线 编程 题 4. 求解 密码 问题 

【问题 描述 】 给 定 一 个 整数 和 一 个 由 不 同 大 写字 母 组 成 的 字符 串 str( 长 度 大 于 5、 
小 于 12) ,每 一 个 字母 在 字母 表 中 对 应 有 一 个 序数 (A 二 1,B 二 2,… ,2 二 26), 从 str 中 选择 5 
个 字母 构成 密码 ,例如 选取 的 5 个 字母 为 v.w、x、y 和 z, 它 们 要 满足 v 的 序数 一 (w 的 序 
数 )? 十 (x 的 序数 )? 一 (y 的 序数 )# 十 (z 的 序数 生 一 2。 例 如 ,给 定 的 2 一 1、 字 符 串 str 为 
"ABCDEFGHIJKL" ,一 个 可 能 的 解 是 "FIECB" ,因为 6 一 9%: 十 5 一 34 十 25 一 1, 但 这 样 的 解 可 
以 有 多 个 ,最 终结 果 是 按 字典 序 最 大 的 那个 ,所 以 这 里 的 正确 答案 为 "LKEBA"。 

输入 描述 : 每 一 行为 和 str, 以 输入 n=0 结束 。 

输出 描述 : 每 一 行 输出 相应 的 密码 , 当 密码 不 存在 时 输出 "no solution"。 

输入 样 例 : 











1 ABCDEFGHIJKL 
11700519 ZAYEXIWOVU 
3072997 SOUGHT 

1234567 THEQUICKFROG 
0 


样 例 输出 ， 


LKEBA 
YOXUZ 
GHOST 


no solution 


在 线 编程 题 5. 求解 马 走 棋 问题 

【问题 描述 】 在 m 行 n 列 的 棋盘 上 有 一 个 中 国 象棋 中 的 马 , 马 走 日 字 且 只 能 向 右 走 。 
请 找到 可 行路 径 的 条 数 ,使 得 马 从 棋盘 的 左下 角 (1,1) 走 到 右上 角 (m,n)。 

输入 描述 : 输入 多 个 测试 用 例 , 每 个 测试 用 例 包 括 一 行 ,各 有 两 个 正 整数 n、m, 以 输入 
n 二 0、m 二 0 结束 。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 输出 一 行 ,表示 相应 的 路 径 条 数 。 

输入 样 例 ， 


44 
00 





样 例 输出 : bm 


2 


说 明 : 样 例 对 应 的 两 条 路 径 是 (1,1) (3,2) (4,4) 和 (1,1) (2,3) (4,4)。 

在 线 编程 题 6. 求解 最 大 团 问题 

【问题 描述 】 一 个 无 向 图 G 中 含 顶 点 个 数 最 多 的 完全 子 图 称 为 最 大 团 。 输入 含 n 个 
顶点 (顶点 编号 为 1~n) 、m 条 边 的 无 向 图 , 求 其 最 大 团 的 顶点 个 数 。 
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输入 描述 : 输入 多 个 测试 用 例 ,每 个 测试 用 例 的 第 1 行 包含 两 个 正 整 数 n、m, 接 下 来 mm 
行 ,每 行 两 个 整数 sz, 表示 顶点 s 和 1 之 间 有 一 条 边 ,以 输入 2 一 0\ 思 一 0 结束 ,规定 1 过 
n<50,1<m300。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 输出 一 行 ,表示 相应 的 最 大 团 的 顶点 个 数 。 

输入 样 例 : 





样 例 输出 ， 





在 线 编程 题 7. 求解 幸运 的 袋子 问题 

【问题 描述 】 一 个 袋子 里 面 有 ?个 球 ,每 个 球 上 都 有 一 个 号 码 (拥有 相同 号 码 的 球 是 无 
区 别 的 ) 。 对 于 一 个 袋子 , 当 且 仅 当 所 有 球 的 号 码 的 和 大 于 所 有 球 的 号 码 的 积 时 是 幸运 的 。 
例如 ,如 果 袋 子 里 面 的 球 的 号 码 是 {1,1,2,3) ,这 个 袋子 就 是 幸运 的 ,因为 1 十 1 十 2 十 3 之 1 
1X2X3。 另 外 ,可 以 适当 从 袋子 里 移 除 一 些 球 ( 可 以 移 除 0 个 ,但 是 不 要 移 除 完 ) ,要 使 移 除 
后 的 袋子 是 幸运 的 。 现 在 编程 计算 可 以 获得 多 少 种 不 同 的 幸运 袋子 。 

输入 描述 : 第 1 行 输入 一 个 正 整数 n(n 三 1000) ,第 2 行为 n 个 正 整 数 ai;(a; 志 1000)。 

输出 描述 : 输出 可 以 产生 的 幸运 的 袋子 数 。 

输入 样 例 : 


样 例 输出 ， 
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本 章 介 绍 分 枝 限 界 法 (branch and bound method) 求 解 问 题 的 一 般 方法 ,并 讨论 一 些 采 
用 分 枝 限界 法 求解 的 经 典 示 例 。 


分 枝 限 界 法 概述 尖 


6.1.1 什么 是 分 梳 限 界 法 


分 枝 限 界 法 类 似 于 回溯 法 ,也 是 一 种 在 问题 的 解 空间 树 上 搜索 问题 解 
的 算法 ,但 在 一 般 情况 下 分 枝 限界 法 和 回溯 法 的 求解 目标 不 同 。 回 溯 法 的 
求解 目标 是 找 出 解 空间 树 中 满足 约束 条 件 的 所 有 解 ,而 分 枝 限界 法 的 求解 
目标 则 是 找 出 满足 约束 条 件 的 一 个 解 ,或 是 在 满足 约束 条 件 的 解 中 找 出 使 
某 一 目标 函数 值 达 到 极 大 或 极 小 的 解 , 即 在 某 种 意义 下 的 最 优 解 。 
所 谓 “ 分 枝 ”, 就 是 采用 广度 优先 的 策略 依次 搜索 活 结 点 的 所 
有 分 枝 ,也 就 是 所 有 相 邻 结 点 ,如 图 6. 1 所 示 。 为 了 有 效 地 选择 
下 一 扩展 结 点 ,以 加 速 搜索 的 进程 ,在 每 一 活 结 点 处 计算 一 个 函 
数值 (限界 函数 ) ,并 根据 这 些 已 计算 出 的 函数 值 从 当前 活 结 点 表 “这 、  y 
中 选择 一 个 最 有 利 的 结 点 作为 扩展 结 点 ,使 搜索 朝 着 解 空间 树 上 产生 所 有 子 结 点 


























有 最 优 解 的 分 枝 推进 ,以 便 尽 快 地 找 出 一 个 最 优 解 。 图 6.1 扩展 活 结 点 的 
分 枝 限界 法 和 回溯 法 的 主要 区 别 如 表 6. 1 所 示 。 所 有 子 结 点 

表 6.1 分 村 限界 法 和 回 湖 法 的 区 别 

存储 结 点 的 
方法 | 解 空间 搜索 方式 | 。 结 点 存储 特性 常用 应 用 

话 结 点 的 所 有 可 行 子 结 点 

回潮 法 | ”深度 优先 | 杰 入 万 后 下 内 检 中 出 接 | 投 遇 请 必 条 件 的 所 有 角 
分 核 每 个 结 点 只 有 一 次 成 为 活 | 找 出 满足 条 件 的 一 个 解 
限界 法 | 。 广度 优先 。 | 队列 优先 队列 。 | 结 点 的 机 会 或 者 特定 意义 的 最 优 解 

















6.12 分 枝 限 界 法 的 设计 思想 
本 小 节 介绍 应 用 分 枝 限界 法 时 需要 解决 的 几 个 关键 问题 。 
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PE 在 搜索 解 空间 树 时 每 个 活 结 点 可 能 有 很 多 子 结 点 ,其 中 有 些 子 结 点 搜索 下 去 是 不 可 能 


产生 问题 解 或 最 优 解 的 ,可 以 设计 好 的 限界 函数 在 扩展 时 删除 这 些 不 必要 的 子 结 点 ,从 而 提 
高 搜索 效率 。 如 图 6. 2 所 示 ,假设 活 结 点 s;: 有 4 个子 结 点 ,而 满足 限界 函数 的 子 结 点 只 有 两 
个 ,可 以 删除 这 两 个 不 满足 限界 函数 的 子 结 点 ,使 得 从 ;出 发 的 搜索 效率 提高 一 售 。 

好 的 限界 函数 不 仅 计算 简单 ,还 要 保证 最 优 解 在 搜索 空间 中 ,更 重要 的 是 能 在 搜索 的 早 
期 对 超出 目标 函数 的 结 点 进行 丢弃 。 

限界 函数 设计 难以 找 出 通用 的 方法 , 需 根据 具体 问题 来 分 析 。 








图 6.2 通过 限界 函数 删除 一 些 不 必要 的 子 结 点 


- 般 先 要 确定 问题 解 的 特性 ,如 果 目 标 函数 是 求 最 大 值 , 则 设计 上 界限 界 函 数 ub( 根 结 

点 的 ub 值 通常 大 于 或 等 于 最 优 解 的 ub 值 ) , 若 :是 5 的 双亲 结 点 , 则 应 满足 ub(s;) 宇 ub(s;)， 
找到 一 个 可 行 解 ub(se) 后 将 所 有 小 于 ub(se) 的 结 点 剪 枝 。 

如 果 目 标 函数 是 求 最 小 值 , 则 设计 下 界限 界 函 数 lb( 根 结 点 的 lb 值 一 定 要 小 于 或 等 于 
最 优 解 的 1b 值 ) ,车 s; 是 ;的 双亲 结 点 , 则 应 满足 lb(s;) 三 lb(s;) ,找到 一 个 可 行 解 lb(s) 后 
将 所 有 大 于 lb(se) 的 结 点 剪 枝 。 

2 

根据 选择 下 一 个 扩展 结 点 的 方式 来 组 织 活 结 点 表 , 不 同 的 活 结 点 表 对 应 不 同 的 分 枝 搜 
索 方式 ,常见 的 有 队列 式 分 枝 限 界 法 和 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 两 种 。 

1) 队列 式 分 枝 限界 法 

队列 式 分 枝 限界 法 将 活 结 点 表 组 织 成 一 个 队列 (queue) ,并 按照 队列 先进 先 出 (First In 
First Out,FIFO) 原 则 选取 下 一 个 结 点 为 扩展 结 点 。 步 骤 如 下 : 

(1) 将 根 结 点 加 入 活 结 点 队列 。 

(2) 从 活 结 点 队列 中 取出 队 头 结 点 作为 当前 扩展 结 点 。 

(3) 对 于 当前 扩展 结 点 , 先 从 左 到 右 产生 它 的 所 有 子 结 点 ,用 约束 条 件 检查 ,把 所 有 满 
足 约 束 条 件 的 子 结 点 加 入 活 结 点 队列 。 

(4) 重复 步骤 (2) 和 (3), 直 到 找到 一 个 解 或 活 结 点 队列 为 空 为 止 。 

2) 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 

优先 队列 式 分 枝 限 界 法 的 主要 特点 是 将 活 结 点 表 组 成 一 个 优先 队列 (priority queue)， 
并 选取 优先 级 最 高 的 活 结 点 作为 当前 扩展 结 点 。 步 骤 如 下 : 

(1) 计算 起 始 结 点 ( 根 结 点 ) 的 优先 级 并 加 入 优先 队列 (与 特定 问题 相关 的 信息 的 函数 
值 决定 优先 级 ) 。 

(2) 从 优先 队列 中 取出 优先 级 最 高 的 结 点 作为 当前 扩展 结 点 ,使 搜索 朝 着 解 空 间 树 上 
可 能 有 最 优 解 的 分 枝 推进 ,以 便 尽快 地 找 出 一 个 最 优 解 。 

(3) 对 于 当前 扩展 结 点 , 先 从 左 到 右 产生 它 的 所 有 子 结 点 ,然后 用 约束 条 件 检查 ,对 所 
有 满足 约束 条 件 的 子 结 点 计算 优先 级 并 加 入 优先 队列 。 

(4) 重复 步骤 (2) 和 (3) ,直到 找到 一 个 解 或 优先 队列 为 空 为 止 。 

在 一 般 情况 下 , 结 点 的 优先 级 用 与 该 结 点 相关 的 一 个 数值 p 来 表示 ,如 价值 ,费用 、 重 
量 等 。 最 大 优先 队列 规定 p 值 越 大 优先 级 越 高 .常用 大 根 堆 来 实现 ; 最 小 优先 队列 规定 p 
值 越 小 优先 级 越 高 ,常用 小 根 堆 来 实现 。 


分 枝 限界 法 在 采用 广度 优先 遍历 方式 搜索 解 空间 树 时 , 结 点 的 处 理 是 跳跃 式 的 ,回溯 也 
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不 是 单纯 地 沿 着 双亲 结 点 一 层 一 层 地 向 上 回溯 ,那么 当 搜索 到 某 个 叶子 结 点 且 该 结 点 对 应 
一 个 可 行 解 时 ,得 到 对 应 的 解 向 量 的 方法 主要 有 两 种 : 

(1) 对 每 个 扩展 结 点 保存 从 根 结 点 到 该 结 点 的 路 径 ,也 就 是 说 每 个 结 点 都 带 有 一 个 可 
能 的 解 向 量 , 当 找 到 一 个 可 行 解 时 该 结 点 中 可 能 的 解 向 量 就 是 真正 的 解 向 量 。 如 图 6. 3 所 
示 , 结 点 编号 为 搜索 顺序 ,每 个 结 点 带 有 一 个 可 能 的 解 向 量 , 带 阴影 的 结 点 为 最 优 解 结 点 ,对 


应 的 最 优 解 向 量 为 [0,1,1]。 这 种 做 法 比较 浪费 空间 ,但 实现 起 来 简单 ,后 面 的 示例 均 采 用 
这 种 方式 。 




























































































: 状态 值 
解 向 证 [0,0,0]| 
1 0 
2: 状态 值 
向 量 : [1.0， 3 : 状态 值 
dat 解 向 量 : [ol 
4 0 1 0 
4: 状态 值 因 状态 值 7: 状态 值 
解 向 量 : [1, 1,0] 征管 机 角 向 省 [0, 1,0] 解 向 量 : [0, 0,0] 
被 剪 枝 
1 0 0 
: 状态 值 10 : 状态 值 11 : 状态 值 
解 向 量 : [1, 0,0] | | 解 向 量 : [0, 1, 中 解 向 量 : [0, 1, 0] 
可 行 解 被 剪 枝 


图 6.3 每 个 结 点 保存 可 能 的 解 向 量 
(2) 在 搜索 过 程 中 构建 搜索 经 过 的 树 结构 ,在 求 得 最 优 解 时 从 叶子 结 点 不 断 回溯 到 根 
结 点 ,以 确定 最 优 解 的 各 个 分 量 。 如 图 6.4 所 示 , 结 点 编号 为 搜索 顺序 ,每 个 结 点 带 有 一 个 
双亲 结 点 指针 ( 根 结 点 的 双亲 结 点 指针 为 0 或 一 1, 图 中 虚 箭 头 连 线 表示 指向 双亲 结 点 的 指 





























































































2: 状态 Ci 
- 、「 3 状态 什 
2 Ny 双亲 指针 : 1 
; 和 | 
6: 状态 值 / \ [7: 状态 什 
双亲 指针 : 3 | 双亲 指针 :3 
2 ~、 该 权 
; 状态 值 了 9 状 太 信 | 。 [ 汪 大 交合 刘 | 。 “| 11: 状 胡 值 
双亲 指针 : 5 双亲 指针 : 5 | ”| 双 订 指 名 :6 双亲 指针 : 6 
可 行 解 可 行 解 被 区 术 








6.4 每 个 结 点 保存 指向 双亲 的 指针 
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针 ) , 带 阴 影 的 结 点 为 最 优 解 结 点 , 当 找到 最 优 解 时 通过 双亲 指针 找到 对 应 的 最 优 解 向 量 为 
[0,1,1]。 这 种 做 法 需 保存 搜索 经 过 的 树 结构 ,每 个 结 点 增加 一 个 指向 双亲 结 点 的 指针 。 

所 以 ,采用 分 枝 限界 法 求解 的 3 个 关键 问题 如 下 : 

(1) 如 何 确定 合适 的 限界 函数 。 

(2) 如 何 组 织 待 处 理 结 点 的 活 结 点 表 。 

(3) 如 何 确定 解 向 量 的 各 个 分 量 。 
6.1.3 分 枝 限界 法 的 时 间 性 能 

一 般 情 况 下 ,在 问题 的 解 向 量 X= (zi ,zs，…,z,) 中 ,分 量 zx;(1 壹 in) 的 取 值 范围 为 某 
个 有 限 集合 S; 二 (5a ,sa，… ,ss), 根 结 点 从 1 开始。 因此 ,问题 的 解 空 间 由 币 卡 儿 积 Si x 
S: XX… XS, 构成 ,第 1 层 的 根 结 点 有 |Si | 棵 子 树 ,第 2 层 有 |S, | 个 结 点 ,第 2 层 的 每 个 结 点 
有 |S:| 棵 子 树 , 则 第 3 层 有 1S;, | X 1S: | 个 结 点 , 依 此 类 推 ,第 n 十 1 层 有 |Si|1X|S;|X…x 
| S,| 个 结 点 ,它们 都 是 叶子 结 点 ,代表 问题 的 所 有 可 能 解 。 

分 枝 限界 法 和 回溯 法 实际 上 都 属于 穷 举 法 ,当然 不 能 指望 有 很 好 的 最 坏 时 间 复 杂 度 ,在 
最 坏 情况 下 ,时 间 复 杂 性 是 指数 阶 。 分 枝 限 界 法 的 较 高 效率 是 以 付出 一 定 代 价 为 基础 的 ,其 
工作 方式 也 造成 了 算法 设计 的 复杂 性 。 另 外 ,算法 要 维护 一 个 活 结 点 表 ( 队 列 ) ,并 且 需 要 在 
该 表 中 快速 查找 取得 极 值 的 结 点 ,这 都 需要 较 大 的 存储 空间 ,在 最 坏 情 况 下 ,分 枝 限 界 法 需 
要 的 空间 复杂 性 是 指数 阶 。 

归纳 起 来 ,与 回溯 法 相 比 ,分 枝 限界 法 算法 的 优点 是 可 以 更 快 地 找到 一 个 解 或 者 最 优 
解 ,其 缺点 是 要 存储 结 点 的 限界 值 等 信息 ,占用 的 内 存 空 间 较 多 。 另 外 ,求解 效率 基本 上 由 
限界 函数 决定 ,车 限界 估计 不 好 ,在 极端 情况 下 将 与 穷 举 搜索 没 多 大 区 别 。 


求解 0/1 背包 问题 > 


0/1 背包 问题 的 描述 见 4. 2. 6 小 节 , 这 里 采用 分 枝 限界 法 求解 。 假 设 扫 -- 扫 
一 个 0/1 背包 问题 是 ==3, 重 量 为 w= (16,15,15), 价 值 为 v= (45,25， 
25) ,背包 限 重 为 W 二 30, 求 放 入 背包 总 重量 小 于 等 于 W 并 且 价 值 最 大 的 
解 , 设 解 向 量 为 + 二 (zi,z; ,zs), 其 解 空 间 树 如 图 6.5 所 示 。 本 节 通 过 队列 
式 和 优先 队列 式 两 种 分 枝 限界 法 求解 该 问题 。 





A 
ZN 























三 n 表 示 叶子 结 点 
6.5 求 0/1 背包 问题 的 解 空间 树 
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62.1 采用 队列 式 分 枝 限界 法 求解 


不 考虑 限界 问题 ,但 对 左 孩子 采用 “已 选 物品 重量 和 十 当前 物品 重量 三 W” 进 行 约 东 。 
用 qu 表示 队列 ,初始 时 qu=[ ] ,其 求解 过 程 如 下 : 

(1) 根 结 点 A(0.0) 进 队 ( 括 号 内 的 两 个 数 分 别 表示 此 状态 下 装 入 背包 的 重量 和 价值 ， 
初始 时 均 为 0) ,qu 二 [A]。 

(2) 出 队 A, 其 子 结 点 B(16,45)、C(0,0) 进 队 ,qu==[B,C]j。 

(3) 出 队 B, 其 孩子 D(31,70) 变 为 死结 点 ,只 有 孩子 E(16,45) 进 队 ,qu==[C,E]。 

(4) 出 队 C, 其 孩子 F(15,25) 和 GC(0,0) 进 队 ,qu=[E,F,G]。 

(5) 出 队 瓦 ,其 孩子 J(31,70) 变 为 死结 点 (超重 ) ,孩子 K(16,45) 是 叶子 结 点 ,总 重量 二 
矶 ,为 一 个 可 行 解 ,总 价值 为 45, 对 应 的 解 向 量 为 (1,0,0) ,qu=[LF,G]。 

(6) 出 队 已 ,其 孩子 工 (30,50) 为 叶子 结 点 ,构成 一 个 可 行 解 ,总 价值 为 50, 解 向 量 王 
(0,1,1); 其 孩子 M(15,25) 为 叶子 结 点 ,构成 一 个 可 行 解 , 总 价值 为 25, 解 向 量 =(0,1,0)。 
qu=[G]。 

(7) 出 队 G, 其 孩子 N(15,25) 为 叶子 结 点 ,构成 一 个 可 行 解 ,总 价值 为 25 , 解 向 量 =(0， 
0,1); 其 孩子 0(0,0) 为 叶子 结 点 ,构成 一 个 可 行 解 ,总 价值 为 0, 解 向 量 =(0,0,0)。qu=[]。 

(8) 因为 qu=[ ] ,算法 结束 。 

对 应 的 搜索 空间 如 图 6. 6 所 示 , 图 中 带 有 ”*X? 的 结 点 表示 死结 点 ,通过 所 有 可 行 解 的 总 
价值 比较 得 到 最 优 解 为 (0,1,1) ,总 价值 为 50。 


- 


入 





i=n 表 示 叶子 结 点 
图 6.6 采用 队列 式 分 枝 限 界 法 (不 考虑 限界 函数 ) 求 解 的 搜索 空间 
采用 STL 的 queue < NodeType > 容器 qu 作为 队列 ,队列 中 的 结 点 类 型 声明 如 下 : 


struct NodeType // 队 列 中 的 结 点 类 型 

{ int no; // 结 点 编号 ,从 1 开始 
int i; // 当 前 结 点 在 搜索 空间 中 的 层次 
int w; // 当 前 结 点 的 总 重量 
int v; // 当 前 结 点 的 总 价值 
int x[MAXN]; // 当 前 结 点 包含 的 解 向 量 
double ub; // 上 界 


}; 


现在 设计 限界 函数 ,为 了 简便 , 设 根 结 点 为 第 0 层 ,然后 各 层 依 次 递增 ,显然 i 一 n 时 表 
示 叶 子 结 点 层 。 由 于 该 问题 是 求 装 入 背包 的 最 大 价值 , 属 求 最 大 值 问题 ,采用 上 界 设计 
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Re 也 表示 结 点 e 已 装 入 的 总 重量 ,用 e.v 表示 已 装 入 的 总 
价值 ,如 果 所 有 剩余 的 物品 都 能 装 人 背包 ,那么 价值 的 上 界 e. ub 显然 是 。. z 十 DD] 如 
果 所 有 剩余 的 物品 不 能 全 部 装 信 背包 ,假设 物品 ;十 1~ 物 品 能 够 全 部 装 入 ,而 物品 十 1 

只 能 装 入 一 部 分 ,那么 价值 的 上 界 e. ub 应 是 e.v 十 D+ Rt 装 入 的 部 分 重量 ) 


X( 物 品 & 十 1 的 单位 价值 ) 。 这 样 每 个 结 点 实际 装 和 背包 的 价值 _- 定 小 于 等 于 该 

例如 在 图 6. 6 中 , 根 结 点 A 的 层次 i=0,w==0,v==0, 其 ub 二 0 十 45 十 (30 en 
15 一 68( 为 了 简单 , 均 采用 取 整 运算 ); 结 点 下 中 mw 一 15,o 一 25,i 一 2, 其 ub 一 25 十 (30 一 15) X 
25/15 一 50。 

对 应 的 求 结 点 e 的 上 界 e. ub 的 算法 如 下 : 














void bound(NodeType &e) // 计 算 分 枝 结 点 e 的 上 界 
{ int i 一 e.i 十 1; // 考 虑 结 点 e 的 余下 物品 
int sumw 一 e.w; // 求 已 装 入 的 总 重量 
double sumv 一 e.v; // 求 已 装 入 的 总 价值 

while ((sumw+w[i]<= W) && i<=n) 

{ sumw++=w[i]; // 计 算 背 包 已 装 入 载重 
sumv 十 一 v 口 ; // 计 算 背 包 已 装 和 人 价值 
| 

} 

if (i<=n) // 余 下 物品 只 能 部 分 装 入 
e.ub=sumv+(W—sumw) * v[]/w[]; 

else // 余 下 物品 全 部 可 以 装 入 
e. ub= sumv; 


} 


限界 函数 给 出 每 一 个 可 行 结 点 相应 的 子 树 可 能 获得 的 最 大 价值 的 上 界 。 如 果 这 个 上 界 
不 比 当前 最 优 值 更 大 , 则 说 明 相应 的 子 树 中 不 含 问题 的 最 优 解 ,因此 该 结 点 可 以 前 去 
(前 枝 )。 

求解 最 优 解 的 过 程 是 先 将 求 出 上 界 的 根 结 点 进 队 ,在 队 不 空 时 循环 : 出 队 一 个 结 点 e， 
检查 其 左 子 结 点 并 求 出 其 上 界 , 若 满足 约束 条 件 (e. ww 十 w[e. i 十 1] 硅 W) ,将 其 进 队 ,否则 该 
左 子 结 点 变 成 死结 点 ; 再 检查 其 右 子 结 点 并 求 出 其 上 界 , 若 它 是 可 行 的 ( 即 其 上 界 大 于 当前 
ee 大 总 价值 maxv, 和 否则 沿 该 结 点 搜索 下 去 不 可 能 找到 一 个 更 优 的 解 ) , 则 将 
该 右 子 结 点 进 队 , 和 否则 该 右 子 结 点 被 剪 枝 。 循 环 这 一 过 程 ,直到 队列 为 空 。 算 法 最 后 输出 最 
优 解 向 量 和 最 大 总 价值 。 

在 结 点 e 进 队 时 先 判断 是 否 为 叶子 结 点 ( 当 e. i 二 n 时 为 叶子 结 点 ) ,若是 叶子 结 点 , 表 
示 找 到 一 个 可 行 解 ,通过 比较 将 最 优 解 向 量 保存 在 bestx 中 ,将 最 大 总 价值 保存 在 maxv 中 ， 
可 行 解 对 应 的 结 点 不 进 队 ,否则 将 结 点 进 队 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 











#include < stdio.h> 
#include < queue> 
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using namespace std; 
#define MAXN 20 
// 问 题 表示 
int n=3, W=30; 
int w[]={0,16,15,15); 
int v[]={0,45,25, 25}; 
// 求 解 结果 表示 
int maxv 一 一 9999; 
int bestxLMAXN] ; 
int total 一 1; 
struct NodeType 
{ int no; 
int i; 
int w; 
int v; 
int x[LMAXN] ; 
double ub; 
}; 
void bound( NodeType &e) 
{ inti=e.it+1; 
int sumw=e. w; 
double sumv=e.v; 
while ((sumw+w[i]<=W) && i<=n) 
{ sumw+=w[i]; 
sumv 十 一 v 口 ; 
[pa 
lL 
if (i<=n) 
e.ub=sumv+(W—sumw) * v[]/w[]; 
else 
e.ub= sumv; 
} 
void EnQueue( NodeType e, queue < NodeType > &qu) 
1 Cain 
{ if(e.v>maxv) 
{ maxv=e.v; 
for (int ji 一 13< 一 6 十 十 》 
bestx[0)] =e. x0] ; 
} 
} 
else qu. push(e); 





EE : 


void bfs() 

{ intj; 
NodeType e,el,e2; 
queue< NodeType> qu; 
e.i 一 0; 
€:W=0; e.v=0; 
e.no 一 total 十 十 ; 
fort=1 <=0mitt) 
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// 最 多 可 能 物品 数 
// 重 量 ,下 标 为 0 的 元 素 不 用 
// 价 值 ,下 标 为 0 的 元 素 不 用 


// 存 放 最 大 价值 ,初始 为 最 小 值 
// 存 放 最 优 解 ,全 局 变量 


// 解 空间 中 的 结 点 数 累 计 , 全 局 变量 


// 队 列 中 的 结 点 类 型 

// 结 点 编号 

// 当 前 结 点 在 搜索 空间 中 的 层次 
// 当 前 结 点 的 总 重量 

// 当 前 结 点 的 总 价值 

// 当 前 结 点 包含 的 解 向 量 

// 上 界 


// 计 算 分 枝 结 点 e 的 上 界 


// 计 算 背 包 已 装 人 载重 
// 计 算 背 包 已 装 入 价值 


// 结 点 e 进 队 qu 
// 到 达 叶 子 结 点 
// 找 到 更 大 价值 的 解 


// 非 叶子 结 点 进 队 
// 求 0/1 背包 的 最 优 解 
// 定 义 3 个 结 点 


// 定 义 一 个 队列 
// 根 结 点 置 初 值 ,其 层次 计 为 0 


@08, 分 枝 限 界 法 


e.x0]=0; 
bound(e); // 求 根 结 点 的 上 界 
qu. push(e); // 根 结 点 进 队 
while (!qu.empty()) // 队 不 空 时 循环 
{ ee=qu.front(); qu.pop(); // 出 队 结 点 e 
if (e.w+w[e.i+1]<=W) // 剪 枝 : 检查 左 孩 子 结 点 
{ el.no 一 total 十 十 ; 
el.i 一 e.i 寸 1; // 建 立 左 孩 子 结 点 


el.w 一 e.w 十 w[el. 口 ; 
el.v 一 e.v 十 v[el. 口 ; 





for G=1;j<=n;j++) // 复 制 解 向 量 
el.x0]=e.x0]; 
el.x[el.]=1; 
bound(el); // 求 左 孩 子 结 点 的 上 界 
EnQueue(el ,qu); // 左 孩子 结 点 进 队 
} 
e2.no 一 total 十 十 ; // 建 立 右 孩子 结 点 
e2.i 一 e.i 十 1; 
e2.w 一 e.Wwi e2.v 一 ev; 
on/G= Iies= ni // 复 制 解 向 量 
一 e.xD] ; 
e2.x[e2. 口 一 0; 
bound(e2); // 求 右 孩子 结 点 的 上 界 
if (e2.ub > maxv) // 若 右 孩子 结 点 可 行 , 则 进 队 , 否则 被 剪 枝 


EnQueue(e2,qu) ; 
} 
} 


void main( ) 
{ bfs(); // 调 用 队列 式 分 枝 限 界 法 求 0/1 背包 问题 
printf(" 分 枝 限 界 法 求解 0/1 背包 问题 :\n X=["); 
for(int i=1;i<=n;i+ 十 ) // 输 出 最 优 解 
printf("%2d", bestx[] ); // 输 出 所 求 X[nj 数 组 


printf("], 装 人 总 价值 为 %d\n", maxv) ; 
} 


本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


分 枝 限 界 法 求解 0/1 背包 问题 : 
X=[01 了 ], 装 入 总 价值 为 50 


上 述 0/1 背包 问题 的 求解 过 程 如 图 6.7 所 示 , 图 中 为 “xX” 的 结 点 表示 死结 点 , 带 阴影 的 
结 点 是 最 优 解 结 点 , 结 点 的 编号 为 搜索 顺序 。 从 中 看 到 由 于 采用 队列 , 结 点 的 扩展 是 一 层 一 
层 顺 序 展 开 的 ,类 似 于 广度 优先 搜索 。 其 实际 搜索 的 结 点 个 数 为 13, 由 于 物品 个 数 较 少 , 没 
有 明显 体现 出 限界 函数 的 作用 , 当 物 品 个 数 较 多 时 ,使 用 限界 函数 的 效率 会 得 到 较 大 的 
提高 。 

说 明 : 在 上 述 算法 设计 中 采用 的 是 在 结 点 进 队 时 判断 是 否 为 叶子 结 点 ,每 个 叶子 结 点 
对 应 一 个 可 行 解 , 也 可 以 改 为 根 结 点 不 进 队 ,直接 扩展 其 子 结 点 ,将 这 些 子 结 点 进 队 ,然后 出 
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层次 
1: w0,v=0 i=n 表 示 叶子 结 点 ”i=0 
ub=68 
XI 1 0 
w=16, v=45 3: w=0, v=0 二 
ub=68 ub=50 
x 1 0 ! 0 
Ea| 4: W=16, v=45 6: w=0, v=0 入 
ub=68 ub=25 
1 0 1 0 
x 7: w=16, w=45| [B®: W3050||9: w=15,v=25| |10: w=15, v=25 x i153 叶子 
ub=45 ub=50 ub=25 ub=25 ub<maxy ” 结 点 
可 行 解 : maxv=45 可 行 解 : maxv=50 ub<maxv 可 行 解 被 前 枝 
解 向 量 : [1.0.0] 。 解 向 量 : [0,1,1] 被 剪 层 





图 6.7 采用 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 /1 背包 问题 的 过 程 


队 结 点 e, 判 断 e 是否 为 叶子 结 点 ,从 中 比较 找到 最 优 解 。 在 有 些 情 况 下 设计 的 限界 函数 满 
足 第 一 次 找到 的 叶子 结 点 就 对 应 最 优 解 ,此 时 一 旦 找到 一 个 解 就 可 以 退出 循环 ,不 必 等 到 队 
列 为 空 。 


622 采用 优先 队列 式 分 枝 限界 法 求解 


采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 就 是 将 一 般 的 队列 改 为 优先 队列 ,但 必须 设计 限界 函 
数 , 因 为 优先 级 是 以 限界 函数 值 为 基础 的 。 限 界 函 数 的 设计 方法 同 6. 2. 1 小节。 这 里 用 大 
根 堆 表 示 活 结 点 表 , 取 优先 级 为 活 结 点 所 获得 的 价值 。 

采用 STL 的 priority_queue < NodeType > 容器 作为 优先 队列 (大 根 堆 ) ,优先 队列 结 点 
类 型 与 6. 2. 1 小节 的 相同 ,仅仅 需要 添加 比较 重 载 函数 , 即 指定 按 什么 条 件 优 先 出 队 , 这 里 
是 按 结 点 的 ub 成 员 值 越 大 越 优先 出 队 , 为 此 设计 NodeType 结构 体 的 比较 重 载 函数 如 下 : 


bool operator <(const NodeType &s) const // 重 载 < 关系 函数 
{ 
return ub< s. ub; // 按 ub 越 大 越 优先 出 队 
1 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < queue> 
using namespace std; 





#define MAXN 20 // 最 多 可 能 物品 数 

# define INF 0x3f3f3f3f3 // 定 义 ce 

// 问 题 表 示 

int n=3, W=30; 

int w[]={0,16,15,15}; // 重 量 ,下 标 为 0 的 元 素 不 用 
int v[]= {0, 45,25,25}; // 价 值 ,下 标 为 0 的 元 素 不 用 
// 求 解 结果 表示 
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int maxv 一 一 9999; 
int bestxLMAXN] ; 
int total=1; 


struct NodeType 


{ 


}; 


int no; 
int i; 
int w; 
int v; 
int xLMAXN] ; 
double ub; 
bool operator <(const NodeType &s) const 
{ 
return ub < s.ub; 


} 


void bound( NodeType &e) 


} 


void EnQueue( NodeType e, priority_queue < NodeType> &qu) // 结 点 e 进 队 qu 


{ 


} 


int i 一 e.i 十 1; 
int sumw 一 e.w; 
double sumv=e.v; 
while ((sumw+w[i]<=W) && i<=n) 
{ sumw+=w[i]; 
sumv 十 一 v 口 ; 
I 
} 
if (i<=n) 


e.ub=sumv+(W—sumw) * v[]/w[d; 


else 
e. ub= sumv; 


证 (e.i==n) 
{ if(e.v>maxv) 

{ maxv=e.v; 

for (int j=1;j<=n;j 二 + 十) 
bestx0] =e. x0] ; 

} 
} 
else qu. push(e); 


void bfs() 


{ 


int j; 

NodeType e, el, e2; 
priority_queue < NodeType> qu; 
e.i=0; 

©. W=0; e.v=0; 

e.no 一 total 十 十 ; 


@00,4S | 


// 存 放 最 大 价值 ,全 局 变量 

// 存 放 最 优 解 ,全 局 变量 

// 解 空间 中 的 结 点 数 累 计 , 全 局 变量 
// 队 列 中 的 结 点 类 型 
// 结 点 编号 

// 当 前 结 点 在 搜索 空间 中 的 层次 
// 当 前 结 点 的 总 重量 

// 当 前 结 点 的 总 价值 

// 当 前 结 点 包含 的 解 向 量 

// 上 界 

// 重 载 < 关系 函数 


//ub 越 大 越 优先 出 队 
// 计 算 分 枝 结 点 e 的 上 界 


// 计 算 背 包 已 装 人 载重 
// 计 算 背 包 已 装 入 价值 


// 到 达 叶 子 结 点 
// 找 到 更 大 价值 的 解 





// 求 0/1 背包 的 最 优 解 


// 定 义 3 个 结 点 
// 定 义 一 个 优先 队列 (大 根 堆 ) 
// 根 结 点 置 初 值 ,其 层次 计 为 0 
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for (=1;j<=n;jt+) 


e.x0]=0; 
bound(e); // 求 根 结 点 的 上 界 
qu. push(e); // 根 结 点 进 队 
while (!qu.empty()) // 队 不 空 时 循环 
{ ，e=qu.top(); qu.pop(); // 出 队 结 点 e 
if (e.w+w[e.i+1]<=W) // 剪 枝 : 检查 左 孩 子 结 点 
{ el.no 一 total 十 十 ; 
el.i 一 e.i 十 1; // 建 立 左 孩子 结 点 


el.w 一 e.w 十 w[el. 口 ; 
el.v=e.v+v[el.]; 


for (j=1;j<=n;j+ 二 ) // 复 制 解 向 量 
el.x0] =e.x0]; 
el.x[el.]=1; 
bound(el); // 求 左 孩 子 结 点 的 上 界 
EnQueue(el, qu); // 左 孩子 结 点 进 队 
} 
e2. no 一 total 十 十 ; // 建 立 右 孩子 结 点 
e2.i=e.i+1; 
e2.w 一 e.wi e2.v=e.v; 
for (j=1;j<=n;j+ 十 ) // 复 制 解 向 量 
e2.x[0] =e.xD]; 
e2.x[e2. 癌 一 0; 
bound(e2); // 求 右 孩 子 结 点 的 上 界 
if (e2.ub> maxv) // 若 右 孩子 结 点 可 行 , 则 进 队 ,否则 被 剪 枝 


EnQueue(e2,qu); 
} 
} 


void main() 
AD bec75 // 调 用 队列 式 分 枝 限界 法 求 0/1 背包 问题 
printf( "分 枝 限 界 法 求解 0/1 背包 问题 :\n X=["); 
for(int i 王 1;i< 一 nii 十 十 ) // 输 出 最 优 解 
printf("%2d", bestx[] ); // 输 出 所 求 X[nj 数 组 


printf("], 装 入 总 价值 为 %d\n", maxv); 


该 程序 的 执行 结果 与 采用 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 程序 的 结果 相同 。 

采用 优先 队列 式 分 枝 限界 法 求解 上 述 0/1 背包 问题 的 搜索 过 程 如 图 6. 8 所 示 , 图 中 为 
“X” 的 结 点 表示 死结 点 , 带 阴 影 的 结 点 是 最 优 解 结 点 , 结 点 的 编号 为 搜索 顺序 。 从 中 看 到 由 
于 采用 优先 队列 , 结 点 的 扩展 不 再 是 一 层 一 层 顺 序 展开 的 ,而 是 按 限 界 函数 值 的 大 小 跳跃 式 
选取 扩展 结 点 的 。 该 求解 过 程 实际 搜索 的 结 点 个 数 比 队 列 式 求解 要 少 , 当 物 品 数 较 多 时 这 
种 效率 的 提高 会 更 为 明显 。 

【算法 分 析 】 无 论 是 采用 队列 式 分 枝 限 界 法 还 是 采用 优先 队列 式 分 枝 限界 法 求解 0/1 
背包 问题 ,在 最 坏 情 况 下 都 要 搜索 整个 解 空间 树 , 所 以 最 坏 时 间 和 空间 复杂 度 均 为 0(2")， 
其 中 为 物品 个 数 。 







































































层次 
1: w=0, v=0 i=0 
ub=68 
Ee 1 0 
i 3: w=0, v=0 | 
ub=68 ub=50 
x 1 0 1 0 
x 4: w=16, w=45 5: w=15, v=25 x i1=2 
ub=68 ub=50 ub<maxv 
被 剪 枝 
J I 下 
Xx i 
6: Ww=16, v=45 x i=3 叶子 结 点 











ub=45 ) ub<maxv 
可 行 解 : maxv=45 ”可 行 解 : maxv=50 被 剪 枝 
解 向 量 :[1,0,0] 解 向 量 : [0,1,1] 


图 6.8 采用 优先 队列 式 分 枝 限界 法 求解 0/1 背包 问题 的 过 程 


求解 图 的 单 源 最 短路 径 。” 米 


【问题 描述 】 给 定 一 个 带 权 有 向 图 G 三 (V,E), 其 中 每 条 边 的 权 是 一 个 正 整数 ,另外 还 
给 定 V 中 的 一 个 顶点 v, 称 为 源 点 。 计 算 从 源 点 到 其 他 所 有 各 顶点 的 最 短路 径 长 度 ,这 里 的 
长 度 是 指 路 上 各 边 权 之 和 。 


63.1 采用 队列 式 分 枝 限界 法 求解 


带 权 有 向 图 G 采用 邻接 矩阵 a 数组 存储 ,顶点 个 数 为 ,顶点 编号 为 0~~n 一 1。 如 
图 6.9 所 示 的 带 权 有 向 图 ,x 一 6, 邻 接 和 矩阵 a 如 下 : 
0 ec 10 ec 30 100 

















co 0 co co eco 
co co 0 50 co co 
To ~ ~ 0 lo 
co co co 20 0 60 
co eceo co co co 0 





图 6.9 一 个 带 权 有 向 图 
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队列 结 点 类 型 声明 如 下 ， 
struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{ int vno; // 顶 点 编号 

int length; // 路 径 长 度 


}; 


其 中 ,用 dist 数组 存放 从 源 点 v 出 发 的 最 短路 径 长 度 ,dist[ 疏 表示 从 源 点 wv 到 顶点 i 的 
最 短路 径 长 度 ,初始 时 所 有 dist[ 门 值 为 eo; 用 prev 数组 存放 最 短路 径 , prev[ 门 表示 从 源 点 
v 到 顶点 i 的 最 短路 径 中 顶点 i 的 前 驱 顶 点 。 

采用 广度 优先 遍历 方法 查找 最 短路 径 , 在 扩展 顶点 i 时 车 顶点 i 到 顶点 有 边 , 剪 枝 的 
原则 是 如 果 经 过 这 条 边 到 达 顶 点 j 的 路 径 长 度 更 短 ( 即 dist[ 7 更 小 ), 则 将 顶点 j 作为 子 结 
点 ,否则 不 会 将 顶点 j 作为 子 结 点 。 所 有 的 子 结 点 进入 队列 。 

设 源 点 v=0, 将 dist 数组 元 素 设置 为 =, 用 “(顶点 编号 ,length) ”表示 状态 ,图 6. 9 求 单 
源 最 短路 径 的 过 程 如 下 : 

(1) 源 点 (0,0) 进 队 。 

(2) 出 队 结 点 (0,0) ,扩展 其 所 有 相 邻 顶点 ,这 些 相 邻 顶点 的 dist 值 之 前 都 是 = ,修改 为 
dist[2]=10,dist[L4]=30,distL5] 王 100, 相 应 的 有 prev[2]=prev[4]= 王 prev[5]=0, 它 们 都 
作为 子 结 点 ,即将 (2,10)、(4,30)、(5,100) 进 队 。 

(3) 出 队 结 点 (2,10) ,扩展 其 相 邻 顶点 3, 由 于 10 十 ac[2][3]==60<dist[3](co= ) ,修改 为 
distL3] 王 60,prevL3] 王 2 ,将 顶点 3 作为 子 结 点 ,将 (3,60) 进 队 。 

(4) 出 队 结 点 (4,30), 它 有 两 个 相 邻 顶点 3 和 5。 对 于 相 邻 顶点 3, 由 于 30 十 a[4J[3j= 
50 过 dist[3](60) ,修改 dist[3] 二 50,prev[3] 二 4, 将 顶点 3 作为 子 结 点 ,将 (3,50) 进 队 。 对 
于 相 邻 顶点 5, 由 于 30 十 a[4J[5] 二 90 过 dist[5](100) ,修改 distL5] 王 90,prev[5] 王 4, 将 顶 
点 5 作为 子 结 点 ,将 (5,90) 进 队 。 

(5) 出 队 结 点 (5,100) ,没有 相 邻 的 顶点 。 

(6) 出 队 结 点 (3,60) ,扩展 其 相 邻 顶点 5, 由 于 60 十 a[3J[5j 二 70 过 dist[5](90) ,修改 为 
dist[5] 王 70,prev[5] 王 3, 将 顶点 5 作为 子 结 点 ,将 (5,70) 进 队 。 

(7) 出 队 结 点 (3,50) ,扩展 其 相 邻 顶点 5, 由 于 50 十 a[3J[5j 二 60 过 dist[5](70) ,修改 为 
dist[5] 王 60,prev[5] 王 3, 将 顶点 5 作为 子 结 点 ,将 (5,60) 进 队 。 

(8) 出 队 结 点 (5,90) ,没有 相 邻 的 顶点 。 

(9) 出 队 结 点 (5,70) ,没有 相 邻 的 顶点 。 

(10) 出 队 结 点 (5,60) ,没有 相 邻 的 顶点 。 

此 时 队列 为 空 , 求 出 的 dist 就 是 从 源 点 到 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 , 如 图 6. 10 所 示 ,可 
以 通过 prev 推出 反 向 路 径 。 例 如 对 于 顶点 5, 有 prev[5] 王 3.prev[3] 一 4,prev[4] 一 0, 则 
(5,3,4,0) 就 是 反 向 路 径 , 或 者 说 从 顶点 0 到 顶点 5 的 正 向 最 短路 径 为 0~4-~3-5。 
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dist[1]=o 
dist[2]=o， 
dist[4]=%, 


dist[3]=~ 
dist[3]=o 













0+10<oo : 0+30<o : 0+100<oo : 
prev[2]=0 prev[4]=0 prev[5]=0 
dist[2]=10 dist[4]=30 dist[5]=100 


10+50<% : 
prev[3]=2 
dist[3]=60 
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30+60<100 : 
prev[5]=4 
dist[5]=90 





prev[3]=4 
dist[3]=50 














60+10<90 : 50+10<70 : 
prev[5]=3 prev[5]=3 
dist[5]=70 dist[5]=60 
a dist[1]=% ，prev[1]=* 
最 终结 果 : dist[2]=10，prev[2]=0 
dist[ ， prev[3]=4 
ist[4]=30，prev[4]=0 
dist[5]=60， prev[5]=3 
图 6.10 采用 队列 式 分 校 限界 法 求 源 点 0 的 最 短路 径 的 过 程 
对 应 的 完整 程序 如 下 ， 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#include < queue> 
#include < vector> 
using namespace std; 

# define INF 0x3f3f3f3f 
#define MAXN 51 

// 问 题 表示 

int n; 

int a[MAXN] [MAXN] ; 
int v; 


// 表 示 中 ,采用 这 种 表示 见 后 面 的 说 明 


// 图 顶点 个 数 
// 图 的 邻接 矩阵 
// 源 点 


// 求 解 结果 表示 
int distLMAXN] ; //dist 中 表示 从 源 点 到 顶点 i 的 最 短路 径 长 度 
int prevLMAXN] ; //prev[ 丫 表示 从 源 点 到 顶点 i 的 最 短路 径 中 顶点 i 的 前 驱 顶 点 
struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{ int vno; // 顶 点 编号 
int length; // 路 径 长 度 
}; 
void bfs(int v) // 求 解 算法 
{ NodeType e,el; 
queue < NodeType> pqu; 
e.vno=v; // 建 立 源 点 结 点 e( 根 结 点 ) 
e.length 一 0; 
pqu. push(e); // 源 点 结 点 e 进 队 
dist[v] =0; 
while( !pqu. empty()) // 队 列 不 空 时 循环 
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{ 


} 


{ 


| 
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{ ee=pqu.front(); pqu. pop(); // 出 队列 结 点 e 
for (int j=0; j<n; j 十 十 ) 
{ if(a[e.vno] [<INF && e.length 十 a[e.vno] [j]< dist[]) 
{ ”能 枝 : e.vno 到 顶点 ] 有 边 并 且 路 径 长 度 更 短 
distD] =e.length+a[e. vno] 0] ; 


prevD] =e. vno; 


el.vno=j; // 建 立 相 邻 顶点 j 的 结 点 el 
el.length=dist[] ; 
pqu. push(el); // 结 点 el 进 队 
} 
} 
} 
void addEdge(int i, int j,int w) // 图 中 添加 一 条 边 
{ 
a[j0]=w; 
} 
void dispapath(int v, int i) // 输 出 从 v 到 i 的 最 短路 径 


vector < int > path; 
if (v==1) return; 
if (dist[] ==INF) 
printf(” 从 源 点 %d 到 顶点 %d 没有 路 径 \n",v,i); 


else 
{ intk=prev[i]; 
path. push_back(i) ; // 添 加 目标 顶点 
while (k!=v) // 添 加 中 间 顶 点 
{ path.push_back(k); 
k=prev[k] ; 
} 
path. push_back(v); // 添 加 源 点 
printf(” 从 源 点 %d 到 顶点 %d 的 最 短路 径 长 度 : %d， 路 径 :",v,i, dist[); 
for (int j= path. size() 一 1;j> 一 0;j 一 一 ) // 反 向 输出 构成 正 向 路 径 


printf("%d ", pathD]); 
printf("\n"); 
} 


void dispallpath(int v) // 输 出 从 源 点 v 出 发 的 所 有 最 短路 径 


for (int i=0;i<n;i+ 十 ) 
dispapath(v,i); 


void main( ) 
| { memset(dist, INF, sizeof(dist)); // 初 始 化 为 c= 
memset(a,INF,sizeof(a)); // 初 始 化 为 co 
n=63 // 有 向 图 的 顶点 个 数 
for (int ij 一 0;i< nii 十 十 ) // 对 角 线 设置 为 0 
a[j [y=0; 
addEdge(0,2,10); // 添 加 8 条 边 


addEdge(0,4,30); 
addEdge(0,5,100); 
addEdge(1,2,4); 
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addEdge(2,3,50); 
addEdge(3,5,10); 
addEdge(4,3,20); 
addEdge(4,5,60); 
hi 
bfs(v); 
printf( "求解 结果 \n"); 
dispallpath(v) ; 

} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
从 源 点 0 到 顶点 1 没有 路 径 
从 源 点 0 到 顶点 2 的 最 短路 径 长 度 : 10, 路 径 :0 2 
从 源 点 0 到 顶点 3 的 最 短路 径 长 度 : 50, 路 径 :0 4 3 
从 源 点 0 到 顶点 4 的 最 短路 径 长 度 : 30, 路 径 :0 4 
从 源 点 0 到 顶点 5 的 最 短路 径 长 度 : 60, 路 径 :0 4 3 5 


说 明 : 通常 用 memset() 函 数 对 数组 进行 快速 初始 化 ,例如 memset(a,0,sizeof(a)) 将 
数组 a 的 所 有 元 素 置 为 0,memset(a, 一 1,sizeof(a)) 将 数组 a 的 所 有 元 素 置 为 一 1, 但 
memset 是 按 1 字 节 为 单位 对 内 存 进行 填充 ,所 以 无 法 初始 化 成 1 之 类 的 值 。 那 么 如 何 使 用 
memset() 函数 设置 无 穷 大 常量 呢 ? 

如 果 问 题 中 各 数据 的 范围 明确 ,那么 无 穷 大 的 设 定 不 是 问题 ,在 不 明确 的 情况 下 ,很 多 
程序 员 都 取 0x7fffffff 作为 无 穷 大 ,因为 这 是 32 位 int 的 最 大 值 。 如 果 这 个 无 穷 大 只 用 于 一 
般 的 比较 (例如 , 求 最 小 值 时 作为 min 变量 的 初 值 ) ,那么 0x7fffffff 确实 是 一 个 完美 的 选择 ， 
但 是 在 更 多 的 情况 下 0x7fffffff 并 不 是 一 个 好 的 选择 。 因 为 在 很 多 时 候 并 不 只 是 单纯 地 与 
无 穷 大 做 比较 ,而 是 在 运算 后 再 做 比较 ,例如 在 求 最 短路 径 算法 中 有 : 


if (Cd[u] +w[Lu] [Lv]<d[v]) dfv]=d[u]+w[Lu[v]; 


知道 如 果 顶 点 uv 之 间 没 有 边 ,那么 w[Luj[vj 二 INF, 如 果 INF 取 0x7fffffff, 那 么 d[uj 十 
xw[Luj[Lvj 会 溢出 而 变 成 负数 ,这 样 操作 便 出 错 了 ,也 就 是 说 0x7fffffff 不 能 满足 "无穷大 加 一 
个 有 穷 的 数 依然 是 无 穷 大 ”的 要 求 ,此 时 结果 变 成 了 一 个 很 小 的 负数 。 

除了 要 满足 "加 上 一 个 常数 后 依然 是 无 穷 大 "之 外 ,有 时 还 需要 满足 “无穷大 加 无 穷 大 依 
然 是 无 穷 大 ”, 至 少 两 个 无 穷 大 相 加 不 应 该 出 现 灾难 性 的 错误 ,在 这 一 点 上 ,0x7fffffff 依然 





不 能 满足 要 求 。 Tm 


最 精巧 的 无 穷 大 常量 是 INF 二 0x3f3f3f3f, 因 为 0x3f3f3f3f 的 十 进 制 是 1061109567, 也 
就 是 10? 级 别 的 (和 0x7fffffff 一 个 数量 级 ) ,而 一 般 场 合 下 的 数据 都 是 小 于 10 的 ,所 以 它 可 
以 作为 无 穷 大 使 用 而 不 致 出 现 数据 大 于 无 穷 大 的 情形 。 另 一 方面 ,由 于 一 般 的 数据 都 不 会 
大 于 10 ,所 以 当 把 无 穷 大 加 上 一 个 数据 时 , 它 并 不 会 溢出 。 最 后 ,0x3f3f3f3f 还 能 带 来 一 个 
意 想不到 的 额外 好 处 , 即 当 想 将 某 个 数组 全 部 赋值 为 无 穷 大 时 (例如 解决 图 算法 中 邻接 矩阵 
的 初始 化 ) 只 需要 执行 memset(a,0x3f,sizeof(a)) 就 可 以 了 ,甚至 用 memset(a,INF,sizeof(a)) 
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也 是 正确 的 。 
提示 : 求解 本 问题 也 可 以 将 源 点 到 某 个 顶点 的 最 短路 径直 接 存放 在 NodeType 中 , 即 
NodeType 改 为 如 下 : 


struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 

{ int vno; // 顶 点 编号 
Vector < int > path; // 存 放 从 源 点 到 vno 顶点 的 最 短路 径 
int length; // 路 径 长 度 


}; 


当 从 结 点 e 扩展 到 结 点 el (对 应 顶点 ) ) 时 ,执行 el. path 一 e. path,el. path. push_back(j)。 
这 样 在 输出 最 短路 径 的 dispapath 算法 中 直接 输出 对 应 结 点 的 path 成 员 即 可 ,从 而 使 输出 
路 径 更 加 方便 。 但 这 种 方式 下 结 点 占用 空间 相对 较 多 。 


632 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 


在 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 时 将 一 般 的 队列 改 为 优先 队列 ,其 限界 函数 值 就 是 
从 源 点 wv 到 当前 顶点 的 路 径 长 度 length。 

采用 STL 的 priority_queue < NodeType > 容器 作为 优先 队列 (小 根 堆 ) ,优先 队 列 结 点 
类 型 与 6. 3. 1 小 节 的 相同 ,添加 比较 重 载 函数 , 即 按 结 点 的 length 成 员 值 越 小 越 优先 出 队 ， 
为 此 设计 NodeType 结构 体 的 比较 重 载 函 数 如 下 : 


bool operator <(const NodeType & node) const 
{ 





return length > node. length; //length 越 小 越 优先 出 队 
} 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 
#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#include < queue> 
#include < vector> 
using namespace std; 
# define INF 0x3f3f3f3f // 表 示 co 
# define MAXN 51 
// 问 题 表示 
int n; // 图 顶点 个 数 
int a[MAXN] [MAXN]; // 图 的 邻接 矩阵 
int vi // 源 点 
// 求 解 结果 表示 
int distLMAXN] ; V/Vdist 品 表示 从 源 点 到 顶点 i 的 最 短路 径 长 度 
int prev[MAXN] ; /Vprev 品 表示 从 源 点 到 顶点 i 的 最 短路 径 中 顶点 i 的 
前 驱 顶 点 
struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{ int vno; // 顶 点 编号 
int length; // 路 径 长 度 
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}; 
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bool operator <(const NodeType & node) const 
return length > node. length; 
} 


void bfs(int v) 


{ 


} 


NodeType e, el; 

Priority_queue < NodeType> pqu; 

e.Vyno 王 Vi 

e.length 一 0; 

pqu. push(e); 

dist[v] =0; 

while( !pqu. empty()) 

{  e=pqu.topO|; pqu.pop(); 
for (int j=0; j<n; j 十 十 ) 


//length 越 小 越 优先 出 队 


// 求 解 算法 


// 定 义 优 先 队列 
// 建 立 源 点 结 点 e 


// 源 点 结 点 e 进 队 


// 队 列 不 空 的 循环 
// 出 队列 结 点 e 


{ if(a[e.vno] [站 <INF & & e.length 十 a[e.vno] [站 < dist[j] ) 
{  // 前 枝 : e.vno 到 顶点 j 有 边 并 且 路 径 长 度 更 短 


dist0] =e.length+a[e. vno] 0] ; 
prevD] =e. vno; 

el.vno 一 j; 

el.length= distD] ; 

pqu. push(el); 


} 


// 建 立 相 邻 顶点 j 的 结 点 el 


// 结 点 el 进 队 


//addEdge() .dispapath() .dispallpath() 与 6.3.1 小 节 队 列 式 求解 相同 
void main( ) 


{ 


} 


memset( dist, INF, sizeof( dist)) ; 
memset(a, INF, sizeof (a)); 
n=6; 
for (int i=0;i<n;i 二 十 ) 
a[i] [J]=0; 
addEdge(0,2,10); 
addEdge(0,4,30); 
addEdge(0,5,100); 
addEdge(1,2,4); 
addEdge(2,3,50); 
addEdge(3,5,10); 
addEdge(4,3,20); 
addEdge(4,5,60); 
WO 
bfsCv); 
printf(" 求 解 结果 \n"); 
dispallpathCv) ; 


// 初 始 化 为 c= 

// 初 始 化 为 

// 有 向 图 的 顶点 个 数 
// 对 角 线 设置 为 0 


// 添 加 8 条 边 


该 程序 的 执行 结果 与 采用 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 程序 的 结果 相同 。 
采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 上 述 图 的 单 源 最 短路 径 的 搜索 过 程 如 图 6. 11 所 示 ,对 


比 可 以 看 出 ,在 求 从 源 点 0 到 顶点 5 的 最 短路 径 时 队列 式 的 求解 顺序 是 (5,100) 一 (5,90) 一 
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(5,70) 一 (5,60) ,而 这 里 是 (5,100) 一 (5,90) 一 (5,60) ,从 而 提高 了 效率 ( 当 图 结 点 个 数 较 多 














时 效果 更 明显 ) 。 
dist[1]=o0 
dist2]=-w， dist[3]=m 
dist[4]=w， dist[5]=o0 
0+10<%m : 0+30<%m : 0+100<m : 
prev[2]=0 prev[4]=0 prev[5]=0 
dist[2]=10 dist[4]=30 dist[5]=100 
10+50<% : 30+60<100 
prev[3]=2 =4 
dist[3]=60 prev[3]=4 Rela 





dist[3]=50 
50+10<70: 


prev[5]=3 
dist[5]=60 


dist[T]=m ,prev[2]=* 
最 终结 果 : dist[2]=10，prev[2]=0 
dist[3]=50，prev[3]=4 
dist[4]=30，prev[4]=0 
dist[$]=60，prev[5]=3 


图 6.11 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求 源 点 0 的 最 短路 径 的 过 程 
在 后 面 介绍 分 村 眼界 法 求解 示例 时 主要 采用 优先 队列 起 分 村 眼界 法 求解 。 
二 * [=| | 
求解 任务 分 配 问题 2 


任务 分 配 问题 描述 见 4. 2. 8 小 节 , 这 里 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 扫 -- 扫 




















求解 。 ja 
【问题 求解 】 人 员 的 编号 为 1 一 2, 解 空间 的 每 一 层 对 应 一 个 人 员 的 任 
务 分 配 , 根 结 点 对 应 人 员 0( 虚 结 点 ) ,依次 为 人 员 1、2、…、n 分 配 任务 ,叶子 i 
结 点 对 应 人 员 n。 队 列 结 点 的 类 型 声明 如 下 : 视频 讲解 
struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{int no; // 结 点 编号 
int i; // 人 员 编 号 
int x[MAXN] ; //x 四 为 人 员 i 分 配 的 任务 编号 
bool worker[MAXN] ; //worker[ 丫 一 true 表示 任务 i 已 经 分 配 
int cost; // 已 经 分 配 任 务 所 需要 的 成 本 
int lb; // 下 界 


bool operator <(const NodeType &s) const // 重 载 < 关系 函数 > 
return lb> s. lb; 


} 
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其 中 ,各 成 员 的 说 明 如 下 : 
(1) 成 员 no 表示 结 点 编号 (从 1 开始 ) ,没有 实际 意义 , 仅 用 于 标识 结 点 。 


(2) 成 员 z 是 对 应 解 向 量 ,例如 z[] 二 [2,1.0,0], 表 示 第 1 个 人 员 分 配 任 务 2, 第 2 个 人 
员 分 配 任务 1, 第 3、4 个 人 员 没 有 分 配 任务 ; 相对 应 有 worker[ ]=[true,true,false,false]， 
表示 任务 1 和 2 已 经 分 配 ,而 任务 3、4 还 没有 分 配 。 

(3) 成 员 i 表示 当前 结 点 属于 解 空间 的 第 i 层 ( 根 结 点 的 层次 为 0) , 即 准备 为 人 员 i 分 
配 任务 ; 成 员 cost 表示 对 应 分 配方 案 的 成 本 。 

(4)1b 为 当前 结 点 对 应 分 配方 案 的 成 本 下 界 ,例如 对 于 结 点 e(e.i 二 2,), 有 xz[]==[2,1， 
0,0] 结 点 ,表示 编号 为 1.2 的 人 员 已 经 分 配 任 务 ,e. cost 二 cL[1J[2] 十 cL[2J[1]==2 十 6 二 8, 下 
一 步 最 好 的 情况 是 在 数组 c 中 非 第 1.2 行 ( 即 第 3.4 行 ) 中 找到 非 1.2 列 ( 因 为 1、2 任务 已 
经 分 配 ) 中 的 最 小 元 素 和 ,显然 为 1 十 4 二 5, 即 其 e. 1b 二 e. cost 十 5 二 13。 对 于 结 点 e 求 其 Ib 
的 算法 如 下 : 


void bound(NodeType &e) // 求 结 点 e 的 限界 值 
{ int minsum=0; 
for (int 了 一 e.i 十 1;il <=n;il 十 十 ) // 求 c[e.i 十 1..nj 行 中 的 最 小 元 素 和 


{int minc=INF; 
for (int j1 王 1;j1< 一 n;jl 十 十 ) 
if (e. worker[1] ==false && c[il] G1J< minc) 
minc=c[il] G1]; 
minsum 十 一 minc; 
} 
e€.lb=e. cost+ minsum; 


} 


用 bestx[MAXN]J 存 放 最 优 分 配方 案 ,mincost( 初 始 值 为 2) 存 放 最 优 成 本 。 显 然 一 个 
结 点 的 lb 过 mincost, 则 不 可 能 从 其 子 结 点 中 找到 最 优 解 ,进行 剪 枝 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 

#include < stdio.h> 


#include < queue> 
using namespace std; 





# define INF 0x3f3f3f3f // 定 义 co 

# define MAXN 21 

// 问 题 表示 

int n 一 4; 

int cLMAXN] [MAXN]={{0}, {0,9,2,7,8},{0,6,4,3,7}, {0,5,8,1,8},{0,7,6,9,4) }; 
// 下 标 为 0 的 元 素 不 用 

int bestx[MAXN] ; // 最 优 分 配方 案 

int mincost 一 INF; // 最 小 成 本 

int total= 1; // 结 点 个 数 累计 

//NodeType 结 点 类 型 和 bound( ) 函数 同 前 面 代码 

void bfs() // 求 解 任务 分 配 

{ intj; 


NodeType e, el; 
priority_queue < NodeType> qu; 
memset(e. x,0, sizeof(e. x)); // 初 始 化 根 结 点 的 x 
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memset(e. worker,0,sizeof(e. worker) ) ; 
e€.i=0; 
e.cost=0; 
bound(e); 
e.no 一 total 十 十 ; 
qu. push(e); 
while (!qu.empty()) 
{ ee=qu.top(); qu.popO); 
让 (e.i==n) 
{ if(e.cost<mincost) 
{ mincost=e.cost; 
for (=1;j<=n;j+ 十 ) 
bestx0] =e.x0] ; 
} 
} 
el.i=e.it1; 
for (j=1;j<=n;j 二 十 ) 
{ if(e.worker[)]) continue; 
for (int il=1;il <=n;il 十 十 ) 
el.x[il]=e. x[il]; 
el.x[el.i 
for (int i2=1;i2<=n;i2 十 十 ) 
el. worker[i2] =e. worker[i2] ; 
el. worker[] = true; 
el.cost=e.cost+c[el.i] 0]; 
bound(el); 
el.no 一 total 十 十 ; 
if (el.lb< 一 mincost) 
qu. push(el); 








} 
} 
void main( ) 
bs 
Printf(" 最 优 方案 :\n"); 
for (int k 一 1;k< 一 nik 十 十 ) 


printf(” 总 成 本 三 %dNn" ,mincost) ; 


// 初 始 化 根 结 点 的 worker 
// 根 结 点 ,指定 人 员 为 0 


// 求 根 结 点 的 1b 
// 根 结 点 进 队 列 
// 出 队 结 点 e, 当 前 考虑 人 员 e.i 


// 达 到 叶子 结 点 
// 比 较 求 最 优 解 


// 扩 展 分 配 下 一 个 人 员 的 任务 ,对 应 结 点 el 
// 考 虑 n 个 任务 

// 任 务 j 是 否 已 分 配 人 员 , 若 已 分 配 , 跳 过 
// 复 制 e.x 得 到 el.x 


// 为 人 员 el .i 分 配 任务 j 
// 复 制 e. worker 得 到 el . worker 


// 表 示 任 务 j 已 经 分 配 
// 求 el 的 lb 
// 剪 枝 


printf(” 第 %d 个 人 员 分 配 第 %d 个 任务 \n",k,bestx[k]); 


上 述 程序 的 执行 结果 与 采用 蛮 力 法 的 结果 相同 。 

对 应 程序 中 的 4 个 人 员 、4 个 任务 的 数据 ,求解 过 程 如 下 : 

(1) 根 结 点 1 进 队 , 即 e. i 二 0,e. cost 二 0,e.1b 二 10,x: [ 0,0,0,0 ] 进 队 
(2) 出 队 结 点 1: 

j 二 1: 对 应 结 点 2,e. i 二 1,e. cost 二 9,e.1b 二 17,x: [1,0,0,0 ], 进 队 
j= 二 2: 对 应 结 点 3,e.i 一 1,e. cost 王 2,e.lb 王 10,z: [2,0,0,0 ], 进 队 

j 二 3: 对 应 结 点 4,e.i 一 1,e. cost 二 7 ,e. lb 二 20,x: [3,0,1,0 ], 进 队 

j 二 4: 对 应 结 点 5,e. i 二 1,e. cost 二 8,e.1b 二 18,zx: [4,0,0,0 ], 进 队 
(3) 出 队 结 点 3: 

7 一 1: 对 应 结 点 6,e. i 二 2,e. cost 二 8,e.1b 二 13,x: [2,1,0,0 ], 进 队 
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j= 二 3; 对 应 结 点 7,e.i 一 2,e. cost 二 5,e.1b 二 14,zx:; [2,3,0,0 ], 进 队 

j= 二 4: 对 应 结 点 8,e. i 二 2,e. cost 一 9,e.lb 王 17,z: [2,4,0,0 ], 进 队 

(4) 出 队 结 点 6: 

j 二 3: 对 应 结 点 9,e. i 二 3,e. cost 一 9,e.lb 一 13,z: [2,1,3,0], 进 队 

j= 二 4; 对 应 结 点 10,e. i 二 3,e. cost 二 16,e.1b 二 25,z: [2,1,4,0], 进 队 

(5) 出 队 结 点 9: 

j= 二 4: 对 应 结 点 11,e. i 二 4,e. cost 二 13,e.1b= 二 13,x: [2,1,3,4], 进 队 

(6) 出 队 结 点 11, 为 叶子 结 点 ,对 应 一 个 解 , 求 出 bestx 二 [2,1,3,4],mincost 二 13。 
(7) 出 队 结 点 7, 两 个 子 结 点 的 lb 分 别 为 14 和 20, 被 前 枝 。 

(8) 出 队 结 点 8, 两 个 子 结 点 的 lb 分 别 为 23 和 17 ,被 剪 枝 。 

(9) 出 队 结 点 2,3 个 子 结 点 的 lb 分 别 为 18、24 和 23, 被 剪 枝 。 

(10) 出 队 结 点 5,3 个 子 结 点 的 lb 分 别 为 21.20 和 22 ,被 剪 枝 。 

(11) 出 队 结 点 4,3 个 子 结 点 的 lb 分 别 为 25、20 和 25 ,被 剪 枝 。 

(12) 出 队 结 点 10 ,一 个 子 结 点 的 lb 为 25 ,被 剪 枝 。 

(13) 队列 空 ,产生 最 优 解 : bestx 二 [2,1,3,4],mincost 二 13, 即 第 1 个 任务 分 配给 第 2 


个 人 员 , 第 2 个 任务 分 配给 第 1 个 人 员 ,第 3 个 任务 分 配给 第 3 个 人 员 ,第 4 个 任务 分 配给 
第 4 个 人 员 , 总 成 本 = 二 13。 


队列 式 分 枝 限 界 法 求解 任务 分 配 问题 的 过 程 如 图 6. 12 所 示 。 


1 | 二 0，cost=0 
lb=10 
x[]={0,0,0,0} 

























为 人 员 1 分 配 任务 j: 

x[1] 却 ， 对 应 成 本 为 c[1] 轧 
<IUDI=2A <[UB]=7 
c[1][4]=8 





3 4 5 
二 1，cost=2 到 1，cost=7 友 1，cost=8 
lb=10 lb=15 lb=16 
x[]={2,0,0,0} x[]={3,0,0,0} x[]={4,0,0,0} 


2][4]=7 
CI 为 人 员 2 分 配 任务 
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大 2，cost=8 这 2，cost=5 译 2，cost=9 

lb=13 lb=14 lb=17 

x[]={2,1,0,0} x0={2,3,0,0} x[]={2,4,0,0} 
cBIBE!1 3][4]=: 
了 a IN 为 人 员 3 分 配 任务 
这 3，cost=9 大 3，cost=1 
lb=13 lb=25 
xz0={2.13.0} x[]={2,1,4,0} 
让 c[4][4]=4 为 人 员 4 分 配 任务 
大 4，cost=13| 
lb=13 
Xx0={2,1,3,4} 








6.12 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 任务 分 配 问题 的 过 程 


Nn 
多 
凶 





ET 人 OO 


求解 流水 作业 调度 问题 “” 光 


流水 作业 调度 问题 描述 见 第 5 章 的 5. 9 节 , 这 里 采用 优先 队列 式 分 枝 
限界 法 求解 。 

【问题 求解 】 作业 编号 为 1 一 2, 调度 方案 的 执行 步骤 为 1 一 n, 解 空间 
的 每 一 层 对 应 一 个 步骤 的 作业 分 配 , 根 结 点 对 应 步骤 0( 虚 结 点 ) ,依次 为 步 
又 1、2、… ,wn 分配 任 务 ,叶子 结 点 对 应 步 又。 

5. 9 节 介绍 过 ,对 于 按 1 一 顺序 执行 的 调度 方案 ,f1 数组 表示 在 M1 上 执行 完 当 前 作 
业 i 的 总 时 间 ,f2 数组 表示 在 M2 上 执行 完 当 前 作业 i 的 总 时 间 , 计 算 公 式 如 下 : 

















视频 讲解 


f=f1 十 a[]; 
好 器 和 max(fl,f2[Li 一 巧 ) 十 b 口 


这 里 由 于 每 个 结 点 中 都 保存 了 /1 和 f2, 因 此 可 以 将 /2 数组 改 为 单个 变量 。 将 每 个 队 


























列 结 点 的 类 型 声明 如 下 : 
struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{ intno; // 结 点 编号 
int x[MAX]; //x 癌 表示 第 i 步 分 配 的 作业 编号 
int y[MAX] ; //y 中 =1 表示 编号 为 i 的 作业 已 经 分 配 
int i; // 步 骤 编 号 
int {1; // 已 经 分 配 作业 M1 的 执行 时 间 
int f2; // 已 经 分 配 作业 M2 的 执行 时 间 
int lb; // 下 界 
bool operator <(const NodeType &s) const // 重 载 < 关系 函数 
{ 
return lb> s.lb; //lb 越 小 越 优 先 出 队 
} 
后 
其 中 ,各 成 员 的 说 明 如 下 : 
(1) 成 员 no 表示 结 点 编号 (从 1 开始 ) ,没有 实际 意义 , 仅 用 结 点 e 
于 标识 结 点 ,这 里 仅仅 对 进 队 的 结 点 进行 顺序 编号 。 SE 
(2) 成 员 数 组 x 是 对 应 的 解 向 量 , 例 如 zx[]==[1,3,0,0j, 表 2 (00 
pl 示 第 1 步 执行 作业 1, 第 2 步 执行 作业 3, 第 3、4 步 还 没有 分 配 作 一 -一 
业 。 成 员 数组 y 表示 哪些 作业 已 经 分 配 ,例如 y[]=[1,0,1,0]， wo 站 
表示 作业 1 和 作业 3 已 经 分 配 ,而 作业 2 和 4 没有 分 配 。 a 
(3) 成 员 表示 当前 结 点 属于 解 空间 的 第 i 层 , 即 准备 为 第 i 0 
步 分 配 作 业 ; 成 员 /1 表示 该 分 配方 案 在 M1 上 执行 的 时 间 , 成 
员 /2 表示 该 分 配方 案 在 M2 上 执行 的 时 间 。 站 
产生 子 结 点 el 


(4) lb 为 当前 结 点 对 应 调度 方案 的 时 间 下 界 。 例 如 图 6. 13， 
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对 于 出 队 结 点 e, 若 有 e.i=1,e. 请 一 4,e. f2 二 18,e. lb 二 19,x= 二 [3,0,0,0]( 第 1 步 执 行 作业 
3),y 二 [0,0,1,0]( 表 示人 作业 3 已 经 分 配 ) 。 如 果 在 第 2 步 选择 作业 1(j 王 1), 对 应 结 点 为 
el, 则 el.i=e.i+1=2,el. f1=e. fl+a[l]=9,el. f2= max (e. f2,el. F1) 十 b[1] 王 18 十 
6=24,el. x=[3,1,0,0],el. y=[1,0,1,0]。 

那么 如 果 计 算 lb 呢 ? 对 于 结 点 el ,后 面 还 有 两 步 , 只 能 选择 作业 2 和 4, 其 最 少 的 执行 
时 间 应 该 为 el. 几 十 作业 2 和 4 在 M2 上 的 时 间 和 (这 是 考虑 作业 没有 等 待 的 情况 ) ,所 以 lb 
定义 为 lb=el. 请 十 没有 分 配 的 作业 在 M2 上 执行 的 时 间 和 。 这 里 el. lb 王 el. 几 十 作业 2 
和 4 在 M2 上 的 时 间 和 二 9 十 2 十 7 二 18。 

显然 任何 一 个 最 终 调度 方案 的 执行 时 间 /2 大 于 等 于 lb, 所 以 优先 选择 lb 小 的 结 点 进 
行 扩展 是 合理 的 。 

说 明 : 由 于 作业 是 按 步骤 顺序 分 配 的 ,所 以 结 点 中 数组 工 的 非 0 值 (作业 编号 ) 总 是 依 
作业 的 执行 顺序 排列 在 前 面 ,以 此 产生 最 终 的 调度 方案 ,因此 [1、f2 的 计算 是 正确 的 。 增 
加 数组 y 的 原因 是 为 了 方便 检测 一 个 作业 是 否 重复 分 配 。 

对 应 的 求 结 点 e 的 lb 的 算法 如 下 : 











void bound( NodeType &e) // 求 结 点 。 的 限界 值 
{ int sum=0; 
for (int i=1;i<=n;i+ 十 ) // 扫 描 所 有 作业 


if (e.y[] ==0) sum+=b[]; // 仅 累计 e.x 中 还 没有 分 配 的 作业 的 b 时 间 
e.lb=e.fl+sum; 
} 


用 bestf( 初 始 值 为 =2) 存 放 最 优 调度 时 间 ,bestx 数组 存放 当前 作业 最 优 调度 。 采 用 的 
剪 枝 原 则 是 仅仅 扩展 e. /2 二 bestf 的 结 点 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < string.h> 

#include < queue> 

using namespace std; 

# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 





# define INF 0x3f3f3f3f // 定 义 co 
# define MAX 21 
// 问 题 表示 
int n=4; // 作 业 数 
int a[MAX] =1{0,5,12,4,8}; //M1 上 的 执行 时 间 , 不 用 下 标 为 0 的 元 素 
int bL[MAX]={0,6,2,14,7}; //M2 上 的 执行 时 间 , 不 用 下 标 为 0 的 元 素 
// 求 解 结果 表示 
int bestf 王 INF; // 存 放 最 优 调度 时 间 
int bestx[MAX] ; // 存 放 当 前 作业 最 佳 调度 
int total= 1; // 结 点 个 数 累计 
//NodeType 队列 结 点 类 型 声明 和 bound( ) 函数 同 前 面 的 代码 
void bfs() // 求 解 流水 作业 调度 问题 
{ NodeType e,el; 
priority_queue < NodeType> qu; // 定 义 优先 队列 


memset(e. x,0, sizeof(e. x)); // 初 始 化 根 结 点 的 x 
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Iemset(e.y,0,sizeof(e.y)); 
e:i 一 0; 

e. 们 一 0; 

e.f2=0; 

bound(e); 

e.no 一 total 十 十 ; 

qu. push(e); 

while (1qu.empty()) 

{ ee 一 qu.top(); qu.popO; 


if (e.i==n) 
{ if(e.f2<bestf) 
{ bestf=e.f2; 


for (int jl=1;jl < 一 n;j1 十 十 ) 
bestx[1] =e. x01]; 
} 
} 
el.i=e.i+1; 
for (int j=1;j<= 
{ if(e.y0]==1) continue; 
for (int i1=1;il <=n;il 二 十 ) 
el.x[il]=e.x[il]; 
for (int i2=1;i2<=n;i2 二 十) 
el 2 el 
el.x[el. 口 王 j; 
el.y0]=1; 
el.fl=e.fl+aD]; 
el.f2=max(e.f2,el.f1)+b0]:; 
bound(el); 
if (el .f2 < 一 bestf) 
{ el.no 一 total 十 十 ; 
qu. push(el); 





} 


} 
} 
void main( ) 
{ bfs(); 
printf(" 最 优 方案 :\n"); 
for (int k 一 1;k< 一 n;k 十 十 ) 


printf("” 总 时 间 二 d\n", bestf); 





上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 方案 : 
第 1 步 执 行 作业 3 
第 2 步 执 行 作业 1 
第 3 步 执行 作业 4 
第 4 步 执 行 作业 2 
总 时 间 一 33 


// 初 始 化 根 结 点 的 y 
// 根 结 点 


// 根 结 点 进 队列 


// 出 队 结 点 e 
// 达 到 叶子 结 点 
// 比 较 求 最 优 解 


// 扩 展 分 配 下 一 个 步骤 的 作业 ,对 应 结 点 el 


// 考 虑 所 有 的 n 个 作业 
// 作 业 j 是 否 已 分 配 , 若 已 分 配 , 跳 过 
// 复 制 e.x 得 到 el.x 


// 复 制 e.y 得 到 el.y 


// 为 第 i 步 分 配 作 业 j 

// 表 示 作 业 j 已 经 分 配 

// 求 f=f1 十 a 中 

// 求 f[i 十 1] =max(f2[],f1) 十 b 上 ] 


// 剪 枝 , 剪 去 不 可 能 得 到 更 优 解 的 结 点 
// 结 点 编号 增加 1 


printf(” 第 %d 步 执行 作业 %d\n",k, bestx[k]); 


第 人 6 人 章 硝 分 枝 限界 法 


对 于 该 示例 ,” 一 4, 在 完整 的 解 空间 中 ,第 0 层 有 1 个 结 点 ,第 1 层 有 4 个 结 点 ,第 2 层 
有 4X3 个 结 点 ,第 3 层 有 4X3X2 个 结 点 ,第 4 层 有 4X3X2X1 个 结 点 。 但 采用 优先 队列 
式 分 枝 限界 法 求解 时 扩展 的 结 点 个 数 为 39 个 ,大 大 提高 了 解 空 间 的 搜索 效率 。 

前 面 的 算法 是 对 每 个 出 队 的 结 点 判断 是 否 为 叶子 结 点 ,如 果 算 法 改 为 在 扩展 每 个 子 结 
点 后 判断 是 否 为 叶子 结 点 ,车 是 则 生成 一 个 解 ,并 仅仅 生成 第 一 个 解 ,否则 该 子 结 点 进 队 。 


上 述 示 例 最 后 得 到 的 解 也 是 最 优 解 ,并 且 仅 仅 扩展 11 个 结 点 ,对 应 的 算法 如 下 : 
void bfs() // 求 解 流水 作业 调度 问题 
{ NodeType e,el; 

priority_queue < NodeType> qu; 

memset(e. x,0, sizeof(e. x)); // 初 始 化 根 结 点 的 x 
memset(e. y,0, sizeof(e. y)); // 初 始 化 根 结 点 的 了 
e.i 一 0; // 根 结 点 

e.fl=0; 

e.f2=0; 

bound(e); 

e.no 一 total 十 十 ; 

qu. push(e); // 根 结 点 进 队 列 
while (!qu.empty()) 

{ee=qu.topO; qu.pop(); // 出 队 结 点 e 


Sli==eai | 1 
for (int j=1;j<=n;j 十 十 ) 
{ if(e.yl 
for (int il=1;il <=n;il 二 二) 
el.x[il]=e.x[il]; 
for (int i2=1;i2<=n;i2 十 十 ) 
el.y[i2] =e.y[i2]; 
el.x[el.]=j; 
el.y0]=1; 
el.fl=e.fl+a0]; 





el.f2=max(e. {2, el.f1)+b0]; 


bound(el); 

if (el.i==n) 

{ if(el.f2<bestf) 
{ bestf=el.f2; 


// 扩 展 分 配 下 一 个 步骤 的 作业 ,对 应 结 点 el 
// 考 虑 n 个 作业 

// 作 业 j 是 否 已 分 配 , 若 已 分 配 , 跳 过 

// 复 制 e.x 得 到 el.x 


// 复 制 e.y 得 到 el.y 


// 为 第 i 步 分 配 作业 j 
// 表 示 作 业 j 已 经 分 配 


// 达 到 叶子 结 点 
// 比 较 求 最 优 解 


for (int j1 王 1;jl < 一 n;j1 十 十 ) 


bestxD1] =el.x01]; 


return; 
} 
} 
证 (el1.f2<= bestf) 
{ el.no 一 total 十 十 ; 
qu. push(el); 
} 


// 找 到 一 个 解 后 结束 


// 剪 枝 


// 结 点 编号 增加 1 
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改进 后 的 算法 求解 过 程 如 图 6. 14 所 示 。 


































































































1 |i=0,f1l=0 
f2=0.lb=29 
x[]={0,0,0,0} 
为 步 又 1 分 配 作业 j a ja4 
广 2 广 3 
1 } 4 
=1,fl=5 关 1.fl=12 =1,f1l=4 =1,f1l=8 
f2=11,lb=28 f2=14,lb=39 f2=18,lb=19 f2=15,lb=30 
x[={1,0,0,0} x[]={2,0,0,0} x0={3.0.0.0} x[]={4,0,0,0} 
为 步 又 2 分 配 作业 / » /2 4 
6 7 8 
i=2,f1=9 i=2,f1l=16 i=2,fl=12 
f2=24,lb=18 f2=20,lb=29 f2=25,lb=20 
x[]={3,1,0,0} x[]={3,2,0,0} x[={3,4,0,0} 
为 步骤 3 分 配 作业 7 jj /4 
9 10 
i=3,f1=21 i=3,f1l=17 
f2=26,lb=28 f2=31,lb=19 
x[]={3,1,2,0} x[]={3,1,4,0} 
为 步 又 4 分 配 作业 7 计 | 
大 4.fl=29 
f2=33,lb=29 
x[]={3,1,4,2} 
图 6. 14 队列 式 分 枝 限界 法 求解 流水 作业 调度 问题 的 过 程 
| Nlv 


1. 分 枝 限 界 法 在 问题 的 解 空间 树 中 按 ( ) 策 略 从 根 结 点 出 发 搜索 解 空 间 树 。 
A. 广度 优先 B. 活 结 点 优先 C. 扩展 结 点 优先 ” D. 深度 优先 
2. 常见 的 两 种 分 枝 限 界 法 为 ( js 
A. 广度 优先 分 枝 限 界 法 与 深度 优先 分 枝 限界 法 
B. 队列 式 (FIFO) 分 枝 限界 法 与 堆栈 式 分 枝 限 界 法 
C. 排列 树 法 与 子 集 树 法 
D. 队列 式 (FIFO) 分 枝 限界 法 与 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 
3. 在 用 分 枝 限界 法 求解 0/1 背包 问题 时 , 活 结 点 表 的 组 织 形式 是 (。”)。 


A. 小 根 堆 B. 大 根 堆 C. 栈 D. 数组 
4. 下 列 采 用 最 大 效益 优先 搜索 方式 的 算法 是 ( Ys 

A. 分 枝 界限 法 B. 动态 规划 法 C. 贪心 法 D. 回 淹 法 
5. 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 选取 扩展 结 点 的 原则 是 (  )。 

A. 先进 先 出 B. 后 进 先 出 C. 结 点 的 优先 级 ” D. 随机 
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6. 简 述 分 枝 限界 法 的 搜索 策略 。 

7. 有 一 个 0/1 背包 问题 ,其 中 一 4, 物 品 重量 为 (4,7,5,3) ,物品 价值 为 (40,42,25， 
12) ,背包 最 大 载重 量 W 二 10, 给 出 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求 最 优 解 的 过 程 。 

8. 有 一 个 流水 作业 调度 问题 ,n= 二 4,a[] 二 {5,10,9,7} ,5[] 二 {7,5,9,8) ,给 出 采用 优先 
队列 式 分 枝 限界 法 求 一 个 解 的 过 程 。 

9. 有 一 个 含义 个 顶点 (顶点 编号 为 0~n 一 1) 的 带 权 图 ,用 邻接 矩阵 数组 A 表示 ,采用 
分 枝 限 界 法 求 从 起 点 s 到 目标 点 1 的 最 短路 径 长 度 ,以 及 具有 最 短路 径 长 度 的 路 径 条 数 。 

10. 采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 最 优 装载 问题 。 给 出 以 下 装载 问题 的 求解 过 程 和 
结果 : "一 5, 集 装 箱 重量 为 w=(5,2,6,4,3), 限 重 为 到 =10。 在 装载 重量 相同 时 最 优 装载 
方案 是 集装箱 个 数 最 少 的 方案 。 


上 机 实验 题 米 


实验 1. 求解 4 皇后 问题 

编写 一 个 实验 程序 ,采用 队列 式 和 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 4 皇后 问题 的 一 个 解 , 分 
析 这 两 种 方式 的 求解 过 程 ,比较 创建 的 队列 结 点 个 数 。 

实验 2. 求解 布线 问题 

印 制 电路 板 将 布线 区 域 划 分 成 nxXm 个 方 格 。 精 确 的 电路 布线 问题 要 求 确定 连接 方 格 
a 的 中 点 到 方 格 5 的 中 点 的 最 短 布线 方案 。 在 布线 时 ,电路 只 能 沿 直线 或 直角 布线 。 为 了 
避免 线路 相交 ,对 已 布 了 线 的 方 格 做 了 封锁 标记 ,其 他 线路 不 允许 穿 过 被 封锁 的 方 格 。 
图 6. 15 所 示 为 一 个 布线 的 例子 ,图 中 阴影 部 分 是 指 被 封锁 的 方 格 , 其 起 始点 为 a\ 目 标点 为 
5b。 编写 一 个 实验 程序 采用 分 枝 限 界 法 求解 。 





















































图 6.15 一 个 布线 的 例子 
实验 3. 求解 迷宫 问题 





迷宫 问题 的 描述 见 4. 4.4 小 节 。 aa 


实验 4. 求解 解救 Amaze 问题 

在 原始 森林 中 有 很 多 树 ,如 线段 树 、 后 级 树 和 红 黑 树 等 ,你 了 解 所 有 的 树 吗 ? 别 担心 ,本 
问题 不 会 讨论 树 , 而 是 介绍 原始 森林 中 的 一 些 动 物 ,第 一 种 是 金刚 ,金刚 是 一 种 危险 的 动物 ， 
遇 到 金刚 会 死 ; 第 二 种 是 野 狗 , 它 不 像 金刚 那么 危险 ,但 它 会 咬 人 。 

Amaze 是 一 个 美丽 的 女孩 ,她 不 幸 迷失 于 原始 森林 中 。Magicpig 非常 担心 她 ,他 要 到 
原始 森林 找 她 。Magicpig 知道 如 果 遇 到 金刚 就 会 死 , 野 狗 也 会 咬 他 ,而 且 咬 两 次 ( 含 一 只 野 
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狗 咬 两 次 或 者 两 只 野 狗 各 咬 一 次 ) 之 后 也 会 死 。Magicpig 是 多 么 可 怜 ! 

输入 的 第 1 行 是 单个 数字 1(0 志 1 二 20) ,表示 测试 用 例 的 数目 。 

每 个 测试 用 例 是 一 个 Magicforest 地 图 ,之 前 的 一 行 指出 n(0 二 n 硅 30), 原 始 森 林 是 一 
个 nxXn 单 元 矩阵 ,其 中 

(1) p 表示 Magicpig。 

(2) a 表示 Amaze。 

(3) r 表示 道 路 。 

(4) k 表示 金刚 。 

(5) d 表示 野 狗 。 

注意 ,Magicpig 只 能 在 上 、 下 、 左 、 右 4 个 方向 移动 。 

对 于 每 个 测试 用 例 ,如 果 Magicpig 能 够 找到 Amaze, 则 在 一 行 中 输出 “Yes”, 否 则 在 一 
行 中 输出 “No”。 

输入 样 例 : 


4 

3 

pkk rrd rda 

3 

prr kkk rra 

4 

prrr rrrr rrr arrr 

5 

prrrr ddddd ddddd rrrrr rrrra 


样 例 输出 ; 
Yes 
No 


Yes 
No 


在 线 编程 题 三 


在 线 编程 题 1. 求解 饥饿 的 小 易 问题 





EE 【问题 描述 】 小 易 总 是 感到 饥饿 ,所 以 作为 章鱼 的 小 易 经 常 出 去 寻找 贝壳 吃 。 最 开始 ， 


小 易 在 一 个 初始 位 置 z_0。 对 于 小 易 所 处 的 当前 位 置 x, 它 只 能 通过 神秘 的 力量 移动 到 4X 
Zz 十 3 或 者 8Xz 十 7。 因 为 使 用 神秘 力量 要 耗费 太 多 体力 ,所 以 它 最 多 只 能 使 用 神秘 力量 
100 000 次 。 贝 壳 总 生长 在 能 被 1 000 000 007 整除 的 位 置 (比如 位 置 0、 位 置 1 000 000 007、 
位 置 2 000 000 014 等 )。 小 易 需 要 你 帮忙 计算 最 少 使 用 多 少 次 神秘 力量 就 能 吃 到 贝壳 。 
输入 描述 : 输入 一 个 初始 位 置 z_0, 范 围 为 1~1 000 000 006。 
输出 描述 : 输出 小 易 最 少 需要 使 用 神秘 力量 的 次 数 , 如 果 次 数 使 用 完 还 没 找到 贝壳 , 则 
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输出 一 1。 
输入 样 例 : 


125000000 


样 例 输出 : 


i 


在 线 编程 题 2. 求解 最 小 机 器 重量 设计 问题 

问题 描述 见 第 5 章 的 在 线 编程 题 2。 

设 某 一 机 器 由 个 部 件 组 成 ,部 件 编号 为 1 一 n, 每 一 种 部 件 都 可 以 从 m 个 供应 商 处 购 
得 ,供应 商 编号 为 1 一 m。 设 ws 是 从 供应 商 j 处 购 得 的 部 件 i 的 重量 ,cj 是 相应 的 价格 。 对 
于 给 定 的 机 器 部 件 重量 和 机 器 部 件 价格 ,计算 总 价格 不 超过 cost 的 最 小 重量 机 器 设计 ,可 
以 在 同一 个 供应 商 处 购 得 多 个 部 件 。 

在 线 编程 题 3. 求解 最 小 机 器 重量 设计 问题 

问题 描述 见 第 5 章 的 在 线 编程 题 3。 

在 线 编程 题 4. 求解 最 少 翻译 个 数 问 题 

【问题 描述 】 据 美国 动物 分 类 学 家 欧 内 斯 特 。 迈 尔 推算 ,世界 上 有 超过 100 万 种 动物 ， 
各 种 动物 有 自己 的 语言 。 假 设 动物 A 可 以 与 动物 B 进行 通信 ,但 它 不 能 与 动物 C 通信 , 动 
物 C 只 能 与 动物 B 通信, 所 以 动物 A.B 之 间 的 通信 需要 动物 B 来 当 翻译 。 问 两 个 动物 之 
间 相 互通 信 至 少 需要 多 少 个 翻译 。 

测试 数据 中 第 1 行 包 含 两 个 整数 (2 二 n 志 200 000) 、m(1 三 m 达 300 000) ,其 中 交代 表 
动物 的 数量 ,动物 编号 从 0 开始 ,个 动物 编号 为 0 一 ?一 1, 表示 可 以 互相 通信 的 动物 对 
数 , 接 下 来 的 m 行 中 包含 两 个 数字 ,分 别 代 表 两 种 动物 可 以 互相 通信 。 再 接 下 来 包含 一 个 
整数 &(A 委 20) ,代表 查询 的 数量 ,每 个 查找 包含 两 个 数字 ,表示 这 两 个 动物 想 要 与 对 方 
通信 。 

编写 程序 ,对 于 每 个 查询 ,输出 这 两 个 动物 彼此 通信 至 少 需要 多 少 个 翻译 , 若 它们 之 间 
无 法 通过 翻译 来 通信 , 则 输出 一 1。 

输入 样 例 : 








样 例 输出 : 


0 
1 
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CT 人 法 


贪心 法 (Greedy algorithms) 是 一 种 典型 的 算法 设计 策略 ,用 于 求解 问题 的 最 优 解 。 本 
章 介绍 用 贪心 法 求解 问题 的 一 般 方法 ,并 讨论 一 些 采 用 贪心 法 求解 的 经 典 示 例 。 


贪心 法 概述 六 





7.1.1 什么 是 贪心 法 


贪心 法 的 基本 思路 是 在 对 问题 求解 时 总 是 做 出 在 当前 看 来 是 最 好 的 选 
择 ,也 就 是 说 贪心 法 不 从 整体 最 优 上 加 以 考虑 ,所 做 出 的 仅 是 在 某 种 意义 上 
的 局 部 最 优 解 。 人 们 通常 希望 找到 整体 最 优 解 (或 全 局 最 优 解 ) ,那么 贪心 
法 是 不 是 没有 价值 呢 ? 答案 是 否定 的 ,这 是 因为 在 某 些 求解 问题 中 , 当 满 足 
一 定 的 条 件 时 这 些 局 部 最 优 解 就 转变 成 了 整体 最 优 解 ,所 以 贪心 法 的 困难 部 分 就 是 要 证 明 
所 设计 的 算法 确实 是 整体 最 优 解 或 求解 了 它 要 解决 的 问题 。 

在 求解 问题 时 ,通常 求解 问题 直接 给 出 或 者 可 以 分 析出 某 些 约束 条 件 , 满 足 约束 条 件 的 
问题 解 称 为 可 行 解 。 另 外 ,求解 问题 直接 给 出 或 者 可 以 分 析出 衡量 可 行 解 好 坏 的 目标 函数 ， 
使 目标 函数 取 最 大 (或 最 小 ) 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

















的 最 短路 径 一 定 是 简单 路 径 , 所 以 约束 条 件 如 下 : 

求解 的 路 径 为 { (i, ,Gi2) ,im sj)) ,其 中 (i, 如 )、(ii,iz)、…、(im，j) 均 为 图 G 的 
边 , 有 是 i(1 三 k 三 m) 均 不 相同 。 

目标 函数 就 是 要 使 这 样 的 路 径 最 短 , 即 MIN {Ci, 看 
pathlength 二 ww(i,) 十 ww(i,iz) 十 … 十 ww(in sj) ,rw(isk) 表 示 边 (i,k) 的 权 值 。 

贪心 法 从 间 题 的 某 一 个 初始 空 解 出 发 ,采用 逐步 构造 最 优 解 的 方法 向 给 定 的 目标 前 进 ， 
每 一 步 决 策 产生 元 组 解 (zo ,zi，,… ,zx,-1) 的 一 个 分 量 。 每 一 步 用 作 决 策 依 据 的 选择 准则 
被 称 为 最 优 量度 标准 (或 贪心 准则 ) ,也 就 是 说 ,在 选择 解 分 量 的 过 程 中 ,添加 新 的 解 分 量 zz。 
后 ,形成 的 部 分 解 (zo ,zx1，… ,zi) 不 违反 可 行 解约 束 条 件 。 每 一 次 贪心 选择 都 将 所 求 问题 简 
化 为 规模 更 小 的 子 问题 ,并 期 望 通过 每 次 所 做 的 局 部 最 优选 择 产生 出 一 个 全 局 最 优 解 。 

例如 前 面 的 求 最 短路 径 问 题 ,初始 解 为 空 , 然 后 一 步 一步 地 添加 最 短路 径 的 边 ,直到 产 
生 最 短路 径 { (i521) ,Gi iz), (in sj)}。 

贪心 法 总 是 做 出 在 当前 看 来 最 好 的 选择 ,这 个 局 部 最 优选 择 仅 依赖 以 前 的 决策 ,不 依赖 
于 以 后 的 决策 。 计 算 机 科学 中 的 很 多 算法 都 属于 贪心 法 。 





【 例 7.1】 在 操作 系统 的 磁盘 管理 中 有 一 个 磁盘 移 臂 调度 问题 ,进程 在 执行 时 会 多 次 al 


访问 磁盘 , 按 访 问 的 先后 次 序 构成 一 个 7O 序列 ,1/O 操作 的 数据 存放 在 磁盘 的 各 个 柱 面 
上 ,磁盘 臂 通过 在 这 些 柱 面 之 间 移 动 磁头 找到 相关 数据 ,移动 磁盘 臂 是 要 花费 时 间 的 ,磁盘 
移 臂 调度 的 目的 是 使 平均 访问 时 间 最 小 。 例 如 某 个 磁盘 访问 序列 为 98、183、37、122、14、 
124、65、67, 开 始 时 磁头 位 于 53 柱 面 上 。 磁 盘 移 臂 调 度 有 多 种 算法 ,这 里 以 先 来 先 服务 算法 
和 最 短 寻 道 时 间 优 先 算法 为 例 来 求解 。 

先 来 先 服务 算法 是 按 1/O 请 求 的 先后 次 序 执行 ,而 不 考虑 它们 要 访问 的 物理 位 置 。 
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先 来 先 服务 算法 的 执行 过 程 是 将 磁头 从 53 移 到 98 ,接着 再 移 到 183、37、122、14、124、65, 最 
后 移 到 67 ,其 过 程 如 图 7. 1 所 示 。 总 的 磁头 移动 为 640(45 十 85 十 146 十 85 十 108 十 110 十 
59 十 2) 个 柱 面 ,平均 寻 道 长 度 王 640/8 王 80。 


0 14 37 53 65 67 98 122 124 183 199 











2 
图 7.1 先 来 先 服务 算法 的 磁盘 调度 过 程 


最 短 寻 道 时 间 优 先 算法 让 距离 当前 磁道 最 近 的 1/O 请 求 先 执行 , 即 让 移动 磁头 时 间 最 
短 的 那个 1/O 请 求 先 执行 ,而 不 考虑 请 求 1/O 请 求 的 先后 次 序 。 最 短 寻 道 时 间 优 先 算法 的 
执行 过 程 是 : 与 开始 磁头 位 置 (53) 最 近 的 请 求 位 于 柱 面 65, 先 执行 位 于 柱 面 65 的 请 求 , 将 
磁头 移动 到 该 位 置 , 当 位 于 柱 面 65 时 ,下 一 个 最 近 请 求 位 于 柱 面 67, 执 行 位 于 柱 面 67 的 请 
求 ,将 磁头 移动 到 该 位 置 ,如 图 7.2 所 示 。 总 的 磁头 移动 为 236(12 十 2 十 30 十 23 十 84 十 24 十 
2 十 59) 个 柱 面 ,平均 寻 道 长 度 ==236/8 二 29. 5。 
0 14 37 53 65 67 98 122 124 183 199 








图 7.2 最 短 寻 道 时 间 优 先 算法 的 磁盘 调度 过 程 


不 考虑 其 他 因素 ,从 中 可 以 看 到 最 短 寻 道 时 间 优 先 算法 好 于 先 来 先 服务 算法 。 实 际 上 ， 
最 短 寻 道 时 间 优先 算法 就 是 采用 贪心 法 的 思想 ,这 种 思想 在 操作 系统 算法 设计 中 多 次 体现 
出 来 。 

在 很 多 情况 下 ,所 有 局 部 最 优 解 合 起 来 不 一 定 构成 整体 最 优 解 ,所 以 贪心 法 不 能 保证 对 
所 有 问题 都 得 到 整体 最 优 解 。 因 此 在 采用 贪心 法 求解 最 优 解 问题 时 必须 证 明 该 算法 的 每 一 
步 上 做 出 的 选择 都 必然 最 终 导 臻 问题 的 一 个 整体 最 优 解 ,对 于 许多 问题 ,如 背包 问题 . 单 源 
最 短路 径 问 题 和 最 小 生成 树 问题 等 ,贪心 法 确实 能 产生 整体 最 优 解 。 

而 在 有 些 情况 下 ,即使 用 贪心 法 也 不 能 得 到 整体 最 优 解 ,其 最 终结 果 却 与 最 优 解 很 
近似 。 
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另外 ,贪心 与 递归 不 同 的 是 ,推进 的 每 一 步 不 是 依据 某 一 固定 的 递归 式 , 而 是 做 一 个 当 
时 看 似 最 佳 的 贪心 选择 ,不 断 地 将 问题 实例 归纳 为 更 小 的 相似 子 问 题 。 


7.12 用 贪心 法 求解 的 问题 应 具有 的 性 质 


由 于 贪心 法 一 般 不 会 测试 所 有 可 能 路 径 ,而 且 容易 过 早 做 决定 ,因此 有 些 问题 可 能 不 会 
找到 最 优 解 ,能 够 采用 贪心 法 求解 的 问题 一 般 具 有 两 个 性 质 一 一 贪心 选择 性 质 和 最 优 子 结 
构 性 质 , 所 以 贪心 算法 一 般 需 要 证 明 满 足 这 两 个 性 质 。 

所 谓 贪心 选择 性 质 是 指 所 求 问题 的 整体 最 优 解 可 以 通过 一 系列 局 部 最 优 的 选择 ( 即 贪 
心 选择 ) 来 达到 。 也 就 是 说 ,贪心 法 仅 在 当前 状态 下 做 出 最 好 选择 , 即 局 部 最 优选 择 ,然后 再 
去 求解 做 出 这 个 选择 后 产生 的 相应 子 问 题 的 解 。 它 是 贪心 法 可 行 的 第 一 个 基本 要 素 , 也 是 
贪心 算法 与 后 面 介 绍 的 动态 规划 算法 的 主要 区 别 。 

对 于 一 个 具体 问题 ,要 确定 它 是 否 具有 贪心 选择 性 质 ,必须 证 明 每 一 步 所 做 的 贪心 选择 
最 终 导 致 问题 的 整体 最 优 解 。 这 通常 采用 数学 归纳 法 来 证 明 , 先 考虑 问题 的 一 个 整体 最 优 
解 ,并 证 明 可 以 修改 这 个 最 优 解 ,使 其 从 贪心 选择 开始 ,在 做 出 贪心 选择 后 原 问 题 转化 为 规 
模 较 小 的 类 似 问题 ,通过 每 一 步 的 贪心 选择 ,最 后 可 得 到 问题 的 整体 最 优 解 。 


如 果 一 个 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问题 的 最 优 解 , 则 称 此 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 问 
题 的 最 优 子 结构 性 质 是 该 问题 可 用 动态 规划 算法 或 贪心 法 求解 的 关键 特征 。 

在 证 明 问 题 是 否 具有 最 优 子 结构 性 质 时 通常 采用 反 证 法 来 证 明 , 先 假设 由 问题 的 最 优 
解 导 出 的 子 问题 的 解 不 是 最 优 的 ,然后 证 明 在 这 个 假设 下 可 以 构造 出 比 原 问题 的 最 优 解 更 
好 的 解 ,从 而 导致 矛盾 。 
7.13 贪心 法 的 一 般 求解 过 程 

用 贪心 法 求解 问题 的 基本 思路 如 下 : 

(1) 建立 数学 模型 来 描述 问题 。 

(2) 把 求解 的 问题 分 成 若干 个 子 问题 。 

(3) 对 每 一 个 子 问题 求解 ,得 到 子 问题 的 局 部 最 优 解 。 

(4) 把 子 问题 的 局 部 最 优 解 合成 原来 解 问题 的 一 个 解 。 

用 贪心 法 求解 问题 的 算法 框架 如 下 : 


SolutionType Greedy(SType a[] ,int mn) 
// 假 设 解 向 量 (xs ,xi ,… ,x。-1 ) 类 型 为 SolutionType, 其 分 量 为 SType 类 型 





{ SolutionType x={}; // 初 始 时 解 向 量 不 包含 任何 分 量 ~ 
for (int i=0;i<n;it+) // 执 行 n 步 操作 
{ SType x=Select(a); // 从 输入 a 中 选择 一 个 当前 最 好 的 分 量 
if (Feasiable(x;)) // 判 断 x 是 否 包含 在 当前 解 中 
solution= Union(x, xi); // 将 分量 合 并 形成 x 


} 
return x; // 返 回 生成 的 最 优 解 
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求解 活动 安排 问题 。 光 


活动 安排 问题 描述 见 5. 8 节 , 这 里 采用 贪心 法 求解 该 问题 。 注 意 本 问题 的 最 优 解 是 选 
取 兼 容 活 动 最 多 的 个 数 。 

【问题 求解 】 假设 活动 时 间 的 参考 原点 为 0。 一 个 活动 i(1<i<n) 用 
一 个 半 闭 区 间 [6i ,ei) 表 示 , 当 活动 按 结束 时 间 ( 右 端点 ) 递 增 排序 后 ,两 个 活 
动 [6;,e;) 和 [6; ,ej) 兼 容 (满足 b; 宇 ej; 或 5; 之 e;) 实 际 上 就 是 指 它们 不 相交 。 

用 数组 A 存放 所 有 的 活动 ,A[ij.5(1 三 i 过 nn) 存放 活动 起 始 时 间 ， 
Ai.e 存放 活动 结束 时 间 。 

采用 贪心 法 的 策略 是 每 一 步 总 是 选择 这 样 一 个 活动 来 占用 资源 , 它 能 够 使 得 余下 的 未 
调度 的 时 间 最 大 化 ,使 得 兼容 的 活动 尽 可 能 多 。 为 此 先 按 活 动 结束 时 间 递 增 排序 ,再 从 头 开 
始 依 次 选择 兼容 活动 (用 BB 集 合 表示 ) ,从 而 得 到 最 大 兼容 活动 子 集 (包含 兼容 活动 个 数 最 
多 的 子 集 )。 由 于 活动 按 结束 时 间 递 增 排序 ,每 次 总 是 选择 具有 最 早 完成 的 兼容 活动 加 入 集 
合 B 中 ,所 以 选择 的 兼容 活动 为 未 安排 的 活动 留 下 尽 可 能 多 的 时 间 , 也 就 是 使 得 剩余 的 可 
安排 时 间 段 极 大 化 ,以 便 安 排 尽 可 能 多 的 兼容 活动 。 

例如 ,对 于 表 7. 1 所 示 的 x 一 11 个 活动 (已 按 结束 时 间 递 增 排序 )A,A={[1,4),[3,5)， 
[0,6),[5,7),[3,8),[5,9),[6,10),[8,11),[8,12),[2,13),[12,15)}。 设 前 一 个 兼容 活动 
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的 结束 时 间 为 preend( 初 始 时 为 参考 原点 0) , 求 最 大 兼容 活动 B 的 过 程 如 下 。 

i 二 1: preend 二 0, 活动 1[1,4) 的 开始 时 间 大 于 0, 选 择 它 ,preend 一 活动 1 的 结束 时 间 二 4， 
B={[1,4)}. 

i 二 2; 活动 2[3,5) 的 开始 时 间 小 于 preend, 不 选取 。 

i 二 3: 活动 3[0,6) 的 开始 时 间 小 于 preend, 不 选取 。 

i 二 4: 活动 4[5,7) 的 开始 时 间 大 于 preend, 选 择 它 ,preend 二 7,B 二 {[1,4),[5,7))。 


i 二 6: 活动 6[5,9) 的 开始 时 间 小 于 preend ,不 选取 。 

i 一 7: 活动 7[6,10) 的 开始 时 间 小 于 preend, 不 选取 。 

i 二 8: 活动 8[8,11) 的 开始 时 间 大 于 preend, 选 择 它 ,preend 二 11,B=={[1,4),[5,7)， 
[ss 和 

i 一 9: 活动 9L8,12) 的 开始 时 间 小 于 preend ,不 选取 。 

i 一 10: 活动 10L2,13) 的 开始 时 间 小 于 preend, 不 选取 。 


i 一 5: 活动 5[3,8) 的 开始 时 间 小 于 preend, 不 选取 。 








a i 三 11: 活动 11[12,15) 的 开始 时 间 大 于 preend, 选择 它 , preend 二 15, B= 二 {[1,4)， 


L557. L001 L115) 
表 7.1 11 个 活动 按 结束 时 间 递 增 排列 
i 1 2 3 4 和 6 7 8 9 10 i 








结束 时 间 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 
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所 以 最 后 选择 的 最 大 兼容 活动 子 集 为 B 二 {1,4,8,11}。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#include < algorithm > 
using namespace std; 


#define MAX 51 


// 间 题 表示 
struct Action // 活 动 的 类 型 声明 
{ intb; // 活 动 起 始 时 间 
int ei // 活 动 结束 时 间 
bool operator <(const Action &s) const // 重 载 < 关系 函数 
{ 
return e <=s.e; // 用 于 按 活动 结束 时 间 递 增 排序 
} 
}; 
int n=11; 
Action A[]={{0}, {1,4}, {3,5}, {0,6}, {5,7}, {3,8}, {5,9}, {6,10}, {8,11}, 
(Onl 1 // 下 标 为 0 的 元 素 不 用 
// 求 解 结 果 表 示 
bool flag[MAX] ; // 标 记 选 择 的 活动 
int Count=0; // 选 取 的 兼容 活动 个 数 
void solve() // 求 解 最 大 兼容 活动 子 集 
{ memset(flag,0, sizeof(flag)); // 初 始 化 为 false 
sort(A 十 1,A 十 n 十 1); //AD .四 按 活动 结束 时 间 递 增 排 序 
int preend 一 0; // 前 一 个 兼容 活动 的 结束 时 间 
for (int ji 一 1;i< 一 nii 十 十 ) // 扫 描 所 有 活动 
{ if (A[].b>=preend) // 找 到 一 个 兼容 活动 
{ flag[i=true; // 选 择 A 加 活动 
preend 一 A 口 .e; // 更 新 preend 值 
} 
} 
} 
void main() 
{ solve(); 


printf( "求解 结果 \n"); 
printf(" 选取 的 活动 :"); 
for (int i=1;i<=n;it+ 二 ) 
if (flag[]) 
{ printf("[%d,%d] ",A[0d.b,A[d.e); 





Count 十 十 ; aa 


} 
printf("\n 共 %d 个 活动 \n",Count); 


【算法 分 析 】 算法 的 时 间 主 要 花费 在 排序 上 ,排序 时 间 为 O(nlogzn) ,所 以 整个 算法 的 
时 间 复 杂 度 为 O(nlogzn) 。 
【算法 证 明 】 通常 ,证 明 一 个 贪心 选择 得 出 的 解 是 最 优 解 的 一 般 方法 是 构造 一 个 初始 
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最 优 解 ,然后 对 该 解 进行 修正 ,使 其 第 一 步 为 一 个 贪心 选择 ,证 明 总 是 存在 一 个 以 贪心 选择 
开始 的 求解 方案 。 

对 于 本 问题 ,所 有 活动 按 结 束 时 间 递 增 排序 ,就 是 要 证 明 : 若 X 是 活动 安排 问题 A 的 
最 优 解 ,XX 二 XU1{1), 则 X' 是 A'== {iE€ A: e; 宇 b1} 的 活动 安排 问题 的 最 优 解 。 

首先 证 明 总 存在 一 个 以 活动 1 开始 的 最 优 解 。 如 果 第 1 个 选中 的 活动 为 k(k 隆 1) ,可 
以 构造 男 一 个 最 优 解 Y,Y 中 的 活动 是 兼容 的 ,了 与 X 的 活动 数 相同 。 那 么 用 活动 1 取代 活 
动 上 得 到 六 ,因为 e1<<e,, 所 以 Y 中 的 活动 是 兼容 的 , 即 Y' 也 是 最 优 的 ,这 就 说 明 总 存在 一 
个 以 活动 1 开始 的 最 优 解 。 

当做 出 了 对 活动 1 的 贪心 选择 后 , 原 问 题 就 变 成 了 在 活动 2、……、 活 动 n 中 找 与 活动 1 
兼容 的 那些 活动 的 子 问题 。 即 如 果 X 为 原 问 题 的 一 个 最 优 解 , 则 X' 一 X 一 {1} 也 是 活动 选 
择 问题 A’ 二 {i€ A | 6b; 之 ei) 的 一 个 最 优 解 。 

采用 反 证 法 ,如 果 能 找到 一 个 A’ 的 含有 比 X' 更 多 活动 的 解 Y , 则 将 活动 1 加 入 后 就 
得 到 A 的 一 个 包含 比 X 更 多 活动 的 解 了 ,这 就 与 X 是 最 优 解 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 ,在 每 一 
次 贪心 选择 后 留 下 的 是 一 个 与 原 问题 具有 相同 形式 的 最 优化 问题 , 即 最 优 子 结构 性 质 。 

【 例 7.2】 求解 冀 栏 保留 问题 。 农 场 及 头 牛 ,每 头 牛 会 有 一 个 特定 的 时 间 区 间 [6,e] 
在 冀 栏 里 挤 牛 奶 ,并 且 一 个 冀 栏 里 在 任何 时 刻 只 能 有 一 头 牛 挤 奶 。 现 在 农场 主 希望 知道 最 少 
冀 栏 能 够 满足 上 述 要 求 , 并 给 出 每 头 牛 被 安排 的 方案 。 对 于 多 种 可 行 方案 ,输出 一 种 即 可 。 

牛 的 编号 为 1~~n, 每 头 牛 的 挤 奶 时 间 相当 于 一 个 活动 ,与 前 面 的 活动 安排 问题 不 
同 ,这 里 的 活动 时 间 是 闭 区 间 , 例 如 [2,4] 与 [4,7] 是 交叉 的 ,它们 不 是 兼容 活动 。 

采用 与 求解 活动 安排 问题 类 似 的 贪心 思路 将 所 有 活动 这 样 排序 : 结束 时 间 相同 按 开 始 
时 间 递 增 排序 ,否则 按 结束 时 间 递 增 排序 。 求 出 一 个 最 大 兼容 活动 子 集 , 将 它们 安排 在 一 个 
冀 栏 中 ( 冀 栏 编号 为 1); 如 果 没 有 安排 完 , 在 剩余 的 活动 中 求 下 一 个 最 大 兼容 活动 子 集 ,将 
它们 安排 在 男 一 个 畜 栏 中 ( 冀 栏 编号 为 2) , 依 此 类 推 。 也 就 是 说 ,最 大 兼容 活动 子 集 的 个 数 
就 是 最 少 冀 栏 个 数 。 

如 图 7. 3 所 示 ,由 一 个 活动 集合 产生 3 个 最 大 兼容 活动 子 集 , 其 过 程 是 先 将 活动 集合 在 
结束 时 间 相 同时 按 开始 时 间 递增 排序 ,否则 按 结束 时 间 递 增 排序 ,图 中 的 活动 集合 是 排序 后 
的 结果 。 




















1 3 4 56 2 7 5 
1 5 8 12 2 11 4 
4 7 9 13 5 15 10 
最 大 兼容 活动 子 集 1 最 大 兼容 活动 子 集 2 最 大 兼容 活动 子 集 3 

















7.3 由 一 个 活动 集合 产生 3 个 最 大 兼容 活动 子 集 


建立 一 个 活动 标记 数组 ans,ans[ 详 表示 编号 为 A[ 门 . no 的 牛 安排 挤 奶 的 畜 栏 编号 ， 
ans[ 门 为 0 表示 该 牛 尚未 安排 冀 栏 ,将 所 有 元 素 设 置 为 0, 置 当前 选取 的 畜 栏 编号 num 一 1; 
从 第 一 个 活动 开始 寻找 最 大 兼容 活动 子 集 1, 将 其 中 所 有 活动 编号 i 对 应 的 ans[ 庄 设置 为 
num(1); num 一 2, 在 所 有 ans[ 门 ==0 的 活动 集合 中 寻找 最 大 兼容 活动 子 集 2, 将 其 中 所 有 活 
动 编号 i 对 应 的 ans[ 门 设置 为 num(2); 依 此 类 推 ,最 后 找 出 最 大 兼容 活动 子 集 个 数 为 3。 

用 数组 A 存放 所 有 活动 ,用 ans 数组 表示 活动 对 应 的 畜 栏 编号 (从 1 开始 )。 对 应 的 完 


整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
#define MAX 51 
// 问 题 表示 
struct Cow 
{ int no; 
int b; 
int e; 
bool operator <(const Cow &s) const 
{i (mse) 
return b<=s.b; 
else 
return e <=s.e; 
} 
}; 


int n=5; 


Cow A[]={{0}, {1,1,10}), {2,2,4}, {3,3,6}, {4,5,8}, {5,4,7)}; 


// 求 解 结果 表示 

int ans[MAX]; 

void solve( ) 

{ sort(A+1,A+nt+1); 
memset(ans, 0, sizeof(ans)); 


int num=1; 
for (int i=1;i<=n;i+ 二 ) 
{ if (ans[] 0) 





{ ans[] =num; 
int preend= A[i].e; 
for (int j=i+1;j<=n;j 十 十) 


{if (A[].b> preend && ans[j]==0) 


{ ansD]=num; 
preend= AD] .e; 
} 
} 
num 十 十 ; 


} 
} 


void main( ) 
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// 奶 牛 的 类 型 声明 

// 牛 编号 

// 起 始 时 间 

// 结 束 时 间 

// 重 载 < 关系 函数 

// 结 束 时 间 相同 时 按 开 始 时 间 递 增 排序 


// 否 则 按 结束 时 间 递 增 排序 


// 下 标 为 0 的 元 素 不 用 


//ans 思 表示 第 A 品 .no 头 牛 的 畜 栏 编号 
// 求 解 最 大 兼容 活动 子 集 个 数 
//AL[Ll..nJ 按 指定 方式 排序 

// 初 始 化 为 0 

// 畜 栏 编 号 

Wij 均 为 排序 后 的 下 标 

// 第 i 头 牛 还 没有 安排 畜 栏 

// 第 i 头 牛 安排 畜 栏 num 

// 前 一 个 兼容 活动 的 结束 时 间 

// 查 找 一 个 最 大 兼容 活动 子 集 





// 将 兼容 活动 子 集中 的 活动 安排 在 num 畜 栏 中 
// 更 新 结束 时 间 


// 查 找 下 一 个 最 大 兼容 活动 子 集 ,num 增 1 
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{ solve(); 
printf(" 求 解 结果 \n"); 
for (int i 一 1;i< 一 nji 十 十 ) 
printf(" 牛 %d 安 排 的 畜 栏 : %d\n", A[i .no,ans[]); 
} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
牛 2 安排 的 畜 栏 :1 
牛 3 安排 的 畜 栏 :2 
牛 5 安排 的 畜 栏 :3 
牛 4 安排 的 畜 栏 :1 
牛 1 安排 的 畜 栏 :4 





【 例 7.3】 求解 区 间 相 交 问 题 。 给 定 zx 轴 上 的 个 闭 区 间 , 去 掉 尽 可 能 少 的 闭 区 间 , 使 
和 璋 下 的 闭 区 间 都 不 相交 。 对 于 给 定 的 个 闭 区 间 , 计 算 去 掉 的 最 少 闭 区 间 数 。 

输入 描述 : 对 于 每 组 输入 数据 ,输入 数据 的 第 1 行 是 正 整 数 n(1n 二 40 000) ,表示 闭 
区 间 数 ; 在 接 下 来 的 n 行 中 ,每 行 有 两 个 整数 ,分 别 表示 闭 区 间 的 两 个 端点 。 

输出 描述 : 输出 计算 出 的 去 掉 的 最 少 闭 区间 数 。 

输入 样 例 : 





采用 贪心 法 求 出 最 大 兼容 子 集 , 所 有 兼容 子 集中 的 闭 区 间 是 不 相交 的 。 设 其 中 的 
闭 区 间 个 数 为 ans, 则 删除 n-ans 个 闭 区 间 得 到 不 相交 闭 区 间 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
# include < algorithm > 
using namespace std; 
#define MAX 40001 





ee // 问 题 表示 
int n; 
struct NodeType 
{ intb; // 区 间 首 部 
int e; // 区 间 尾 部 


bool operator <(const NodeType ®&s) const 
{ if(e==s.e) 
return b<s.b; 
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return e<s.e; // 按 e 递 增 排序 
} 
} A[MAX]; 
// 求 解 结果 表示 
int ans; 
void solve() 
人 
for (i=0; i<n; 计 十 ) 
让 (A 回 .b>A 回 .e) // 交 换 首 、 尾 部 ,使 首部 小 于 尾部 
{ t=A[d.b; 
A[J.b= A[i].e; 
A[D.e=t; 
} 
sort(A, A+n); // 排 序 
int preend= A[0] .e; 
EU 
for(i=1; i<n; i 十 十 ) 
{ 论 (A 国 .b> preend) //A 四 与 前 一 个 求解 不 相交 
{i 
preend= A[i] .e; 


} 
} 
ans=n—ans; 
} 
int main( ) 
{ while(scanf("%d", &n)!=EOF) // 该 题目 中 只 有 一 个 测试 用 例 , 但 实际 可 以 有 多 个 
{ for(inti=0; i<n; i 十 十 ) 
scanf("%d%d",& AD 加.b,&ADD.e); 
solve() ; 
print{("% d\n", ans); 
} 


return 0; 


求解 背包 问题 米 


【问题 描述 】 设 有 编号 为 1.2、….n 的 n 个 物品 ,它们 的 重量 分 别 为 rw zz 、… 、zow， 价 





值 分 别 为 vi 、vs、…、v ,其 中 wi 、vi(1 二 i<n) 均 为 正 数 。 有 一 个 背包 可 以 携带 的 最 大 重量 不 Do 


超过 W。 求解 目标 是 在 不 超过 背包 负重 的 前 提 下 使 背包 装 入 的 总 价值 最 大 ( 即 效益 最 大 
化 )。 与 0/1 背包 问题 的 区 别 是 ,这 里 的 每 个 物品 可 以 取 一 部 分 装 人 背包 。 

【问题 求解 】 这 里 采用 贪心 法 求解 。 设 z; 表 示 物 品 i 装 入 背包 的 情 
况 ,0 和 zi 和 1。 根 据 问题 的 要 求 ,有 如 下 约束 条 件 和 目标 函数 ， 





Dwri SW 0 雪 二 入 1 (入 i 委 四 


i=1 














251 
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于 是 问题 归结 为 寻找 一 个 满足 上 述 约束 条件, 并 使 目标 函数 达到 最 大 的 解 向 量 X= 
Un sy)s 

例如 ,n= 二 3,W=20, (wi ,tw ,tws)= 二 (18,15,10), (wi ,vs v3) 二 (25,24,15), 其 中 的 4 个 
可 行 解 如 下 : 


vAx| Do 





解 编号 (zi ss 3) Dwizs > )uiri 
1 一 1 1 一 1 

O (1/2,1/3,1/4) 16.5 24. 25 

© (1,2/15,0) 20 28.2 

@ (O23 20 3 

@ [A I Pb 20 31.5 


在 这 4 个 可 行 解 中 ,第 @ 个 解 的 效益 最 大 ,可 以 求 出 它 是 这 个 背包 问题 的 最 优 解 。 

用 贪心 法 求解 的 关键 是 如 何 选 定 贪心 策略 ,使 得 按照 一 定 的 顺序 选 定 每 个 物品 ,并 尽 可 
能 装 和 背包 ,直到 背包 装 满 。 至 少 有 3 种 看 似 合理 的 贪心 策略 : 

(1) 选择 价值 最 大 的 物品 ,因为 这 可 以 尽 可 能 快 地 增加 背包 的 总 价值 。 但 是 ,虽然 每 一 
步 选择 获得 了 背包 价值 的 极 大 增长 ,但 背包 容量 却 可 能 消耗 得 太 快 ,使 得 装 入 背包 的 物品 个 
数 减 少 ,从 而 不 能 保证 目标 函数 达到 最 大 。 

(2) 选择 重量 最 轻 的 物品 ,因为 这 可 以 装 入 尽 可 能 多 的 物品 ,从 而 增加 背包 的 总 价值 。 
但 是 ,虽然 每 一 步 选择 使 背包 的 容量 消耗 得 慢 了 ,但 背包 的 价值 却 没 能 保证 迅速 增长 ,从 而 
不 能 保证 目标 函数 达到 最 大 。 

(3) 选择 单位 重量 下 价值 最 大 的 物品 ,在 背包 价值 增长 和 背包 容量 消耗 之 间 寻 找平 衡 。 

应 用 第 (3) 种 贪心 策略 ,每 次 从 物品 集合 中 选择 单位 重量 下 价值 最 大 的 物品 ,如 果 其 重 
量 小 于 背包 容量 ,就 可 以 把 它 装 入 ,并 将 背包 容量 减 去 该 物品 的 重量 ,然后 会 面临 一 个 最 优 
子 问题 一 一 它 同样 是 背包 问题 ,只 不 过 背包 容量 减少 了 ,物品 集合 减少 了 。 因 此 背包 问题 具 
有 最 优 子 结构 性 质 。 

对 于 表 7. 2 所 示 的 一 个 背包 问题 ,n= 二 5, 设 背包 容量 W 二 100, 其 求解 过 程 如 下 : 

(1) 将 价值 ( 即 v/w) 弟 减 排序 ,其 结果 为 (66/30,20/10,30/20,60/50,40/40) ,物品 重 
新 按 1 一 5 编号 。 

(2) 设 背 包 余 下 装 入 的 重量 为 weight, 其 初 值 为 W。 

(3) 从 i 二 1 开始 ,ww[1] 二 weight 成 立 , 表 明 物 品 1 能 够 装 入 ,将 其 装 人 到 背包 中 , 置 
zx[1]=1,weight=weight—w[1]==70,i 增 1, 即 i=2。 

w[2] 二 weight 成 立 ,表明 物品 2 能 够 装 入 ,将 其 装 入 到 背包 中 ,和 置 xz[2]==1,weight 一 
weight 一 wL2j 二 60,i 增 1, 即 i=3。 

w[3] 二 weight 成 立 ,表明 物品 3 能 够 装 入 ,将 其 装 和 人 到 背包 中 , 置 zx[3] 二 1,weight 二 
weight 一 w[3] 二 50,i 增 1, 即 i==4。 

w[4] 二 weight 不 成 立 , 且 weight0, 表 明 只 能 将 物品 4 部 分 装 入 , 装 入 比例 二 weight/ 
[4] 王 50/60 一 80% , 置 z[4] 二 0. 8, 算 法 结束 ,得 到 X==(1,1,1,0. 8,0)。 




















@00 ,AE 





一 个 背包 问题 的 示例 
i 1 3 4 5 
wi 10 30 40 50 
vi 20 66 40 60 
Vi /wi 2.0 2.2 1.0 Ls 





说 明 : 由 于 每 个 物品 可 以 只 取 一 部 分 ,因此 一 定 可 以 让 总 重量 恰好 为 WW。 当 物品 按 价 
值 递减 排序 后 , 除 最 后 一 个 所 取 的 物品 可 能 只 取 其 一 部 分 外 ,其 他 物品 要 么 不 拿 , 要 么 全 部 


拿 走 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
# include < algorithm > 
using namespace std; 
#define MAXN 51 
// 问 题 表示 
int n=5; 
double W=100; 
struct NodeType 
{ doublew; 
double v; 
double p; 


bool operator <(const NodeType &s) const 


return p> s.p; 
} 
}; 


NodeType A[]={{0}, {10,20}, {20,30}, {30,66}, 


// 求 解 结果 表示 

double V; 

double xLMAXN] ; 

void Knap() 

i 
double weight=W:; 
memset(x, 0, sizeof(x)); 


int i== ls 

while (A[i .w< weight) 

x 
weight—= A[D.w; 
V+=A[].v; 
| 和 


| 

if (weight> 0) 

{ x[]=weight/A[].w; 
V+=x[] * A .v; 

} 


// 限 重 


//p=v/w 


// 按 Pp 递减 排序 


{40, 40}, {50,60})}; 
// 最 大 价值 


// 求 解 背包 问题 并 返回 总 价值 
//V 初始 化 为 0 

// 背 包 中 能 装 入 的 余下 重量 
// 初 始 化 x 向 量 


// 物 品 i 能 够 全 部 装 入 时 循环 
// 装 入 物品 i 

// 减 少 背包 中 能 装 入 的 余下 重量 
// 累 计 总 价值 

// 继 续 循环 


// 余 下 重量 大 于 0 
// 将 物品 i 的 一 部 分 装 人 
// 累 计 总 价值 


// 下 标 为 0 的 元 素 不 用 





} 
void dispA() 
{ inti; 


} 
void main() 





求解 过 程 
(1) 排序 前 
Ww V 
10 20 
20 30 
30 66 
40 40 
50 60 
(2) 排序 后 
Ww 了 
30 66 
10 20 
20 30 
50 60 
40 40 
(3) 求解 结果 
x bl ls I O80] 
总 价值 一 164 
【算法 证 明 】 


printf(" x: ["); 

for (int j 王 1;j < 一 nj;j 十 十 ) 
printf("%g, ", x0]); 

printf("%g]\n", x[n]); 

printf(" 总 价值 =%g\n",V); 
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// 输 出 A 


printf("\tW\tV\tV/W\n"); 
for (i=1;i<=n;it 二 ) 
printf("\t%g\t%g\t%3.1f\n", ADD.w, ADD.v, ADD.p); 


{ printf(" 求 解 过 程 \n"); 
for (int i=1;i<=n;it+) // 求 Ww 
A[].p=A[D.v/ALDD.w:; 
printf("(1) 排 序 前 \n") ;dispA(); 


sort(A 十 1,A 十 n 十 1); // 排 序 
printf("(2) 排 序 后 \n"); dispA(O); 

Knap(); 

printf("(3) 求 解 结果 \n"); // 输 出 结果 


上 述 程序 的 输出 结果 如 下 : 


假设 对 于 个 物品 , 按 vi/wi(1 达 in) 值 递 减 排 序 得 到 1、2、…、n 的 序 
列 , 即 mw yo 三 /ro 三 … 二 /ro 。 设 X=(Czz ,zz) 时 本 算法 找到 解 。 如 果 所 有 的 十 
都 等 于 1, 这 个 解 明 显 是 最 优 解 。 否则 , 设 minj 是 满足 xminj<1 的 最 小 下 标 。 考 虑 算法 的 


工作 方式 ,很 明显 , 当 i 二 minj 时 zx; 二 1, 当 i 六 minj 时 zx; 一 0, 并 且 Ss 三 W,. 设 X 的 价 


i=l 
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值 为 V(X) = Sg,. 
设 Y= (ou sy ，…sw) 是 该 青 包 问题 的 一 个 最 优 可 行 解 ,因此 有 wowy, 过 W, 从 而 有 


wd 一 多) 一 i = Sy 三 0, 这 个 解 的 价值 为 V(Y) = Day. 











则 V(X) 一 VCY) = Dvilzi—y) = Dw 元 (zi— yi) 

i=1 i=1 ‘i 
当 i 过 minj 时 zi 三 1, 所 以 zx; 一 y; 宇 0, 自 vi/wi 宇 vminj/wminj。 
当 i>minj 时 z==0, 所 以 xz; 一 y; 志 0, 且 vi/wi 寺 vminj/wminj。 


当 i=minj 时 v/vwi;= vminj/wminj。 





minj—1 minj 


则 VO 一 VC = Dw) = Dw vy) + Dw Ei — Yi) + 
i=1 i i=1 i J 








n Be 
cn 
> 3 vw D(z 一 yi) 十 Si D(z 一 yw) 十 bp ww; (x; — yi) 
i=1 min i minj Jminj i=minjtl minj 
= 2 Dw 一 %) 之 0 
这 样 与 了 是 最 优 解 的 假设 矛盾 ,也 就 是 说 没有 哪个 可 行 解 的 价值 会 大 于 V(CX) ,因此 解 
X 是 最 优 解 。 


【算法 分 析 】 排序 算法 sort() 的 时 间 复 杂 性 为 O(nlogzn) ,while 循环 的 时 间 为 O(n)， 
所 以 本 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogsn) 。 

说 明 : 背包 问题 和 0/1 背包 问题 类 似 ,所 不 同 的 是 在 选择 物品 装 入 背包 时 可 以 选择 一 
部 分 ,而 不 一 定 全 部 装 入 背包 。 这 两 类 问题 都 具有 最 优 子 结构 性 质 ,但 背包 问题 可 以 用 贪心 
法 求解 ,而 0/1 背包 问题 却 不 能 用 贪心 法 求解 ,因为 用 贪心 法 求解 0/1 背包 问题 可 能 得 不 到 
最 优 解 。 以 表 7.2 所 示 的 背包 问题 为 例 , 如 果 作为 0/1 背包 问题 ,因为 重量 为 60 的 物品 放 
不 下 (此 时 背包 中 只 余下 50 重量 的 物品 可 放 ), 所 以 只 能 舍弃 它 ,选择 重量 为 40 的 物品 ,这 
是 一 个 可 行 解 ,但 显然 不 是 最 优 解 。 

【 例 7.4】 求 给 定 非 负 整数 序列 中 的 数字 排列 成 的 最 大 数字 。 例 如 ,给 定 {50,2,1,9}， 
最 大 数字 为 95021。 说 明 该 算法 的 思路 。 

采用 贪心 思路 ,将 数字 位 大 的 数字 排 在 前 





面 ,那么 是 不 是 将 整数 序列 递减 排序 后 从 前 向 后 合 ” “ i 

并 就 可 以 了 呢 ? 答案 是 错误 的 ,如 果 这 样 做 ,(50.2， 册 用 0 补 齐 为 两 位 en 
1,9) 递减 排序 后 为 (50,9,2,1), 合 并 后 的 结果 ” 0 2 基数 排序 

是 50921。 ! 持 床 


10 20 50 90 
册 。 逆序 合并 原来 的 数 
95021 


应 该 采用 递增 的 基数 排序 ,再 逆序 合并 原来 的 
数 ,如 图 7.4 所 示 ; 或 者 将 各 个 整数 转换 为 字符 串 ， 
按 字典 顺序 排序 ,再 逆序 合并 原来 的 数 。 

这 里 还 需要 考虑 一 个 整数 是 另外 一 个 整数 的 。 。 图 7.4 {50,2,1,9} 的 求解 过 程 
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前 缀 的 特殊 情况 ,如 (1,10) ,递增 排序 后 为 (1,10}( 由 于 基数 排序 是 稳定 的 ,1 排 在 前 面 ) , 逆 
序 合并 结果 是 101 ,显然 是 错误 的 。 所 以 修改 基数 排序 , 当 补 齐 的 两 个 数 相 同时 让 原来 位 数 
短 的 排 在 后 面 ,以 便 优先 合并 ,这 样 (1 ,10) 递 增 排 序 后 为 (10,1) ,逆序 合并 结果 是 110。 


求解 最 优 装 载 问题 


【问题 描述 】 有 ”个 集装箱 要 装 上 一 条 载重 量 为 叉 的 轮船 ,其 中 集 装 要- 要 
箱 i(1 私 i 运 7 的 重量 为 rw 。 不 考虑 集装箱 的 体积 限制 , 现 要 选 出 尽 可 能 多 
的 集装箱 装 上 轮船 ,使 它们 的 重量 之 和 不 超过 W。 

【问题 求解 】 5. 3. 1 小 节 讨论 了 简单 装载 问题 ,采用 回溯 法 选 出 尽 可 Ts 
能 少 的 集装箱 个 数 。 这 里 的 最 优 解 是 选 出 尽 可 能 多 的 集装箱 个 数 ,并 采用 视频 讲解 
贪心 法 求解 。 

当 重 量 限 制 为 W 时 ,w; 越 小 可 装载 的 集装箱 个 数 越 多 ,所 以 采用 优先 选取 重量 轻 的 集 
装 箱 装 船 的 贪心 思路 ,如 图 7.5 所 示 。 


UL 优先 选取 重量 轻 的 集装箱 装 朋 





























图 7.5 最 优 装载 问题 的 贪心 思路 
对 ww 从 小 到 大 排序 得 到 (ze ,rus,…,zo), 设 最 优 解 向 量 为 zx 一 (zz wz) ,显然 ， 
二 1;, 则 z= 二 (zs,…,z,) 是 装载 问题 Ww 二 (tws,… ,tw,),W = 二 W 一 wi 的 最 优 解 ,满足 贪心 
最 优 子 结构 性 质 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 





es #include < string.h> 


#include < algorithm > 
using namespace std; 


#define MAXN 20 // 最 多 集装箱 个 数 

// 问 题 表示 

int w 口 一 {0,5,2,6,4,3)} ; // 各 集装箱 重量 ,不 用 下 标 为 0 的 元 素 
int n=5, W=10; 

// 求 解 结果 表示 
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int maxw; // 存 放 最 优 解 的 总 重量 

int xLMAXN] ; // 存 放 最 优 解 向 量 

void solve() // 求 解 最 优 装载 问题 

{ memset(x,0, sizeof(x)); // 初 始 化 解 向 量 
sort(w 十 1, w 十 n 十 1); //w[1.. 四 递增 排序 
maxw=0; 

int restw= W; // 剩 余 重量 

for (int i=1;i<=n && w 口 <=restwii 十 十 ) 

{ x0]=1; // 选 择 集装箱 i 
restw 一 一 w 口 ; // 减 少 剩余 重量 
maxw 十 一 w 口 ; // 累 计 装 载 总 重量 

} 

} 
void main( ) 
{ solve(); 


printf(" 最 优 方案 \n"); 
for (int i 王 1;i< 王 nii 十 十 ) 
if (x[] ==1) 
printf(" 选取 重量 为 %d 的 集装箱 \n", w[); 
printf(" 总 重量 = %d\n", maxw); 
} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 方案 
选取 重量 为 2 的 集装箱 
选取 重量 为 3 的 集装箱 
选取 重量 为 4 的 集装箱 
总 重量 一 9 


【算法 分 析 】 算法 的 时 间 主 要 花费 在 排序 上 ,时 间 复 杂 度 为 O(nlogsn)。 


求解 田鼠 赛马 问题 一 一 


【问题 描述 】 两 千 多 年 前 的 战国 时 期 , 齐 威 王 与 大 将 田鼠 赛马 。 双 方 约定 每 人 各 出 





300 匹 马 ,并 且 在 上 、 中 、 下 3 个 等 级 中 各 选 一 匹 进行 比赛 .由 于 齐 威 王 每 个 等 级 的 马 都 比 田 | 


尽 的 马 略 强 , 比 赛 的 结果 可 想 而 知 。 现 在 双方 各 nn 匹 马 ,依次 派出 一 匹 马 进行 比赛 ,每 一 轮 
获胜 的 一 方 将 从 输 的 一 方 得 到 200 银币 ,平局 则 不 用 出 钱 , 田 鼠 已 知 所 有 马 的 速度 值 并 可 以 
安排 出 场 顺 序 , 问 他 如 何 安排 比赛 获得 的 银币 最 多 ? 
输入 描述 : 输入 包含 多 个 测试 用 例 ,每 个 测试 用 例 的 第 1 行 是 正 整 数 *(z 委 1000) ,表示 
马 的 数量 ; 后 两 行 分 别 是 个 整数 ,表示 田鼠 和 齐 威 王 的 马 的 速度 值 ; 输入 "一 0 结束 。 
输出 描述 : 每 个 测试 用 例 输 出 一 行 ,表示 田 忌 获得 的 最 多 银币 数 。 
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输入 样 例 : 


3 

92 83 71 
95 87 74 
2 

20 20 
20 20 

2 

20 19 
22 18 

0 





样 例 输出 : 
200 


0 


【问题 求解 】 田鼠 的 马 的 速度 用 数组 a 表示 , 齐 威 王 的 马 的 速度 用 数组 5 表示 ,将 a、b 
数组 递增 排序 。 采 用 常识 性 的 贪心 思路 ,分 以 下 几 种 情况 : 

(1) 田鼠 最 快 的 马 比 齐 威 王 最 快 的 马 快 , 即 e[Lrighta] 之 5[rightb], 则 两 者 比赛 (两 个 最 
快 的 马 比赛 ), 田 忌 启 。 因 为 此 时 田 忌 最 快 的 马 一 定 赢 ,而 选择 与 齐 威 王 最 快 的 马 比赛 对 于 
田 忌 来 说 是 最 优 的 ,如 图 7. 6(a) 所 示 , 图 中 “图 ”代表 已 经 比赛 的 马 ,“ 口 ”代表 尚未 比赛 的 





























马 , 箭 头 指 向 的 马 速度 更 快 。 

馒 快 慢 快 
a | DOO- a | 国 … mm | 
b 图.… … 国 b 国 … 图.… 图 

(a) alrighta]>b[rightb] : ans+=200 

慢 快 慢 快 
4 | 国 … 国 a | 站 
bp | 硬 … 口 口 口 口 口 | b | 国 … 口 口 口 口 王 … 国 

















(b) alrighta]<b[rightb] : ans-=200 


图 7.6 两 者 最 快 的 马 的 速度 不 相同 




















(2) 田鼠 最 快 的 马 比 齐 威 王 最 快 的 马 慢 , 即 [righta]<p[Lrightb], 则 选择 田鼠 最 慢 的 
马 与 齐 威 王 最 快 的 马 比赛 ,田鼠 输 。 因 为 齐 威 王 最 快 的 马 一 定 赢 ,而 选择 与 田鼠 最 慢 的 马 比 
赛 对 于 田鼠 来 说 是 最 优 的 ,如 图 7.6(b) 所 示 。 

(3) 若 田鼠 最 快 的 马 与 齐 威 王 最 快 的 马 的 速度 相同 , 即 [righta] 一 5Lrightb], 又 分 为 
以 下 3 种 情况 。 
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J@ 田鼠 最 慢 的 马 比 齐 威 王 最 慢 的 马 快 , 即 aLlefta]>p[Lleftb], 则 两 者 比赛 (两 个 最 慢 的 
马 比赛 ) ,田鼠 赢 。 因 为 此 时 齐 威 王 最 慢 的 马 一 定 输 ,而 选择 与 田鼠 最 慢 的 马 比 赛 对 于 田鼠 
来 说 是 最 优 的 ,如 图 7.7(a) 所 示 。 














慢 快 慢 快 
a | 量 … 口 口 口 口 口 … 国 a | 国 … 国 口 口 口 口 … 国 
b | 国 … 口 口 口 口 口 … 国 bp | 硬 … 硬 口 口 口 口 … 国 








(a) allefta]>b[leftb] : ans+=200 














慢 快 慢 快 
a | 国 … 口 口 口 口 口 … 国 a | ODO 
bp | OOOO. bp | 量 … 口 口 口 口罩 … 国 














(b) aflleftal] 二 5[leftb] 电 afleftaj<b[rightb] : ans—=200 
图 7.7 两 者 最 快 的 马 的 速度 相同 


@ 田鼠 最 慢 的 马 比 齐 威 王 最 慢 的 马 慢 ,并 且 田 忌 最 慢 的 马 比 齐 威 王 最 快 的 马 慢 , 即 
a[Llefta] 志 b[leftb] 且 a[Llefta] 一 ALrightb], 则 选择 田鼠 最 慢 的 马 与 齐 威 王 最 快 的 马 比 赛 , 田 
忌 输 。 因 为 此 时 田 甩 最 慢 的 马 一 定 输 , 而 选择 与 齐 威 王 最 快 的 马 比赛 对 于 田 忌 来 说 是 最 优 
的 ,如 图 7.7(b) 所 示 。 

@ 其 他 情况 , 即 aLrighta]==b[rightb] 且 a[lefta]<<b[leftb] 且 a[lefta] 之 2[Crightb] , 则 
a[lefta]>b[rightb]=a[righta] ,BW a[lefta]l=a[righta],b[Lleftb]>a[lefta]=6[Lrightbj], 即 
b[leftbj 二 bLrightbj, 说 明 比 赛区 间 的 所 有 马 的 速度 全 部 相同 ,任何 两 匹 马 比 赛 都 没有 输赢 。 

从 上 述 过 程 看 出 每 种 情况 对 于 田鼠 来 说 都 是 最 优 的 ,因此 最 终 获得 的 比赛 方案 也 一 定 
是 最 优 的 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < algorithm > 
using namespace std; 
#define MAX 1001 
// 问 题 表示 
int n; 
int a[MAX]; 
int b[MAX]; 
// 求 解 结果 表示 
int ans; // 田 鼠 获 得 的 最 多 银币 数 
void solve() // 求 解 算法 
{ sort(a,atn); // 对 a 递增 排序 
sort(b,b 十 n); // 对 b 递增 排序 
ans=0; 
int lefta=0, leftb=0; 
int righta=n—1, rightb=n—1; 
while (lefta <=righta) // 比 赛 直 到 结束 
{ if (alrighta]>bLrightb]) // 田 鼠 最 快 的 马 比 齐 威 王 最 快 的 马 快 ,两 者 比赛 





ET O60 


{ ans 十 一 200; 
righta 一 一 ; 
Tightb 一 一 ; 
} 
else if (a[rightal< b[rightb]) 


{ ans—=200; 
lefta 十 十 ; 
rightb 一 一 ; 

else 


{ if (a[lefta]>b[leftb]) 
{ ans 二 ==200; 
lefta 十 十 ; 
leftb 十 十 ; 
} 
else 
{ if (alleftal<b[rightb]) 
ans 一 一 200; 
lefta 十 十 ; 
rightb 一 一 ; 


} 
} 
int main( ) 
{ while (true) 
{scanf("%d", &n); 
if (n==0) break; 
for (int i=0;i<n;it 十 ) 
scanf("%d", &a[i]); 
for (int j=0;j<n;j 二 十 ) 
scanf(" %d", &b0]); 
solve(); 
printf(" % d\n", ans); 
} 
return 0; 


} 


【算法 分 析 】 





【问题 描述 】 


算法 的 时 间 主 要 花费 在 排序 上 ,时 间 


求解 多 机 调度 问题 


设 有 nn 个 独立 的 作业 {1,2,…,n), 由 m 台 相 同 的 机 器 
全 ,2,…,m} 进 行 加 工 处 理 ,作业 i 所 需 的 处 理 时 间 为 1; (1 三 i 过 nn) ,每 个 作 
业 均 可 在 任何 一 台 机 器 上 加 工 处 理 , 但 未 完工 前 不 允许 中 断 , 任 何 作业 也 不 
能 拆 分 成 更 小 的 子 作 业 。 多 机 调度 问题 要 求 给 出 一 种 作业 调度 方案 ,使 所 
给 的 nn 个 作业 在 尽 可 能 短 的 时 间 内 由 台 机 器 加 工 处理 完 成 。 


// 田 忌 最 快 的 马 比 齐 威 王 最 快 的 马 慢 
// 选 择 田鼠 最 慢 的 马 与 齐 威 王 最 快 的 马 比 赛 


// 田 忌 最 快 的 马 与 齐 威 王 最 快 的 马 的 速度 相同 
// 田 鼠 最 慢 的 马 比 齐 威 王 最 慢 的 马 快 ,两 者 比赛 


// 香 则 用 田鼠 最 慢 的 马 与 齐 威 王 最 快 的 马 比 赛 


杂 度 为 O(nlog,n)。 

















视频 讲解 
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【问题 求解 】 采用 贪心 思路 ,让 最 长 处 理 时 间 的 作业 优先 , 即 把 处 理 时 间 最 长 的 作业 分 
配给 最 先 空闲 的 机 器 ,这 样 可 以 保证 处 理 时 间 长 的 作业 优先 处 理 ,从 而 在 整体 上 获得 尽 可 能 
短 的 处 理 时 间 。 

按照 最 长 处 理 时 间 的 作业 优先 的 贪心 策略 , 当 mm 三 n 时 ,只 要 将 机 器 i 的 [0,1;) 时 间 
间 分 配给 作业 i 即 可 ; 当 mm 二 n 时 ,首先 将 nn 个 作业 依 其 所 需 的 处 理 时 间 从 大 到 小 排序 , 然 
后 依 此 顺序 将 作业 分 配给 空闲 的 处 理 机 。 

例如 ,有 7 个 独立 的 作业 (1,2,3,4,5,6,7) ,由 3 台 机 器 (1,2,3) 加 工 处 理 , 各 作业 所 需 
的 处 理 时 间 如 表 7. 3 所 示 。 

这 里 n= 二 7,m 王 3, 采用 贪心 法 求解 的 过 程 如 下 : 

(1) 7 个 作业 按 处 理 时 间 递 减 排序 ,其 结果 如 表 7.4 所 示 。 

(2) 先 将 排序 后 的 前 3 个 作业 分 配给 3 台 机 器 ,此 时 机 器 的 分 配 情况 为 ({4),{2)， 
{5)) ,对 应 的 总 处 理 时 间 为 (16,14,6)。 

(3) 分 配 余 下 的 作业 。 

分 配 作业 6: 3 台 机 器 中 机 器 3 在 时 间 6 后 最 先 空闲 ,将 作业 6 分 配给 它 , 此 时 机 器 的 
分 配 情况 为 ({4),{2),{5,6)), 对 应 的 总 处 理 时 间 为 (16,14,6 十 5 二 11)。 

分 配 作 业 3: 3 台 机 器 中 机 器 3 在 时 间 11 后 最 先 空闲 ,将 作业 3 分 配给 它 , 此 时 机 器 的 
分 配 情况 为 ({4},{2),{5,6,3)), 对 应 的 总 处 理 时 间 为 (16,14,11 十 4 二 15)。 

分 配 作 业 7: 3 台 机 器 中 机 器 2 在 时 间 14 后 最 先 空闲 ,将 作业 7 分 配给 它 , 此 时 机 器 的 
分 配 情况 为 ({4},{2,7),{5,6,3)) ,对 应 的 总 处 理 时 间 为 (16.14 十 3 二 17,15)。 

分 配 作业 1: 3 台 机 器 中 机 器 3 在 时 间 15 后 最 先 空闲 ,将 作业 1 分 配给 它 , 此 时 机 器 的 
分 配 情况 为 ({4},{2,7},{5,6,3,1}), 对 应 的 总 处 理 时 间 为 (16,17,15 十 2 一 17) 。 

由 于 每 次 需要 求 出 最 先 空闲 的 机 器 , 即 求 正 在 执行 作业 的 上 最 小 的 机 器 ,为 此 采用 一 个 
小 根 堆 , 堆 中 的 作业 是 正在 执行 的 作业 ,最 多 m 个 作业 。 当 某 个 机 器 执行 的 作业 的 1 最 小 
时 , 它 最 先 出 队 , 加 上 当前 安排 的 作业 j 的 执行 时 间 , 然 后 继续 进 队 执行 。 

表 7.3 7 个 作业 的 处 理 时 间 
作业 编号 1 2 3 4 5 6 7 


作业 的 处 理 时 间 2 14 4 16 6 5 3 


El 








表 7.4 7 个 作业 按 处 理 时 间 递减 排序 后 的 结果 














作业 编号 4 2 5 6 3 ‘ 1 
作业 的 处 理 时间 16 14 6 5 4 3 
对 应 的 完整 求解 程序 如 下 ~ 


#include < stdio.h> 
#include < queue> 
#include < vector> 
#include < algorithm > 
using namespace std; 
#define N 100 
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// 问 题 表示 
int n=7; 
int m= 3; 
struct NodeType // 优 先 队列 结 点 类 型 
{ int no; // 作 业 序 号 
int t; // 执 行 时 间 
int mno; // 机 器 序号 
bool operator <(const NodeType &s) const 
{ returnt>s.t;} // 按 t 越 小 越 优先 出 队 
}; 
struct NodeType A[]={{1,2}, {2,14}, {3,4}, {4,16}, {5,6}, {6,5}, {7,3)}; 
void solve() // 求 解 多 机 调度 问题 
{ NodeType e; 
if (n<=m) 


{ printf(" 为 每 一 个 作业 分 配 一 台 机 器 \n"); 
return; 


} 


sort(A, A+n); // 按 + 递减 排序 

priority_queue < NodeType> qu; // 小 根 堆 

for (int i=0;i<m;it+) // 首 先 分 配 m 个 作业 ,每 台 机 器 一 个 作业 
{ A[].mno=itl1; // 作 业 对 应 的 机 器 编号 


printf(” 给 机 器 %d 分 配 作 业 %d, 执 行 时 间 为 %2d, 占用 时 间 段 :[%d, %dj\n"， 
A[YD .mno, A[D .no, A[D.t,0, A[D .0); 
qu.push( A[D); 
} 
for (int j=m;j<n;j 二 十) // 分 配 余下 的 作业 
{  e=qu.top(O); qu.pop(); // 出 队 e 
printf(" 给 机 器 %d 分 配 作 业 %d, 执 行 时 间 为 %2d, 占用 时 间 段 :[%d, %dj\n"， 
e.mno, AD] .no, AD].t,e.t,e.t+AD].t); 
e.t+=AD].t; 
qu. push(e); //e 进 队 
} 
} 
void main( ) 
{ printf(" 多 机 调度 方案 :\n"); 
solve(); 


} 


程序 的 执行 结果 如 下 : 





多 机 调度 方案 : 


BEE 给 机 器 1 分配 作业 4, 执 行 时 间 为 16, 占 用 时 间 段 :[0,16] 


给 机 器 2 分 配 作 业 2, 执 行 时 间 为 14, 占 用 时 间 段 :[0,14 
给 机 器 3 分 配 作 业 5, 执 行 时 间 为 6, 占用 时 间 段 :[0,6] 
给 机 器 3 分 配 作业 6, 执 行 时间 为 5, 占 用 时 间 段 :[6,1]] 
给 机 器 3 分 配 作 业 3, 执 行 时 间 为 4, 占 用 时 间 段 :D1,15 
给 机 器 2 分 配 作 业 7, 执 行 时 间 为 3, 占用 时 间 段 :[14,17] 
给 机 器 3 分 配 作 业 1 ,执行 时 间 为 2, 占用 时 间 有 段 :[15,17] 
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多 机 调度 问题 是 NP 难 问题 ,到 目前 为 止 还 没有 有 效 的 解法 ,上 述 算法 是 采用 贪心 法 求 
得 的 一 个 较 好 的 近似 解 。 

可 以 通过 一 个 反例 说 明 上 述 算法 得 到 的 不 一 定 是 最 优 解 。 例 如 ”一 7, 交 一 3, 作 业 的 执 
行 时 间 二 {16,14,12,11,10,9,8)}。 按 照 该 算法 得 到 的 结果 是 31, 对 应 的 方案 是 机 器 1 执行 
时 间 长 度 为 16 和 9 的 作业 (总 时 间 为 25) ,机 器 2 执行 时 间 长 度 为 14 和 10 的 作业 (总 时 间 
为 24) ,机 器 3 执行 时 间 长 度 为 12、11 和 8 的 作业 (总 时 间 为 31) 。 而 一 个 最 优 解 是 27, 对 应 
的 方案 是 :机 器 1 执行 时 间 长 度 为 16 和 11 的 作业 (总 时 间 为 27) ,机 器 2 执行 时 间 长 度 为 
14 和 12 的 作业 (总 时 间 为 26) ,机 器 3 执行 时 间 长 度 为 10.9 和 8 的 作业 (总 时 间 为 27) 。 

【算法 分 析 】 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogzn) ,两 次 for 循环 的 时 间 合 起 来 为 O(n) ,所 
以 本 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogzn) 。 


哈 夫 曼 编码 米 


【问题 描述 】 设 需 要 编码 的 字符 集 为 {di ,ds ,…,d,) ,它们 出 现 的 频率 为 
{vosv ,sto ) ,应 用 喻 夫 曼 树 构造 最 优 的 不 等 长 的 由 0、1 构成 的 编码 方案 。 

【问题 求解 】 先 构 建 以 nn 个 结 点 为 叶子 结 点 的 喻 夫 曼 树 , 然 后 由 哈 夫 
曼 树 产 生 各 叶子 结 点 对 应 字符 的 哈 夫 曼 编码 。 

哈 夫 曼 树 (Huffman Tree) 的 定义 : 设 二 叉 树 具有 个 带 权 值 的 叶子 结 
点 ,从 根 结 点 到 每 个 叶子 结 点 都 有 一 个 路 径 长 度 。 从 根 结 点 到 各 个 叶子 结 点 的 路 径 长 度 与 
相应 结 点 权 值 的 乘积 的 和 称 为 该 二 又 树 的 带 权 路 径 长 度 , 记 作 : 


Whl = 3 iw XL 


i=1 

其 中 ,tw 为 第 i 个 叶子 结 点 的 权 值 ,4; 为 第 i 个 叶子 结 点 的 路 径 长 度 。 

由 个 叶子 结 点 可 以 构造 出 多 种 二 又 树 , 其 中 具有 最 小 带 权 路 径 长 度 的 二 叉 树 称 为 
哈 夫 曼 树 ( 也 称 最 优 树 ) 。 

根据 哈 夫 曼 树 的 定义 ,一 棵 二 又 树 要 使 其 WPL 值 最 小 ,必须 使 权 值 越 大 的 叶子 结 点 越 
靠近 根 结 点 ,而 使 权 值 越 小 的 叶子 结 点 越 远离 根 结 点 。 那 么 如 何 构造 一 棵 哈 夫 曼 树 呢 ? 其 
方法 如 下 : 

(1) 由 给 定 的 个 权 值 {tw ,rws，… ,rw,) 构 造 n 棵 只 有 一 个 叶子 结 点 的 二 叉 树 ,从 而 得 
到 一 个 二 叉 树 的 集合 F={Ti,T;,…,T,}。 

(2) 在 F 中 选取 根 结 点 的 权 值 最 小 和 次 小 的 两 棵 二 叉 树 作为 左 、 右 子 树 构造 一 棵 新 的 
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- 叉 树 ,这 棵 新 的 二 叉 树 的 根 结 点 的 权 值 为 其 左 、 右 子 树 根 结 点 的 权 值 之 和 , 即 合并 两 棵 二 mm 


又 树 为 一 棵 二 又 树 。 
(3) 重复 步骤 (2) ,当下 中 只 剩 下 一 棵 二 又 树 时 ,这 棵 二 叉 树 便 是 所 要 建立 的 哈 夫 曼 树 。 
例如 ,给 定 a~e 5 个 字符 ,它们 的 权 值 集合 为 W 二 {4,2,1,7,3}) ,构造 哈 夫 曼 树 的 过 程 
如 图 7. 8 所 示 ( 图 中 带 阴影 的 结 点 表示 所 属 二 又 树 的 根 结 点 )。 利 用 哈 夫 曼 树 构造 的 用 于 通 
信 的 二 进 制 编码 称 为 哈 夫 曼 编码 。 在 哈 夫 曼 树 中 从 根 到 每 个 叶子 都 有 一 条 路 径 ,对 路 径 上 
的 各 分 支 约定 指向 左 子 树 根 的 分 支 表 示 “0” 码 ,指向 右 子 树 的 分 支 表 示 “1” 码 , 取 每 条 路 径 上 
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的 “0? 或 “1? 的 序列 作为 和 各 个 叶子 对 应 的 字符 的 编码 ,这 就 是 哈 夫 曼 编码 。 前 面 的 示例 产 
生 的 喻 夫 曼 编码 如 图 7.9 所 示 。 

每 个 字符 编码 由 0、1 构成 ,并 且 没 有 一 个 字符 编码 是 男 一 个 字符 编码 的 前 级 ,这 种 编码 
称 为 前 缀 码 , 哈 夫 曼 编码 是 一 种 最 优 前 级 码 。 前 缀 码 可 以 使 译 码 过 程 变 得 十 分 简单 ,由 于 任 
一 字符 的 编码 都 不 是 其 他 字符 的 前 缀 ,从 编码 文件 中 不 断 取出 代表 某 一 字符 的 前 级 码 ,转换 
为 原 字符 , 即 可 逐个 译 出 文件 中 的 所 有 字符 。 


Ts» 





7 人 全 T Ts Tl T, Ts 
a b c d e a b ce d e 


(a) (b) 


Tiss 





: 00 WPL=4X2 
: 0100 +(2+1)X4 


a 
b 
c: 0101 +3X3 
d: 
e 


图 7.8 哈 夫 曼 树 的 构造 过 程 图 7.9 产生 哈 夫 曼 编码 


在 哈 夫 曼 树 的 构造 过 程 中 ,每 次 都 合并 两 棵 根 结 点 权 值 最 小 的 二 叉 树 ,这 体现 出 贪心 法 
的 思想 。 那 么 是 否 可 以 像 前 面 介 绍 的 算法 一 样 , 先 按 权 值 递 增 排序 ,然后 依次 构造 哈 夫 曼 树 
呢 ? 由 于 每 次 合并 两 棵 二 叉 树 时 都 要 找 最 小 和 次 小 的 根 结 点 ,而 且 新 构造 的 二 叉 树 也 参加 
这 一 过 程 , 如 果 每 次 都 排序 ,这 样 花费 的 时 间 更 多 ,所 以 一 般 不 这 样 做 ,而 是 在 已 构造 的 二 又 
树 中 直接 通过 比较 来 找 最 小 和 次 小 的 根 结 点 。 

由 个 权 值 构造 的 哈 夫 曼 树 的 总 结 点 个 数 为 22 一 1, 每 个 结 点 的 二 进 制 编码 长 度 不 会 
超过 树 高 ,可 以 推出 这 样 的 哈 夫 曼 树 的 高 度 最 多 为 nx。 所 以 用 一 个 数组 htL0..2n 一 2j 存 放 哈 
夫 曼 树 , 其 中 ht[0..n 一 1] 存 放 叶 子 结 点 ,ht[n..n 一 2] 存 放 其 他 需要 构造 的 结 点 ,ht[ 引 . 
parent 为 该 结 点 的 双亲 在 ht 数组 中 的 下 标 ,ht[ 门 . parent 二 一 1 表示 它 为 根 结 点 ,ht[i. 
lchild ht[i]. rchild 分 别 为 该 结 点 的 左 、 右 孩子 的 下 标 。 

用 map < char,string > 容器 htcode 存放 所 有 叶子 结 点 的 哈 夫 曼 编 码 , 例 如 htcode[ 'a'] 二 
"10" 表 示 字 符 'a' 的 哈 夫 曼 编码 为 10。 

由 于 需要 多 次 选择 两 棵 根 结 点 最 小 和 次 小 的 子 树 合 并 ,为 此 设计 一 个 小 根 堆 来 查找 这 
样 的 子 树 。 
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对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < iostream> 
#include < queue> 
#include < vector> 
#include < string > 
#include < map > 
using namespace std; 
#define MAX 101 
int n; 
struct HTreeNode 
{ char data; 

int weight; 

int parent; 

int lchild; 

int rchild; 
二 
HTreeNode ht[MAX]; 
map < char, string > htcode; 
struct NodeType 
{ int no; 

char data; 

int weight; 


bool operator <(const NodeType &s) const 


{ 
return s. weight < weight; 
} 
}; 
void CreateHTree( ) 
{ NodeType e,el,e2; 
priority_queue < NodeType> qu; 
for (int k=0;k<2*n—1;k 二 十) 
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// 险 夫 曼 树 结 点 类 型 
// 字 符 

// 权 值 

// 双 亲 的 位 置 

// 左 孩子 的 位 置 

// 右 孩子 的 位 置 


// 存 放 哈 夫 曼 树 

// 存 放 哈 夫 曼 编码 

// 优 先 队列 结 点 类 型 

// 对 应 哈 夫 曼 树 ht 中 的 位 置 
// 字 符 

// 权 值 


// 用 于 创建 小 根 堆 


// 构 造 哈 夫 曼 树 


// 设 置 所 有 结 点 的 指针 域 





ht[k] .lchild=ht[k] .rchild=ht[k] .parent=—1; 


for (int i=0;i< nii 十 十 ) 

{ " énm=is 
e.data=ht[i] . data; 
e. weight= ht[i] . weight; 
qu. push(e); 

} 

for (int j=n;j<2*n—1;j 十 十 ) 

{ el 一 qu.top(); qu.pop(); 
e2 一 qu.top(); qu.pop(); 


ht0] .weight 二 el. weight 十 e2. weight; // 构 造 哈 夫 曼 树 的 非 叶 子 结 点 j 


htD] .lchild=el. no; 
htD]. rchild=e2. no; 
ht[el. no] . parent 一 j; 
ht[e2.no] .parent=j; 
e.no 一 j; 
e. weight 一 el. weight 十 e2. weight; 
qu. push(e); 
} 
} 
void CreateHCode() 


// 将 n 个 结 点 进 队 


// 构 造 哈 夫 曼 树 的 n 一 1 个 非 叶子 结 点 
// 出 队 权 值 最 小 的 结 点 el 
// 出 队 权 值 次 小 的 结 点 e2 





// 修 改 el.no 的 双亲 为 结 点 j 
// 修 改 e2.no 的 双亲 为 结 点 j 
// 构 造 队列 结 点 e 


// 构 造 哈 夫 曼 编 码 
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{ string code; 
code. reserve( MAX); 
for (int i 二 0;i<n;i 十 十 ) // 构 造 叶子 结 点 i 的 哈 夫 曼 编码 


{ code=""; 


int curno 一 ii; 
int { 一 ht[curno] . parent; 
while (f!=—1) // 循 环 到 根 结 点 
{ if (ht[f .lchild== curno) //curno 为 双亲 于 的 左 孩子 
code 一 '0' 十 code; 
else //curno 为 双亲 上 的 右 孩 子 
code 一 '1' 十 code; 


curno=f; {=ht[curno] . parent; 
htcode[ht[i] .data] = code; // 得 到 ht 中 .data 字符 的 哈 夫 曼 编码 
} 
} 
void DispHCode() // 输 出 哈 夫 曼 编码 
{ map<char,string>::iterator it; 
for (it=htcode. begin( ) ;it!= htcode. end() ;十 十 it) 
cout << " " << it 一 first << ": " << it 一 > second << endl; 
} 
void DispHTree( ) // 输 出 哈 夫 曼 树 
{ for (int i 王 0;i<2x*n 一 1;i 十 十 ) 
{ printf(” data= %c, weight= %d, lchild= %d, rchild= %d, parent= %d\n", 
Ber da Du elt Bu ea Dau 
} 
} 
int WPL() // 求 WPL 
{ int wps=0; 
for (int ji 一 0;i< nii 十 十 ) 
wps+=ht[i] .weight * htcode[ht[ 丫 .data] . size(); 


Teturn wps; 
} 
void main( ) 
Ls 







ht[0] .data= "a'; ht[0] . weight=4; 
ht[1] .data='b'; ht[1]. weight= 
ht[2] .data= 'c'; ht[2] .weight= 
ht[3] .data='d'; ht[3] .weight= 
ht[4] .data= 'e'; ht[4]. weight= 3; 


// 置 初 值 , 即 n 个 叶子 结 点 


CreateHTree(); // 建 立 哈 夫 曼 树 
printf(" 构 造 的 哈 夫 曼 树 :\n"); 

DispHTree(); 

CreateHCode(); // 求 哈 夫 曼 编码 





printf(" 产 生 的 哈 夫 曼 编码 如 下 :\n"); 


ER DispHCode() ; // 输 出 哈 夫 曼 编码 


printf("WPL= %d\n", WPL(O)); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


构造 的 哈 夫 曼 树 : 
data 一 a，weight 一 4，lchild 一 一 1，rchild 一 一 1，parent 一 7 
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data=b, weight=2, lchild 1, rchild 1, parent 
data=c, weight=1, lchild 1，rchild 1，parent: 
data=d, weight=7, lchild 1, rchild 1, parent 
data=e, weight=3, lchild 1, rchild 1, parent 
data= , weight=3, lchild=2, rchild=1, parent=6 
data= , weight=6, lchild=4, rchild=5, parent=7 
data= , weight=10, lchild=0, rchild=6, parent=8 
data= , weight=17, lchild=3, rchild=7, parent 1 
产生 的 喻 夫 曼 编码 如 下 : 
3710 


























Soa 












































说 明 : 在 哈 夫 曼 树 的 构造 中 , 当 合 并 两 棵 二 又 树 时 ,将 两 个 权 值 最 小 和 次 小 的 根 结 点 作 
为 左 或 右 孩 子 均 可 以 ,这 样 构造 出 的 哈 夫 曼 树 可 能 不 唯一 ,因此 产生 的 哈 夫 曼 编 码 也 不 唯 
一 ,但 它们 的 WPL 一 定 是 唯一 的 。 例 如 ,上 述 程序 的 执行 结果 和 图 7.9 所 示 的 哈 夫 曼 编 码 
不 同 , 但 都 是 正确 的 哈 夫 曼 编 码 ,WPL 均 为 36。 

【算法 证 明 】〗 先 讨论 两 个 命题 及 其 证 明 过 程 。 

命题 1: 两 个 最 小 权 值 字符 对 应 的 结 点 x 和 y 必须 是 哈 夫 曼 树 中 最 深 的 两 个 结 点 且 它 
们 互 为 兄弟 。 

证 明 : 假设 z 结 点 在 哈 夫 曼 树 ( 最 优 树 ) 中 不 是 最 深 的 ,那么 存在 一 个 结 点 z, 有 ww 请 
zz, 但 它 比 工 深 , 即 4. 之 4, 此 时 结 点 zx 和 xz 的 带 权 和 为 ww XL 十 w. XL.。 

如 果 交 换 和 < 结 点 的 位 置 ,其 他 不 变 , 如 图 7. 10 所 示 , 则 交换 后 的 带 权 和 为 w XX 
lL 十 ws Xl, 则 有 ws XL 十 ws Xl 过 ws Xl 十 w: X11.。 





图 7.10 交换 zx、z 结 点 











这 是 因为 ws Xi 十 ws Xl 一 (wr XlsTw XL)=w (ll) —w (lm— Ls)= (ww:) 
(4 一 4 ) 达 0( 由 前 面 所 设 有 避 . 记 ww 和/. 记 1,)。 
这 就 与 交换 前 的 树 是 最 优 树 的 假设 矛盾 。 所 以 上 述 命题 成 立 。 





命题 2: 设 工 是 字符 集 C 对 应 的 一 棵 喻 夫 曼 树 , 结 点 zx 和 y 是 兄弟 ,它们 的 双亲 为 =, 如 

图 7.11 所 示 , 显 然 有 tw. 二 ws 十 w,, 现 删除 结 点 x 和 yy， 了 部 
(<2 一 > 面 

C= 二 C 一 {zx,y} U {z} 的 最 优 树 。 

证 明 : 设 T 和 TT 的 带 权 路 径 长 度 分 别 为 WPL(T) [本 


让 < 变 为 叶子 结 点 ,那么 这 棵 新 树 Ti 一 定 是 字符 集 
和 WPL(T,), 则 有 WPLCT) 一 WPL(Ti) 十 ws 十 w,。 7.11 由 全 删除 z、y 结 点 得 到 工 ， 
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这 是 因为 WPLCT ) 含 有 工 中 除 z、y 以 外 的 所 有 叶子 结 点 的 带 权 路 径 长 度 和 ,另外 加 
上 = 的 带 权 路 径 长 度 。 

假设 六 不 是 最 优 的 , 则 存在 另 一 棵 树 Tz ,有 WPL(T:) 过 WPLCT )。 

由 于 结 点 *E Ci , 则 = 在 T; 中 一 定 是 一 个 叶子 结 点 。 若 将 x 和 y 加 入 T, 中 作为 结 点 
z 的 左右 孩子 , 则 得 到 表示 字符 集 C 的 前 级 树 T: , 

如 图 7. 12 所 示 , 则 有 WPL (Ts) = WPL(T。: ) 十 多 和 
wi 曙 “一 

由 前 面 的 几 个 式 子 看 到 WPL(T;) 二 WPL(T;) 十 x | y | 
ws tw, <WPL(T) +w, tw, =WPL(T)。 

这 与 为 C 的 哈 夫 曼 树 的 假设 矛盾 。 本 命题 
即 证 。 

命题 1 说 明 该 算法 满足 贪心 选择 性 质 , 即 通过 合并 来 构造 一 棵 哈 夫 曼 树 的 过 程 可 以 从 
合并 两 个 权 值 最 小 的 字符 开始 。 命 题 2 说 明 该 算法 满足 最 优 子 结构 性 质 , 即 该 问题 的 最 优 
解 包含 其 子 问题 的 最 优 解 。 所 以 采用 哈 夫 曼 树 算法 产生 的 树 一 定 是 一 棵 最 优 树 。 

【算法 分 析 】 由 于 采用 小 根 堆 , 从 堆 中 删除 两 个 结 点 ( 权 值 最 小 的 两 个 二 叉 树 根 结 点 ) 
和 加 入 一 个 新 结 点 的 时 间 复 杂 度 都 是 O(log:z) ,所 以 构造 哈 夫 曼 树 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 
Olnlogzn)。 生 成 喻 夫 曼 编码 的 算法 循环 n 次 ,每 次 查找 路 径 恰好 是 根 结 点 到 一 个 叶子 结 点 
的 路 径 , 平 均 高 度 为 O(logzn) ,所 以 由 哈 夫 曼 树 生成 哈 夫 曼 编码 的 算法 的 时 间 复 杂 度 也 为 O 
(nlog2n)。 

【 例 7.5】 有 一 个 英文 句子 str 二 "The following code computes the intersection of two 
arrays." ,统计 其 中 各 个 字符 出 现 的 次 数 ,以 其 为 频 度 构造 对 应 的 喻 夫 曼 编码 ,将 该 英文 句 
子 进行 编码 得 到 enstr, 然 后 将 enstr 解码 为 destr。 编 写 程序 实现 上 述 功 能 。 

首先 统计 str 中 各 个 字符 出 现 的 次 数 ,用 map < char,int > 容器 mp 存放 。 采 用 上 述 
原理 构造 哈 夫 曼 树 ht, 继 而 产生 对 应 的 哈 夫 曼 编码 htcode。 扫 描 str, 将 字符 str[ 疏 用 
htcode[Lstr[i]] 替 换 得 到 编码 enstr。 在 对 enstr 解码 时 扫描 enstr 的 0/1 字符 串 , 从 哈 夫 曼 
树 的 根 结 点 开始 匹配 , 当 找 到 叶子 结 点 时 ,用 该 叶子 结 点 的 字符 蔡 代 匹配 的 0/1 字符 串 , 即 
可 得 到 解码 字符 串 destr。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 

















图 7.12 由 Ti 添加 z\y 结 点 得 到 Ts 


#include < iostream> 
#include < queue> 
#include < vector> 
#include < string> 
#include <map> 
using namespace std; 
#define MAX 101 


// 问 题 表示 
int n; // 叶 子 结 点 个 数 
string str; // 英 文句 子 字符 串 
// 求 解 结果 表示 
struct HTreeNode // 哈 夫 曼 树 结 点 类 型 
{ char data; // 字 符 

int weight; // 权 值 
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}; 


int parent; 
int lchild; 
int rchild; 


HTreeNode htLMAX] ; 
map < char, string > htcode; 
struct NodeType 


{ 


}; 


{ 


|! 


int no; 
char data; 
int weight; 


bool operator <(const NodeType ®&s) const 


return s. weight < weight; 


} 


void Init() 


int i; 
map < char,int> mp; 


for (i=0;i< str.length();i 十 十 ) 


mp[str[] 十 十; 
n=mp. size(); 
map < char, int >: :iterator it; 
0 


for (it==mp. begin() ;it! 王 mp.end() ;十 十 ft 没 置 叶子 结 点 的 data 和 weight 


{ ht[].data=it —> first; 


ht[] .weight= it —> second; 


itts 
} 
for (int j= 王 0;j<2 * n 一 1;j 十 十 ) 


htD .lchild 王 ht 让 .rchild=htD] . parent 一 一 1; 
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// 双 亲 的 位 置 
// 左 孩子 的 位 置 
// 右 孩子 的 位 置 


// 哈 夫 曼 树 

// 哈 夫 曼 编码 

// 优 先 队列 结 点 类 型 

// 对 应 哈 夫 曼 树 中 的 位 置 
// 字 符 

// 权 值 


// 用 于 创建 小 根 堆 


// 初 始 化 哈 夫 曼 树 


// 累 计 str 中 各 个 字符 出 现 的 次 数 


// 设 置 所 有 结 点 的 指针 域 为 一 1, 表 示 空 指针 





void CreateHTree( ) 


{ 


NodeType e,el,e2; 


priority_queue < NodeType> qu; 


for (int i=0;i<n;i+ 十 ) 

{nm is 
e.data=ht[i] . data; 
e. weight= ht[i] . weight; 
qu. push(e); 

} 

for (int j=n;j<2*n—1;j 二 十 ) 

{el=qu.topO); qu.pop(); 
e2 一 qu.top(); qu. pop(); 


// 构 造 哈 夫 曼 树 


// 将 n 个 结 点 进 队 





// 构 造 哈 夫 曼 树 的 n 一 1 个 非 叶子 结 点 


// 出 队 权 值 最 小 的 结 点 el es 


// 出 队 权 值 次 小 的 结 点 e2 


ht 中] .weight 二 el. weight 十 e2. weight;/ 构 造 哈 夫 曼 树 的 非 叶 子 结 点 j 


htD] .lchild=el. no; 

htD] . rchild 一 e2.no; 
ht[el . no] . parent 一 j; 
ht[e2. no] . parent 一 j; 
e.no 一 j; 


e. weight 一 el. weight 十 e2. weight; 


// 修 改 el .no 的 双亲 为 结 点 j 
// 修 改 e2.no 的 双亲 为 结 点 j 
// 构 造 队列 结 点 e 
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qu. push(e); 
} 
} 
void CreateHCode() 
{ string code; 
code. reserve( MAX); 
for (int i=0;i<n;i 二 十 ) 
{ code=""; 
int curno=i; 
int {=ht[curno] . parent; 
while (f!=—1) 
{ if (ht[f .lchild==curno) 
code 一 '0' 十 code; 
else 
code 一 '1' 十 code; 


} 
htcode[ht[i] .data] = code; 
} 
} 
void DispHCode( ) 
{ map<char, string >: :iterator it; 


} 
void EnCode( string str, string &enstr) 
{ for (inti=0;i< str.length();i 十 十 ) 
enstr = enstr 十 htcode[str[ 门 ] ; 
} 
void DeCode( string enstr, string &destr) 
{ intr=2*#*n—2,p; 
int i=0; 
while (i< enstr. length()) 
Fi 
while (true) 
{ if(enstr[i]=='0') 
p=ht[p]. lchild; 
else 
p=ht[p]. rchild; 





break; 
Ln 
} 
destr 一 destr 十 ht[p] .data; 
Es 
} 
} 


void main( ) 


// 构 造 哈 夫 曼 编码 


// 构 造 叶子 结 点 i 的 哈 夫 曼 编码 


//curno 为 双亲 工 的 左 孩 子 


//curno 为 双亲 f 的 右 孩 子 


curno=f; f=ht[curno] .parent; 


// 输 出 哈 夫 曼 编 码 


for (it= htcode. begin() ;it!=htcode. end() ;十 十 it) 
cout << "\t" << it —> first << ": " << it—> second << endl; 


// 编 码 字符 串 str 得 到 enstr 


// 解 码 字符 串 enstr 得 到 destr 
// 哈 夫 曼 树 的 根 结 点 为 ht[2 * n 一 2] 结 点 


这 (ht[p] .lchild==== 一 1] &&ht[p] .rchild==== 一 1)//p 为 叶子 结 点 


// 找 到 对 应 的 字符 


// 在 解码 字符 串 中 添加 ht[p] . data 


{ str="The following code computes the intersection of two arrays."; 


InitO); 
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CreateHTree(); 
CreateHCode(); 

cout << "了 哈 夫 曼 编 码 :" << endl; 
DispHCode() ; 

string enstr=""; 

EnCode(str, enstr); 

cout << "编码 结果 :" << endl; 
cout << enstr << endl; 

string destr=""; 
DeCode(enstr, destr) ; 

cout << "解码 结果 :" << endl; 


cout << destr << endl; 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


哈 夫 曼 编码 : 
: 101 
: 100000 
: 100001 
: 11100 
0000 
: 100110 
001 
: 11010 
: 110110 
: 10010 


: 11000 
: 100111 
: 11101 
: 011 
: 100011 
: 0101 
0001 
1111 
: 110111 
: 11001 
y: 100010 
编码 结果 : 
10000110010001101110100111100011000011110010100111011101101010000011100110001101000001 
11001111000111101111111001000110111111001000110101001110111110010101000100100001111010 
001111101101011110101011111110010111011110001010101111001000100001100000 
解码 结果 : 


The following code computes the intersection of two arrays. 


有 orn me nj: 
© 
吕 
己 
3 





说 明 : 从 本 例 看 出 编码 字符 串 enstr 的 长 度 (244 个 字符 ) 远 远大 于 str(59 个 字符 ) ,在 
实际 应 用 中 可 以 用 位 图 存放 ,这 样 可 以 将 enstr 压缩 为 244/8 二 31 个 字符 。 
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求解 流水 作业 调度 问题 “” 光 


流水 作业 调度 问题 的 描述 见 5. 9 节 , 采 用 回溯 法 求解 ,在 6. 5 节 中 采用 优先 队列 式 分 枝 
限界 法 求解 ,这 里 采用 贪心 法 求解 。 

【问题 求解 】 采用 归纳 思路 。 

当 只 有 一 个 作业 (ai ,6b1) 时 ,显然 最 少时 间 Ta 一 w 十 六 。 

当 有 两 个 作业 (ai ,和 和 (as ,bs) 时 ,车 (ai ,61) 在 前 (a,,b,) 在 后 执行 ,有 
如 图 7. 13 所 示 的 两 种 情况 ,图 7. 13(a) 求 出 最 少时 间 Ts 二 aj 十 bi 十 ci 十 di 
一 六 (六 <as) ,图 7.13(b) 求 出 最 少时 间 Ts 二 a 十 bi 十 i 十 di 一 az (as 过 b)， 
合并 起 来 ,Ts 二 ai 十 bi 十 qz 十 bz 一 min(az ,01); 车 (as ,bs) 在 前 (a ,0b1) 在 后 执行 ,可 以 求 出 最 
少时 间 Tw = 二 as 十 bs 十 ai 十 bi 一 min(b, ,al)。 















































(a) 作业 2 在 M2 上 执行 没有 等 待 的 情况 (b) 作业 2 在 M2 上 执行 有 等 待 的 情况 
图 7.13 两 个 作业 执行 的 两 种 情况 


将 两 种 执行 顺序 合并 起 来 有 Ts 二 ai 十 bi 十 as 十 bs 一 max(min(az ,01) ,min(al ,bo ))。 

归纳 起 来 ,对 于 两 个 作业 (a ,61) 和 (as ,bs) ,车 min(a ,bs) 和 min(as 01), 则 (a ,61) 放 
在 (az ,0 ) 前 面 执行 ; 反之 ,车 min(az ,加 ) 三 min(al ,6b2), 则 (as ,bs) 放 在 (al,b1) 前 面 执行 。 

由 此 可 以 得 到 一 个 贪心 选择 的 性 质 : 对 于 给 定 的 作业 (a,5), 当 a5 时 让 a 比较 小 的 
作业 尽 可 能 先 执行 ; 当 a 二 5 时 让 6b 比较 小 的 作业 尽 可 能 后 执行 。 

Johnson 算法 就 是 采用 这 种 贪心 思路 。 其 步骤 如 下 : 

(1) 把 所 有 作业 按 M1、M2 的 时 间 分 为 两 组 ,a[ 门 专 5[ 让 对 应 第 1 组 N1,a[ 门 5b[ 让 对 
应 第 0 组 N2。 

(2) 将 N1 的 作业 按 a[ 门 递增 排序 ,N2 的 作业 按 5b[ 门 递减 排序 。 

(3) 按 顺序 先 执行 N1 的 作业 ,再 执行 N2 的 作业 ,得 到 的 就 是 耗 时 最 少 的 最 优 调度 方案 。 





PE 其 实现 采用 如 下 结构 体 数组 c: 
struct NodeType 
{ int no; // 作 业 序 号 
bool group; //1 代表 第 1 组 N1,0 代表 第 2 组 N2 
int time; //a.b 的 最 小 时 间 


bool operator <(const NodeType 路 s) const 
{ 
return time < s. time; // 用 于 按 time 递增 排序 
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}; 


扫描 a.b 数组 得 到 c ,对 数组 c 按 time 递增 排序 。 用 一 维 数组 best 存放 最 优 调度 序列 ， 
即将 N1 的 作业 序号 按 顺序 存放 在 best 的 前 面部 分 ,将 N2 的 作业 序号 按 反 序 存放 在 best 
的 后 面部 分 即 可 。 因 为 N2 组 中 时 间 为 6 值 .按时 间 递增 排序 后 对 应 按 5 递增 排序 的 结果 ， 
按 反 序 存放 到 best 中 达到 按 5b 递减 选取 作业 的 目的 。 

例如 ,nn 二 4, 作 业 的 M1 时 间 a[]=={5,12,4,8) ,作业 的 M2 时 间 5b[]=={6,2,14,7)}。 生 
成 的 数组 c 如 表 7. 5 所 示 , 按 time 排序 后 的 结果 如 表 7.6 所 示 。 

再 依次 扫描 数组 c 的 所 有 元 素 , 将 第 1 组 元 素 按 time 递增 排列 放 在 best 的 前 面部 分 ， 
将 第 0 组 元 素 按 time 递减 排列 放 到 best 的 后 面部 分 ,得 到 的 结果 如 表 7.7 所 示 。 此 时 best 
中 的 作业 顺序 即 为 最 优 调度 方案 , 即 3、1、4、2。 


表 7.5 排序 前 的 e 数组 元 素 











作业 号 1 和 3 4 
Ml 时 间 5 12 4 8 
M2 时 间 6 2 14 7 
组 号 1 0 1 0 
时 间 5 2 4 7 
表 7.6 排序 后 的 数组 元 素 
作业 号 多 3 1 4 
MI 时 间 12 4 5 8 
M2 时 间 4 14 6 7 
组 号 0 1 1 0 
时 间 2 4 5 7 
表 7.7 best 的 结果 
best 序号 2 0 和 1 
作业 号 3 1 4 2 
组 号 1 1 0 0 
时 间 4 5 7 2 





现在 求 最 优 调度 下 的 总 时 间 , 用 /1 累计 M1 上 的 执行 时 间 ( 初 始 时 及 二 0) ,用 /2 累计 
M2 上 的 执行 时 间 ( 初 始 时 f2 二 0) ,最 终 /2 即 为 最 优 调度 下 的 消耗 总 时 间 。 对 于 最 优 调度 
方案 best, 用 i 扫描 best 的 元 素 ,f1 和 f2 的 计算 如 下 (其 推导 过 程 见 5.9 节 ) : 





{1=f1 十 a[best[J] ww 


f2=max{f2,f1}+b[best[]] 


对 应 的 完整 程序 如 下 : 
#include < stdio.h> 


#include < algorithm > 
using namespace std; 
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# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
# define N 100 


// 问 题 表示 
int n=4; 
int a[N]= {5, 12,4,8}; // 对 应 M1 的 时 间 
int b[N]= {6,2,14,7}; // 对 应 M2 的 时 间 
struct NodeType 
{ int no; // 作 业 序号 
bool group; //1 代表 第 一 组 N1,0 代表 第 二 组 N2 
int time; //a\b 的 最 小 时 间 
bool operator <(const NodeType &s) const 
return time < s. time; // 按 time 递增 排序 
} 
}; 
// 求 解 结果 表示 
int best[N] ; // 最 优 调度 序列 
int solve( ) // 求 解 流水 作业 调度 问题 
{intl ks 
NodeType c[N]; 
for(i=0;i<n;i+ 十 ) // 在 n 个 作业 中 求 出 每 个 作业 的 最 小 加 工时 间 
{ cli].no=i; 
c[] .group= (a[]<=b[]); //a 虽 <=b 品 对 应 第 1 组 N1,a 中 >b 国 对 应 第 0 组 N2 
< 口 .time 一 a[ 跨 <=b 品 ?a 口 :b 中 ; /第 1 组 存放 a 吕 ,第 0 组 存放 b 
} 
sort(c, c+n); //c 中 元 素 按 time 递增 排序 
j=0; k=n—1; 
for(i=0;i<n;i+ 十 ) // 扫 描 c 的 所 有 元 素 ,产生 最 优 调度 方案 
{ ifCc[].group==1) // 第 1 组 , 按 time 递增 排列 放 在 best 的 前 面部 分 
bestD 十 十 ] =c[] .no; 
else // 第 0 组 , 按 time 递减 排列 放 到 best 的 后 面部 分 
best[k 一 一 ] =c[i] .no; 
} 
int {1=0; // 累 计 M1 上 的 执行 时 间 
int 人 2 一 0; // 最 优 调度 下 的 消耗 总 时 间 


for(i=0;ii<nii 十 十 ) 

{ 有 和 十 一 a[best 品 ] ; 
f2=max(f2, {1)+b[best[]]; 

} 

return f2; 


} 





ae void main( ) 


{ “printf(" 求 解 结果 \n"); 
printf(" 总 时 间 : %d\n", solve()); 
printf(" 调度 方案 : "); 
for(int i 一 0;i< nii 十 十 ) 
printf("%d ", best[]+1); 
printf("\n"); 
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上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
总 时 间 : 33 
调度 方案 : 3142 


【算法 分 析 】 算法 的 时 间 主 要 花费 在 排序 上 ,所 以 时 间 复 杂 度 为 O(xlog:z) , 比 采 用 回 
溯 法 和 分 枝 限界 法 求解 更 高 效 。 


练习 题 * 


1. 下 面 ( ) 是 贪心 算法 的 基本 要 素 之 一 。 
A. 重 释 子 问题 B. 构造 最 优 解 C. 贪心 选择 性 质 ”DD. 定义 最 优 解 
2. 下 面 ( ) 不 能 使 用 贪心 法 解决 。 
A. 单 源 最 短路 径 问 题 B. n 皇后 问题 
C. 最 小 花费 生成 树 问题 D. 背包 问题 
3. 采用 贪心 算法 的 最 优 装载 问题 的 主要 计算 量 在 于 将 集装箱 依 重量 从 小 到 大 排序 , 故 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 ( Ys 
A. O(n) B. On) C. OO) D. O(nlog:n) 
4. 关于 0/1 背包 问题 ,以 下 描述 正确 的 是 ( Wa 
A. 可 以 使 用 贪心 算法 找到 最 优 解 
B. 能 找到 多 项 式 时 间 的 有 效 算法 
C. 使 用 教材 介绍 的 动态 规划 方法 可 求解 任意 0/1 背包 问题 
D. 对 于 同一 背包 和 相同 的 物品 ,做 背包 问题 取得 的 总 价值 一 定 大 于 等 于 做 0/1 背 





包 问 题 
5. 一 棵 哈 夫 曼 树 共有 215 个 结 点 ,对 其 进行 哈 夫 曼 编码 共 能 得 到 ( “) 个 不 同 的 
码 字 。 
A. 107 B. 108 C. 214 D, 215 


6. 求解 哈 夫 曼 编码 时 如 何 体现 贪心 思路 ? 

7. 举 反例 证 明 0/1 背包 问题 车 使 用 的 算法 是 按照 vi/w; 的 非 递 减 次 序 考虑 选择 的 物 
品 , 即 只 要 正在 被 考虑 的 物品 装 得 进 就 装 入 背包 , 则 此 方法 不 一 定 能 得 到 最 优 解 (此 题 说 明 
0/1 背包 问题 与 背包 问题 的 不 同 ) 。 





8. 求解 硬币 问题 。 有 1 分 .2 分 .5 分 10 分 .50 分 和 100 分 的 硬币 各 若干 枚 ,现在 要 用 aa 


这 些 硬 币 来 支付 W 元 ,最 少 需要 多 少 枚 硬币 ? 

9. 求解 正 整 数 的 最 大 乘积 分 解 问题 。 将 正 整 数 分 解 为 若干 个 互 不 相同 的 自然 数 之 
和 ,使 这 些 自 然 数 的 乘积 最 大 。 

10. 求解 乘 船 问题 。 有 个 人 ,第 i 个 人 体重 为 w;(0 二 i<n)。 每 稻 船 的 最 大 载重 量 均 
为 C, 且 最 多 只 能 乘 两 个 人 。 试 用 最 少 的 船 装载 所 有 人 。 

11. 求解 会 议 安排 问题 。 有 一 组 会 议 A 和 一 组 会 议 室 B,A[ 门 表示 第 i 个 会 议 的 参加 
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人 数 ,B[ 门 表示 第 7 个 会 议 室 最 多 可 以 容纳 的 人 数 。 当 且 仅 当 A[ 门 夺 BLj] 时 第 j 个 会 议 室 
可 以 用 于 举办 第 i 个 会 议 。 给 定数 组 A 和 数组 B ,试问 最 多 可 以 同时 举办 多 少 个 会 议 。 例 
如 ,A[]={1,2,3},B[]={3,2,4}, 结 果 为 3; 车 A[]={3,4,3,1} ,B[]={1,2,2,6}) ,结果 为 2。 

12. 假设 要 在 足够 多 的 会 场 里 安排 一 批 活动 ,个 活动 编号 为 1 一 2, 每 个 活动 有 开始 时 
间 65; 和 结束 时 间 e;(1 志 in)。 设 计 一 个 有 效 的 贪心 算法 求 出 最 少 的 会 场 个 数 。 

13. 给 定 一 个 m Xn 的 数字 和 矩阵 ,计算 从 左 到 右 走 过 该 矩阵 且 经 过 的 方 格 中 整数 最 小 
的 路 径 。 一 条 路 径 可 以 从 第 1 列 的 任意 位 置 出 发 ,到 达 第 列 的 任意 
位 置 ,每 一 步 为 从 第 i 列 走 到 第 i 二 1 列 的 相 邻 行 (水 平移 动 或 沿 45" 斜 去 











线 移动 ) ,如 图 7. 14 所 示 。 第 1 行 和 最 后 一 行 看 作 是 相 邻 的 , 即 应 当 
把 这 个 矩阵 看 成 是 一 个 卷 起 来 的 圆 简 。 
两 个 略 有 不 同 的 5X6 的 数字 矩阵 的 最 小 路 径 如 图 7. 15 所 示 , 只 7.14 每 一 步 






































有 最 下 面 一 行 的 数 不 同 。 右 边 矩 阵 的 路 径 利 用 了 第 1 行 与 最 后 一 行 的 走向 
了 
-a|4[1[21sise -4[zZ2[s|s 
6 s|2|7|。 6 小 is|217|14 
s|9|lslolo|s slol3|9lo0|s 
s|4| 1 | 六 zs 8|4|1|3|s]s6 
317|2|s|6 [1. 3|7|: | 中 2 下 sj] 
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图 7.15 两 个 数字 矩阵 的 最 小 路 径 


输入 描述 : 包含 多 个 矩阵 ,每 个 矩阵 的 第 1 行为 两 个 数 m 入, 分 别 表示 矩阵 的 行 数 和 
列 数 , 接 下 来 的 mXn 个 整数 按 行 优先 的 顺序 排列 , 即 前 个 数组 成 第 1 行 , 接 下 来 的 个 
数组 成 第 2 行 , 依 此 类 推 。 相 邻 整数 间 用 一 个 或 多 个 空格 分 隔 , 注 意 这 些 数 不 一 定 是 正 数 。 
在 输入 中 可 能 有 一 个 或 多 个 矩阵 描述 ,直到 输入 结束 。 每 个 矩阵 的 行 数 为 1 一 10, 列 数 为 
L100。 

输出 描述 : 对 每 个 矩阵 输出 两 行 ,第 1 行为 最 小 整数 之 和 的 路 径 , 路 径 由 个 整数 组 
成 ,表示 路 径 经 过 的 行 号 ,如 果 这 样 的 路 径 不 止 一 条 , 则 输出 字典 序 最 小 的 一 条 。 

输入 样 例 : 


56 

341286 
618274 
593995 
841326 
372864 


样 例 输出 : 


123445 
16 
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上 机 实验 题 举 


实验 1. 求解 一 个 序列 中 出 现 次 数 最 多 的 元 素 问题 

给 定 n 个 正 整 数 ,编写 一 个 实验 程序 找 出 它们 中 出 现 次 数 最 多 的 数 。 如 果 这 样 的 数 有 
多 个 ,请 输出 其 中 最 小 的 一 个 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行 只 有 一 个 正 整 数 n(1 志 mn 二 1000) ,表示 数字 的 个 数 ; 输入 的 第 
2 行 有 nn 个 整数 51、ss、…、s,(1 志 s; 志 10 000,1 志 in)。 相 邻 的 数 用 空格 分 隔 。 

输出 描述 : 输出 这 个 次 数 中 出 现 次 数 最 多 的 数 。 如 果 这 样 的 数 有 多 个 ,输出 其 中 最 
小 的 一 个 。 

输入 样 例 : 


6 
10 1 10 20 30 20 


样 例 输出 : 
10 


实验 2. 求解 删 数 问题 

编写 一 个 实验 程序 求解 删 数 问题 。 给 定 共有 位 的 正 整数 d ,去 掉 其 中 任意 kn 个 数 
字 后 剩 下 的 数字 按 原 次 序 排列 组 成 一 个 新 的 正 整数 。 对 于 给 定 的 位 正 整数 d 和 正 整数 
&A , 找 出 剩 下 数字 组 成 的 新 数 最 小 的 删 数 方案 。 

实验 3. 求解 汽车 加 油 问题 

已 知 一 辆 汽车 加 满 油 后 可 行驶 d( 如 d= 二 7)km, 而 旅途 中 有 若干 个 加 油 站 。 编 写 一 个 实 
验 程 序 指出 应 在 哪些 加 油 站 停靠 加 油 , 使 加 油 次 数 最 少 。 用 a 数组 存放 各 加 油 站 之 间 的 距 
离 , 例 如 a[] 二 {2,7,3,6}) ,表示 共有 n==4 个 加 油 站 (加 油 站 编号 是 0~~n 一 1), 从 起 点 到 0 号 
加 油 站 的 距离 为 2km, 依 此 类 推 。 

实验 4. 求解 磁盘 驱动 调度 问题 

有 一 个 磁盘 请 求 序列 给 出 了 程序 的 I/O 对 各 个 柱 面 上 数据 块 请 求 的 顺序 ,例如 ,一 个 
请 求 序列 为 98,183,37,122,14,124,65,67,n 二 8, 请 求 编号 为 1 一 72。 如 果 磁 头 开 始 位 于 位 
置 C( 假 设 不 在 任何 请 求 的 位 置 ,例如 C 为 53)。 最 短 寻 (0.9) 
道 时 间 优 先 (SSTF) 是 一 种 移动 磁头 柱 面 数 较 小 的 调度 
算法 。 例 如 前 面 的 请 求 序列 ,SSTF 算法 的 磁头 移动 柱 
面 数 为 236, 而 先 来 先 服务 (FCFS) 算 法 的 磁头 移动 柱 面 
数 为 640。 编 一 个 实验 程序 采用 SSTF 算法 输出 给 定 的 
磁盘 请 求 序列 的 调度 方案 和 磁头 移动 总 数 。 

实验 5. 求解 仓库 设置 位 置 问题 

城市 街道 图 如 图 7. 16 所 示 , 所 有 街道 都 是 水 平 或 者 
垂直 分 布 ,假设 水 平和 垂直 方向 均 有 m 十 1 条 .任何 两 个 
相 邻 位 置 之 间 的 距离 为 1。 在 街道 的 十 字 路 口 有 个 商 图 7.16 一 个 街道 图 


(8.8) 








(0.0) (8.0) 
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店 ,图 中 的 n==3、m 二 8,3 个 商店 的 坐标 位 置 分 别 是 (2,4)、(5,3) 和 (6,6)。 现 在 需要 在 某 个 
路 口 位 置 建立 一 个 合用 的 仓库 。 若 仓库 位 置 为 (3,5) ,那么 这 3 个 商店 到 仓库 的 路 程 ( 只 能 
沿 着 街道 行进 ) 总 长 度 最 少 是 10。 设 计 一 个 算法 找到 仓库 的 最 佳 位 置 ,使 得 所 有 商店 到 仓 
库 的 路 程 的 总 长 度 达 到 最 短 。 


在 线 编程 是 


在 线 编程 题 1. 求解 最 大 乘积 问题 

【问题 描述 】 给 定 一 个 无 序数 组 ,包含 正 数 、 负 数 和 0, 要求 从 中 找 出 3 个 数 的 乘积 ,使 
得 乘积 最 大 ,并 且 时 间 复 杂 度 为 O(n) ,空间 复杂 度 为 0(1)。 

输入 描述 : 无 序 整数 数组 a[n]。 

输出 描述 : 满足 条 件 的 最 大 乘积 。 

输入 样 例 ， 


4 
3412 


样 例 输出 : 


24 


在 线 编程 题 2. 求解 区 间 覆 盖 问 题 

【问题 描述 】 用 i 来 表示 xz 坐标 轴 上 坐标 为 (i 一 1, 丫 \ 长 度 为 1 的 区 间 , 并 给 出 
n(1n 二 200) 个 不 同 的 整数 ,表示 n 个 这 样 的 区 间 。 现 在 要 求 画 m 条 线段 覆盖 住所 有 的 区 
间 ,条 件 是 每 条 线段 可 以 任意 长 ,但 是 要 求 所 画 线段 的 长 度 之 和 最 小 ,并 且 线 段 的 数目 不 超 
过 mm (1 委 m 入 50) 。 

输入 描述 : 输入 包括 多 组 数据 ,每 组 数据 的 第 1 行 表 示 区 间 个 数 上 和 所 需 线 段 数 m ,第 
2 行 表示 个 点 的 坐标 。 

输出 描述 : 每 组 输出 占 一 行 , 输 出 m 条 线段 的 最 小 长 度 和 。 

输入 样 例 ， 


5 3 
138511 





样 例 输出 : 


7 


在 线 编程 题 3. 求解 Wooden Sticks(POJ 1230) 问 题 
【问题 描述 】 有 个 需要 加 工 的 木 棍 ,每 个 木 棍 有 长 度 工 和 重量 W 两 个 参数 ,机 器 处 
理 第 一 个 木 棍 用 时 1 分 钟 ,如 果 当 前 处 理 的 木 棍 为 L 和 WW, 之 后 处 理 的 木 棍 L 和 W' 若 满足 
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工 三 L' 并 且 W 志 W', 则 不 需要 额外 的 时 间 , 否 则 需要 加 时 1 分 钟 。 需 要 求 出 给 定 木 棍 的 最 
少 加 工时 间 。 例 如 ,5 个 木 棍 的 长 度 和 重量 分 别 是 (9,4)、(2,5)、(1,2)、(5,3)、(4,1), 则 最 
少时 间 为 2 分 钟 , 加 工 顺序 是 (4,1) 一 (5,3) 一 (9,4) 一 (1,2) 一 (2,5)。 

输入 描述 : 输入 第 1 行为 整数 上 ,表示 测试 用 例 个 数 。 每 个 测试 用 例 的 第 1 行为 21 所 
n 寺 10 000) ,表示 木 棍 数 ,第 2 行 是 2n 个 整数 ws、r、 ro 每 个 整数 最 大 为 
10 000。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 对 应 一 行 , 即 加 工 需 要 的 最 少 分 钟 数 。 

输入 样 例 : 


3 

5 
4952213514 
3 

221122 

3 

132231 


样 例 输出 : 


2 
1 
3 


在 线 编程 题 4. 求解 奖学金 问题 

【问题 描述 】 小 v 今 年 及 门 课 ( 课 程 编号 为 0~n 一 1) ,每 门 课程 都 有 考试 ,为 了 拿 到 
奖学金 ,小 v 必须 让 自己 所 有 课程 的 平均 成 绩 至 少 为 avg。 每 门 课 由 平时 成 绩 和 考试 成 绩 
相 加 得 到 ,满分 为 >。 现在 他 知道 每 门 课 的 平时 成 绩 为 a;(0 志 in 一 1) , 若 想 让 这 门 课 的 
考试 成 绩 多 拿 1 分 ,小 v 要 花 饭 的 时 间 复 习 , 如 果 不 复习 ,当然 就 是 0 分 。 同 时 ,显然 可 以 
发 现 复习 得 再 多 也 不 会 拿 到 超过 满分 的 分 数 。 为 了 拿 到 奖学金 ,小 v 至 少 要 花 多 少时 间 
复习 ? 

输入 描述 : 输入 包含 多 个 测试 用 例 。 每 个 测试 用 例 的 第 1 行为 整数 n(1 志 n200), 表 
示 课 程 门 数 , 接 下 来 的 n 行 ,每 行 两 个 整数 ,分 别 表示 一 门 课 的 平时 成 绩 和 6; ,最 后 一 行 输 入 
满分 + 和 希望 达到 的 平均 成 绩 avg。 以 输入 x 一 0 结束 。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 输 出 一 行 , 表 示 小 要 花 的 最 少 复习 时 间 。 

输入 样 例 : 
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样 例 输出 : 


30 


在 线 编程 题 5. 求解 赶 作业 问题 

【问题 描述 】 小 v 上 学 ,老师 布置 了 个 作业 ,每 个 作业 恰好 需要 一 天 做 完 ,每 个 作业 
都 有 最 后 提交 时 间 及 其 逾期 的 扣 分 。 请 给 出 小 v 做 作业 的 顺序 ,以 便 扣 最 少 的 分 数 。 

输入 描述 : 输入 包含 多 个 测试 用 例 。 每 个 测试 用 例 的 第 1 行为 整数 n(1n 三 100), 表 
示 作 业 数 ,第 2 行 包括 个 整数 ,表示 每 个 作业 最 后 提交 的 时 间 ( 天 ) ,第 3 行 包括 个 整数 ， 
表示 每 个 作业 逾期 的 扣 分 。 以 输入 n=0 结束 。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 对 应 两 行 输 出 ,第 1 行为 做 作业 的 顺序 (作业 编号 之 间 用 空格 


分 隔 ), 第 2 行为 最 少 的 扣 3 分 。 
输入 样 例 : 
3 //3 个 作业 
Ue // 最 后 提交 的 时 间 ( 天 ) 
623 // 逾 期 的 扣 分 
样 例 输出 : 
12 
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动态 规划 (Dynamic Programming, DP) 是 将 多 阶段 决策 问题 进行 公式 化 的 一 种 技术 ， 
由 R. Bellman 于 1957 年 提出 ,被 成 功 应 用 于 许多 领域 ,也 是 算法 设计 方法 之 一 。 本 章 介绍 
动态 规划 求解 问题 的 一 般 方 法 ,并 讨论 一 些 用 动态 规划 求解 的 经 典 示 例 。 


动态 规划 概述 P 


动态 规划 并 非 是 "动态 编程 ?或 者 "动态 查询 设计 ”。 动 态 规划 法 通常 基于 一 个 递 推 公式 
及 一 个 或 多 个 初始 状态 ,当前 子 问题 的 解 将 由 上 一 次 子 问 题 的 解 推出 。 许 多 看 起 来 复杂 的 
问题 采用 动态 规划 法 求解 十 分 方便 ,而 且 只 需要 多 项 式 时 间 复 杂 度 , 比 回溯 法 、 暴 力 法 等 效 
率 高 ,但 并 非 任何 问题 都 适合 采用 动态 规划 法 求解 ,本 节 介 绍 其 相关 概念 。 


8.1.1 从 求解 斐 波 那 契 数列 看 动态 规划 法 


在 第 2 章 中 讨论 过 求解 斐 波 那 契 数列 的 递归 算法 ,这 里 以 求 Fib(5 ) 为 
例 可 以 看 出 如 下 几 点 : 

(1) 递归 调用 Fib(5) 采 用 自 顶 向 下 的 执行 过 程 , 从 调用 Fib(5) 开 始 到 
计算 出 Fib(5) 结 束 。 

(2) 计算 过 程 中 存在 大 量 的 重复 计算 ,例如 求 Fib(5) 的 过 程 如 图 8. 1 
所 示 ,存在 两 次 计算 Fib(3) 的 值 的 情况 。 


FibO) 
Fib(3) < 
Fib(4) < Fib(1) 


Fib(2) 


Fib(2) 
Fib(3) "A 
Fib(1) 


8.1 求 Fib(5) 的 过 程 


为 了 避免 重复 设计 ,设计 一 个 dp 数组 ,dp[ 门 存放 Fib(i) 的 值 ,首先 设置 dp[1] 和 dp[2] 
均 为 1, 再 让 i 从 3 到 nn 循环 以 计算 dp[3] 到 dp[nj 的 值 ,最 后 返回 dp[nj, 即 Fibl(n)。 对 应 
























































Fib(5) 









































EE 的 算法 1 如 下 ， 


int count=1; // 累 计 求 解 步骤 
int Fibl(int n) // 求 斐 波 那 契 数列 的 算法 1 
{ dp[l]=dp[2]=1; 

printf("(%d) 计 算出 Fib1(1) 二 1\n",count 十 十 ); 

printf("(%d) 计 算出 Fibl(2) 王 1\n" ,count 十 十 ); 

for (int i 王 3;i< 一 nii 十 十 ) 
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{ dp[]=dp[i—1]+dp[i—2]; 
printf("(%d) 计 算出 Fibl1(%d)==%d\n",count 二 十 ,i, dp[); 
} 
return dp[n] ; 
} 


执行 Fib1(5) 时 的 输出 结果 如 下 : 


(1) 计算 出 Fibl1(1)=1 
(2) 计算 出 Fibl1(2)=1 
(3) 计算 出 Fib1(3)==2 
(4) 计算 出 Fibl(4) 一 3 
(5) 计算 出 Fib1(5)==5 


显然 这 种 方法 的 执行 效率 得 到 提高 ,执行 过 程 改变 为 自 底 向 上 , 即 先 求 出 子 问题 的 解 ， 
将 计算 结果 存放 在 一 张 表 中 ,而 且 相 同 的 子 问 题 只 计算 一 次 ,在 后 面 需 要 时 只 要 简单 查 一 
下 ,以 避免 大 量 的 重复 计算 。 求 Fib1(5) 的 过 程 如 图 8. 2 所 示 ( 图 中 带 阴影 框 的 结果 是 直接 
查 表 得 到 的 )。 





Fib1(4) Fib1(2) 








Fib1(5) 





Fib1(3) 














Fib1(1) 
图 8.2 求 Fib1(5) 的 过 程 


上 述 求 斐 波 那 契 数 列 的 算法 1 属于 动态 规划 法 ,其 中 数组 dp( 表 ) 称 为 动态 规划 数组 。 
动态 规划 法 也 称 为 记录 结果 再 利用 的 方法 ,其 基本 求解 过 程 如 图 8. 3 所 示 。 


es 


图 8.3 动态 规划 法 的 求解 过 程 


8.12 动态 规划 的 原理 
动态 规划 是 一 种 解决 多 阶段 决策 问题 的 优化 方法 ,把 多 阶段 过 程 转化 为 一 系列 单 阶段 
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问题 ,利用 各 阶段 之 间 的 关系 逐个 求解 。 





和 十 的 相关 科 徙 





看 一 个 具体 示例 ,如 图 8.4 所 示 , 在 A 处 有 一 水 库 , 现 需要 从 A 点 铺设 
一 条 管道 到 FE 点 , 边 上 的 数字 表示 与 其 相连 的 两 个 地 点 之 间 所 需 修建 的 管 
道 长 度 用 c 数组 表示 ,例如 c(A,Bi) 二 2。 现 要 找 出 一 条 从 A 到 E 的 修建 线 
路 ,使 得 所 需 修建 的 管道 长 度 最 短 。 宙 吉 六 

该 图 是 一 个 多 段 图 (multistage graph)。 一 个 图 G 二 (V,E) 是 多 段 图 ,是 指 顶 点 集 V 划 
分 成 & 个 互 不 相交 的 子 集 Vi(1 志 i<k) ,使 得 EE 中 的 任何 一 条 边 (w,v) 必 有 wv 属于 两 个 不 
同 的 子 集 Vi、V;。 在 该 图 中 A 是 源 点 ,E 是 终点 。 

这 类 问题 适合 采用 动态 规划 来 求解 ,下 面 结合 该 问题 介绍 动态 规划 中 的 几 个 基本 
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1) 阶段 和 阶段 变量 

一 个 多 段 图 分 成 若干 个 阶段 ,每 个 阶段 用 阶段 变量 k 标识。 

在 图 8.4 中 ,在 A~E 的 过 程 中 依据 按 位 置 所 做 的 决策 的 次 数 及 所 做 决策 的 先后 次 序 
将 问题 分 为 5 个 阶段 ,阶段 变量 用 于 表示 各 阶段 ,这 里 阶段 变量 A 为 1 一 5, 图 中 第 5 阶段 是 
虚拟 的 一 个 边界 阶段 。 





阶段 : 第 ! 阶 段 ”第 2 阶段 第 3 阶段 第 4 阶段 第 5 阶段 
图 8.4 一 个 多 阶段 图 或 多 段 图 


2) 状态 和 状态 变量 

描述 决策 过 程 当 前 特征 的 量 称 为 状态 , 它 可 以 是 数量 ,也 可 以 是 字符 。 每 一 状态 可 以 取 
不 同 值 , 状 态 变 量 记 为 w, 各 阶段 所 有 状态 组 成 的 集合 称 为 状态 集 , 用 S 表示 ,有 wE Si。 
在 决策 过 程 中 ,每 一 个 阶段 只 选取 一 个 状态 ,se 表示 第 & 阶段 所 取 的 状态 。 各 阶段 的 状态 为 
上 一 阶段 的 结束 点 ,或 该 阶段 的 起 点 组 成 的 集合 。 

在 图 8.4 中 ,第 1 阶段 的 状态 为 A, 第 2 阶段 的 状态 有 B, 、B，、B: ,第 3 阶段 的 状态 有 
Ci 、Cz 、Cs ,第 4 阶段 的 状态 有 D,、D; ,第 5 阶段 的 状态 为 下 ,所 以 有 S 一 {A),S: 一 (Bi ,B:， 
Bs} ,Ss 二 {C1,C2 ,Cs),S 王 (Di,D:),S: 王 { 尼 }。 简 单 地 说 , 若 图 中 的 每 个 顶点 唯一 , 则 一 个 
状态 就 是 图 中 的 每 个 顶点 。 

3) 决策 和 策略 

决策 就 是 决策 者 在 过 程 处 于 某 一 阶段 的 某 一 状态 时 面 对 下 一 阶段 的 状态 做 出 的 选择 或 
决定 。 在 图 8.4 中 , 若 ss 二 B, ,如果 决 策 者 所 做 的 决策 为 BC , 则 下 一 阶段 的 状态 为 Ci ,也 
可 以 做 BC、B;Cs 的 决策 ,用 Di (si) 表 未 阶段 s 状态 可 以 到 达 的 状态 集合 ,如 D;(B,) 二 
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{Ci,C: ,Ca )} 。 
策略 就 是 策略 者 从 第 1 阶段 到 最 后 阶段 的 全 过 程 的 决策 构成 的 决策 序列 。 第 上 阶段 
到 最 后 阶段 的 决策 序列 称 为 子 策略 。 在 图 8. 4 中 , 粗 线 表 示 的 A 一 B: 一 C: 一 Di 一 已 就 是 
从 起 点 状态 A 开始 的 一 个 策略 ,而 C: 一 Di 一 已 是 从 第 3 阶段 的 Cs 状态 开始 的 一 个 子 
策略 。 
4) 状态 转移 方程 
某 一 状态 以 及 该 状态 下 的 决策 与 下 一 状态 之 间 的 指标 函数 之 间 的 关系 称 为 状态 转移 方 
程 ,其 中 指标 函数 是 衡量 对 决策 过 程 进行 控制 的 效果 的 数量 指标 ,可 以 是 收益 、 成 本 或 距离 
等 。 一 般 在 求 最 优 解 时 指标 函数 对 应 的 是 最 优 指 标 函数 。 
例如 在 图 8.4 中 , 设 最 优 指 标 函数 f(s) 表 示 从 状态 * 到 终点 正 的 最 短路 径 长 度 ,用 
表示 阶段 , 则 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 
fs(E)=0 
fils) = MIN {csi570) + fin sin)} 


zy E DCS) 
或 者 简写 为 : 
f/f(E)=0 


f= MN {c(t) +f(0))} 
存在 <y, 上 的 有 向 边 


在 有 些 情 况 下 需要 用 “MAX”" 替 代 “MIN" 表 示 决 策 是 求 最 大 值 而 非 最 小 值 ,或 者 采用 其 
他 求 值 函 数 。 

所 以 动态 规划 算法 通常 基于 一 个 递 推 公式 及 一 个 或 多 个 初始 状态 。 当 前 子 问题 的 解 将 
由 上 一 次 子 问题 的 解 推 出 ,这 里 是 由 子 问 题 /(2) 的 解 推出 f(s) 的 解 。 


大 





对 于 有 个 阶段 的 动态 规划 问题 ,从 第 阶段 到 第 1 阶段 的 求解 过 程 称 为 逆序 解法 ,从 
第 1 阶段 到 第 & 阶段 的 求解 过 程 称 为 顺序 解法 。 
1) 动态 规划 问题 的 逆序 解法 
前 面 给 出 图 8. 4 的 状态 转移 方程 /(s) 的 递 推 顺序 是 从 后 向 前 , 即 E 一 A, 对 应 逆序 解 
法 。 用 next 表示 路 径 上 一 个 顶点 的 后 继 顶 点 ,其 求解 A 到 天 最 短路 径 的 过 程 如 下 。 
(1) 第 5 阶段: 
f(E)=0 
(2) 第 4 阶段: 
f(Di) = MIN(e(Di,E)+/(E)) = 3,next(D)=E 
f(D:) = MIN(Cc(D:, ,E) 十 J(E)) = 4,next(D,)=E 








(3) 第 3 阶段 : aa 


cc(C:D,)+ f(D)= 6 
c(CisD:)+ f(D;)= 8 
c(Cz,Di)+ f(D)= 9 
c(C2:D;)+ f(D:)=7 
Ne ye 
c(C:D;)+ f(D:)=7 


(G0)= vn| ]= sume = Di 


f(C;)= MIN| )- 7,next(C:) = D， 





f(C;)= MaN| 上 6,next(C;) = D， 
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(4) 第 2 阶段 : 
c(Bi,C)+ fC)= 13 
f(B1)= MIN| ce(Bi,C)+ fC)= 11 
(Bi,C)+f(C)=™ 


= 二 


c(B2,C3)+ f(Cs)= 10 
c(Bs,C)+f(C)= 12 
f(Bi)= MIN| ce(B;,C:)+/f(C:)= 9 
c(Bs,Cs)+f(C)= 11 


= 9,next(B:) Cs 





(5) 第 1 阶段: 
c(A,Bi)+f(B)= 13 
f(A)= MIN| ce(A,B)+/(B)= 13 
c(A.Bs)+/(B;)= 12 

由 f(A)==12 求 出 的 最 短路 径 长 度 为 12, 由 next(A)==B,、next(B;) 二 C, next(C;,)= 
Ds .next(D;:) 二 EE 推出 最 短路 径 为 A 一 Bs 一 CD: 一 E。 

设计 一 维 数组 dp,dp[s] 存 放 /(s) 的 结果 ,采用 逆序 解法 求 A 到 EE 的 最 短路 径 和 最 短 
路 径 长 度 的 完整 程序 如 下 : 





c(Bi,Ci)+f(C)=9 
f(B:)= MIN|c(B,,Cs)+f(C)= 9 |= 9,next(B,)= CO 
| 12 ,next(A) 





#include < string.h> 
#include < map > 

using namespace std; 
#define MAX 21 

# define INF 0x3f3f3f3f 





// 问 题 表 示 
int n; // 顶 点 个 数 
int start; // 起 点 编号 
int end; // 终 点 编号 
int cLMAX] [MAX] ; // 存 放 边 长 度 
int next[MAX] ; // 存 放 最 短路 径 上 当前 顶点 的 后 继 顶 点 
map <int, char *> vname; // 存 放 编 号 对 应 的 顶点 名 称 
int dp[MAX]; 
int Count=1; // 计 算 步骤 
void Init() // 初 始 化 图 
{n=10; 
start=0; 
EE end=9; 
memset(c, INF, sizeof(¢)); 
for (int i 一 0ii<nii 十 十 ) // 初 始 化 dp 的 所 有 元 素 为 一 1 
dp 四 = 一 1; 


for (int j 王 0;j<nj;j 十 十 ) 


// 图 8.4 的 邻接 矩阵 





c[1][4]=7; c[1j[5]=4; 
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c[2][4]=3; cL2] [5]=2; c[2] [6]=4; 
c[3][4]=6; c[3] [5]=2; c[3] [6]=5; 
// 图 中 顶点 A 对 应 的 编号 为 0, 下 同 
vname[1]="Bl";vname[2] ="B2";vname[3] ="B3"; 
vname[4] ="C1";vname[5] ="C2";vname[6]="C3"; 
vname[7] = "D1";vname[8]="D2"; 
vname[9] ="E"; 
! 
int f(int s) // 动 态 规划 问题 的 逆序 解法 
{ if(dp[s]!=—1) return dp[s] ; // 若 dp[sj 已 求 出 ,直接 返回 
if (s==end) // 找 到 终点 
{ dp[s]=0; 
printf(" (%d) f(%%s) 一 0\n",Count 十 十 ,vname[s] ); 
return dp[s] ; 
} 
else 
{int cost, mincost=INF, minj; 
for (int j=0;j<n;j 二 + 十 ) // 查 找 顶 点 s 的 后 继 顶 点 
{ ifCc[sj0]!=0 &e& cLs]0]!=INF) 
{cost=c[s]0]+{O); // 先 求 出 后 继 顶 点 的 f 值 
if (mincost> cost) // 比 较 求 最 短路 径 
{ mincost=cost; 
minj=j; 
} 
} 
} 
dp[s] =mincost; 
next[s] = minj; // 当 前 顶点 s 的 后 继 顶 点 为 minj 
printf(" (%d) f(%s)=c(%s, 外 s) 十 {(%%s) 一 外 d，",Count 十 十 ， 
vname[s], vname[s], vname[minj], vname[Lminj] ,dp[s] ); 
printf("next(%s)= %s\n", vname[s], vname[minj] ); 
return dp[s] ; 
} 
} 
void main( ) 
{InitO; aa 


printf("%s 一 %s 求解 过 程 \n", vname[end] ,vname[start] ) ; 
f(start); 


2) 动态 规划 问题 的 顺序 解法 
对 于 图 8.4, 顺 序 解法 是 从 源 点 出 发 , 求 出 到 达 当 前 状态 的 最 短路 径 , 再 考虑 下 一 个 阶 
段 ,直到 终点 玉 。 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 


:7 
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f(A)=0 
f= MN {f+el,s)} 
存在 <t,s> 的 有 向 边 
用 pre 表示 路 径 上 一 个 顶点 的 前 驱 顶 点 ,其 求解 A 到 已 最 短路 径 的 过 程 如 下 。 
(1) 第 1 阶段 : 
f(A)=0 
(2) 第 2 阶段 : 
f(B1) = MINCF(A) 十 c(A,B,)) = 2,pre(B1)=A 
f(B;) = MIN(f(A)+ce(A,B,)) = 4,pre(B,) = A 
f(Bs) = MINCF(A) 十 c(A,B:)) = 3,pre(B:) 一 A 
(3) 第 3 阶段 : 











f(Bi)+e(Bi,C)= 9 

AGEYS we BC 一 |- 7,pre(Ci) = B 
(B: ) 十 c(B: ,Ci ) 王 9 
7(B,) 十 c(B,,C:) 一 6 

f(C:)= wr 中 5,pre(C:) = Bs 
f(Bs)+c(Bs,C:)= 5 
f(Bi)+e(Bi,Cs)= c2 

GY= wi ) 十 c(B:,C:) 王 8 | pre(C;) = B, 
丰 (B: ) 十 c(B: ,Cs ) 一 8 





(4) 第 4 阶段 : 
f(Ci)+e(C :Di)= 10 
f(D)= wn (Cs ) 十 c(Cz, Di) 一 中 10,pre(CDi) = CC 
f(G)te(C,D)= 11 
f(C)+e(C:D;)= 11 
f(D:;)= we )+c(C:.D;)= 8 |- 8,pre(D:) = C; 
f(Cs)+e(Cs,D,)= 11 
(5) 第 5 阶段 : 
f(E)= MIN 人 DE) 2]- 12,pre(E) = D; 
CD:)+c(D:,e)= 12 


由 (CE) 王 12 求 出 的 最 短路 径 长 度 为 12, 由 pre(E) 二 Ds、pre(D;)==Cs、pre(C;)=B;、 
pre(B: ) 一 A 推出 最 短路 径 为 A 一 Bs 一 Cs 一 Ds 一 E。 

设计 一 维 数组 dp ,dp[s] 存 放 F(s) 的 结果 ,采用 顺序 解法 求 A 一 E 的 最 短路 径 和 最 短路 
径 长 度 的 完整 程序 如 下 : 


#include < string.h> 
#include <map> 

using namespace std; 
#define MAX 21 

# define INF 0x3f3f3f3f 
// 问 题 表 示 
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int n; // 顶 点 个 数 
int start; // 起 点 编号 
int end; // 终 点 编号 
int c[MAX] [MAX]; // 存 放 边 长 度 
int pre[MAX] ; // 存 放 最 短路 径 上 当前 顶点 的 前 驱 顶 点 
map <int, char *> vname; // 存 放 编 号 对 应 的 顶点 名 称 
int dp[MAX] ; 
int Count 一 1; // 计 算 步骤 
// 这 里 初始 化 Init 函数 同 逆 序 解法 
int f(int s) // 动 态 规划 问题 的 顺序 解法 
{ if(dp[s]!=—1) return dp[s]; // 若 dp[sj 已 求 出 ,直接 返回 
if (s== start) // 找 到 终点 
{ dp[lsj=0; 


printf(" (%d) f(%s)=0\n",Count+t++ ,vname[s]); 
return dp[s] ; 
} 


else 
{int cost,mincost=INF, mini; 
for (int i 一 0;i< nii 十 十 ) // 查 找 顶 点 s 的 前 驱 顶 点 
{ ifCc[i][s]!=0 && c[][s]!=INF) 
{ cost=f(D)+c[] [s]; // 先 求 出 前 驱 顶 点 i 的 f 值 
if (mincost> cost) // 比 较 求 最 短路 径 
{ mincost=cost; 
mini=i; 


} 
} 
} 
dp[s] =mincost; 
pre[s] =mini; // 设 置 当前 顶点 s 的 前 驱 顶 点 为 mini 
printf(" (%d) {(%s)={(%s)+e(%s, %s)=%d, ",Counttt, 
vname[s] , vname[mini], vname[mini] , vname[s] ,dp[s] ); 
printf("pre( %s)= %s\n", vname[s], vname[mini] ); 
return dp[s] ; 
} 
} 


void main() 

{ Init(O; 
printf("%s 一 %s 求解 过 程 \n", vname[start] , vname[end]); 
f(end); 


8.13 动态 规划 求解 的 基本 步骤 

采用 动态 规划 求解 的 问题 一 般 要 具有 以 下 3 个 性 质 。 

01) 最 优 性 原理 : 如 果 问 题 的 最 优 解 所 包含 的 子 问题 的 解 也 是 最 优 的 ,就 称 该 问题 具 
有 最 优 于 结构 , 即 满足 最 优 性 原理 。 

(2) 无 后 效 性 , 即 某 阶段 的 状态 一 旦 确定 ,就 不 受 这 个 状态 以 后 决策 的 影响 。 也 就 是 
说 , 某 状 态 以 后 的 过 程 不 会 影响 以 前 的 状态 ,只 与 当前 状态 有 关 。 

(3) 有 重叠 子 问题 : 即 子 问题 之 间 是 不 独立 的 ,一 个 子 问题 在 下 一 阶段 决策 中 可 能 被 
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多 次 使 用 到 。 例 如 , 求 斐 波 那 契 数列 Fib(5) 时 需要 多 次 求 Fib(3) ,该 性 质 并 不 是 动态 规划 
适用 的 必要 条 件 , 但 是 如 果 没 有 这 个 性 质 , 动 态 规划 算法 和 其 他 算法 相 比 就 不 具备 优势 。 

动态 规划 所 处 理 的 问题 是 一 个 多 阶段 决策 问题 ,一 般 由 初始 状态 开始 ,通过 对 中 间 阶 段 
决策 的 选择 ,达到 结束 状态 。 这 些 决 策 形 成 了 一 个 决策 序列 ,同时 确定 了 完成 整个 过 程 的 一 
条 活动 路 线 , 如 图 8.5 所 示 。 





初始 状态 一 | 决策 1 | 一 | 决策 2| 一 …… 一 | 决策 n | 一 结束 状态 








图 8.5 动态 规划 决策 过 程 示 意图 


动态 规划 的 设计 都 有 着 一 定 的 模式 ,一般 要 经 历 以 下 几 个 步骤 。 

(1) 划分 阶段 : 按照 问题 的 时 间或 空间 特征 把 问题 分 为 若干 个 阶段 。 在 划分 阶段 时 注 
意 划分 后 的 阶段 一 定 是 有 序 的 或 者 是 可 排序 的 ,否则 问题 无 法 求解 。 

(2) 确定 状态 和 状态 变量 : 将 问题 发 展 到 各 个 阶段 时 所 处 的 各 种 客观 情况 用 不 同 的 状 
态 表示 出 来 。 当 然 ,状态 的 选择 要 满足 无 后 效 性 。 

(3) 确定 决策 并 写 出 状态 转移 方程 : 因为 决策 和 状态 转移 有 着 天 然 的 联系 ,状态 转移 
就 是 根据 上 一 阶段 的 状态 和 决策 来 导出 本 阶段 的 状态 。 所 以 如 果 确定 了 决策 ,状态 转移 方 
程 也 就 可 写 出 。 但 事实 上 常常 是 反 过 来 做 ,根据 相 邻 两 个 阶段 的 状态 之 间 的 关系 来 确定 决 
策 方法 和 状态 转移 方程 。 

(4) 寻找 边界 条 件 : 给 出 的 状态 转移 方程 是 一 个 递 推 式 , 需 要 一 个 递 推 的 终止 条 件 或 
边界 条 件 。 一 般 情况 下 ,只 要 解决 问题 的 阶段 ,状态 和 状态 转移 决策 确定 了 ,就 可 以 写 出 状 
态 转移 方程 (包括 边界 条 件 ) 。 

在 实际 应 用 中 可 以 按 以 下 几 个 简化 的 步骤 进行 设计 : 

(1) 分 析 最 优 解 的 性 质 ,并 刻画 其 结构 特征 。 

(2) 递归 地 定义 最 优 解 。 

(3) 以 自 底 向 上 或 自 顶 向 下 的 记忆 化 方式 计算 出 最 优 值 。 

(4) 根据 计算 最 优 值 时 得 到 的 信息 构造 问题 的 最 优 解 。 

注意 : 动态 规划 是 一 种 求解 思路 ,注重 决策 过 程 ,不 同 的 问题 得 到 的 模型 可 能 不 一 样 ， 
关键 是 掌握 其 原理 ,利用 递 推 关 系 求 最 优 解 。 


8.14 动态 规划 与 其 他 方法 的 比较 


动态 规划 的 基本 思想 与 分 治 法 类 似 , 也 是 将 待 求 解 的 问题 分 解 为 若干 个 子 问题 (阶段 )， 
按 顺 序 求解 子 问题 ,前 一 子 问题 的 解 为 后 一 子 问题 的 求解 提供 了 有 用 的 信息 。 但 分 治 法 中 
各 个 子 问 题 是 独立 的 (不 重合 ) ,动态 规划 适用 于 子 问题 重 琶 的 情况 ,也 就 是 各 子 问题 包含 公 
共 的 子 子 问题 。 

动态 规划 方法 又 和 贪心 法 有 些 相似 ,在 动态 规划 中 ,可 将 一 个 问题 的 解决 方案 视 为 一 系 
列 决策 的 结果 。 不 同 的 是 ,在 贪心 法 中 每 采用 一 次 贪心 准则 便 做 出 一 个 不 可 回溯 的 决策 ,还 
要 考察 每 个 最 优 决策 序列 中 是 否 包含 一 个 最 优 子 序列 。 

一 般 采用 动态 规划 求解 问题 只 需要 多 项 式 时间 复 杂 度 ,因此 它 比 回溯 法 、 暴 力 法 等 要 快 
许多 。 
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求解 整数 拆 分 问题 米 


【问题 描述 】 求 将 正 整 数 无 序 拆 分 成 最 大 数 为 & 的 拆 分 方案 个 数 ,要 求 所 有 的 拆 分 
方案 不 重复 。 

【问题 求解 】 设 =5,k 二 5, 对 应 的 拆 分 方案 如 下 : 

(1) 5=5 

(2) 5 一 4 十 1 

(3) 5 一 3 十 2 

(4) 5 一 3 十 1 十 1 

(5) 5 一 2 十 2 十 1 

(6) 5 一 2 十 1 十 1 十 1 

(7) 5=1 十 1 十 1 十 1 十 1 

为 了 防止 重复 计数 ,让 拆 分 方案 中 的 各 拆 分 数 从 大 到 小 排列 。 这 里 正 整 数 5 的 拆 分 方 
案 个 数 为 7。 

采用 动态 规划 求解 整数 拆 分 问题 。 设 /(n,k) 为 将 数 n 无 序 拆 分 成 最 多 不 超过 个 数 
之 和 ( 称 为 n 的 & 拆 分 ) 的 分 方案 个 数 : 

(1) 当 n=1 或 k=1 时 显然 f/(n,k)==1。 

(2) 当 n 达 kh 时 有 f/f(n,k)==f (n,n)。 

(3) 当 n==k 时 ,其 拆 分 方案 有 将 n 拆 分 成 1 个 的 拆 分 方案 ,以 及 nn 的 nn 一 1 拆 分 方 
案 ,前 者 仅仅 一 种 ,所 以 有 f(r,n) 二 f(n,n 一 1) 十 1。 

(4) 当 n>k 时 根据 拆 分 方案 中 是 否 包含 & 可 以 分 为 两 种 情况 。 

Q@ 拆 分 中 包含 & 的 情况 , 即 一 部 分 为 单个 k, 男 一 部 分 为 {zi ,zo，…,zi) ,后 者 的 和 为 
n 一 k, 后 者 中 可 能 再 次 出 现 , 因 此 是 (m 一 的 k 拆 分 ,所 以 这 种 拆 分 方案 个 数 为 [0 一 k,k)。 

@ 拆 分 中 不 包含 的 情况 , 则 拆 分 中 的 所 有 拆 分 数 都 比 k 小 , 即 的 (k 一 1) 拆 分 , 拆 分 
方案 个 数 为 /(n,k 一 1)。 

因此 ,fn,k) =f(n—k,k) 十 fln,k—1) 









































归纳 起 来 ,有 : 
a 当 n = 二 1 或 者 k= 二 1 时 
ei = fnsn) 当 n 二 k 时 
flnsn=1)+1 当 nn = 二 上 时 
fn 一 kk) 十 fnsk 一 1) 其 他 情况 mm 


显然 , 求 /(n,k) 满 足 动态 规划 问题 的 最 优 性 原理 、 无 后 效 性 和 有 重 盖 子 问题 性 质 ,所 以 
特别 适合 采用 动态 规划 法 求解 。 设 置 动态 规划 数组 dp, 用 dp[Lnj[kj] 存 放 f(n,k) ,对 应 的 完 
整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 


291 


ER A) ,首先 初始 化 dp 中 的 所 有 元 素 为 特殊 值 0, 当 dp[nj[k] 


算法 设计 与 分 析 \ 目 DO 


# define MAXN 500 
int dp[MAXN] LMAXN] ; // 动 态 规划 数组 
void Split(int n, int k) // 求 解 算法 
{ for (int 一 1;i< 一 nji 十 十 ) 
for(int j 王 1;j < 一 k;j 十 十 ) 
{ if(i==1|1|j==D 
dp 加 国王 1; 
else if (i<j) 
dp[] 0G]=dp[] 0 ; 
else if (i==)) 
dp[]0]=dp[] G1]+1; 


else 





dp[] OG]=dp[]0G—1]+dp[i—i] 0]; 
} 

} 
void main( ) 
{ intn=5,k=5; 

memset(dp, 0, sizeof(dp)); 

Split(n, k); 

printf("(%d, %d)=%d\n",n,k, dp[n] [k]); // 输 出 :7 
} 


在 SplitO) 算 法 中 按 行 i 优先 计算 dp[ 站 [站 ,其 中 dp[1J[ x ] 和 dp[ x* [1] 为 边界 (结果 
均 为 1) 。 例 如 计算 dpL5]L5] 的 过 程 如 下 : 


(1) dp[2] [2] =dp[2] [1]+1=1+1=2 

(2) dp[2] [3]=dp[2] [2]=2 

(3) dp[3] [2]=dp[3][1]+dp[1] [2]=1+1=2 
(4) dp[5] [2]=dp[5][1]+dp[3] [2]=1+2=3 
(5) dp[5] [3]=dp[5][2]+dp[2] [3]=3+2=5 
(6) dp[5] [4]=dp[5][3]+d[1][4]=5+1=6 
(7) dp[5] [5]=dp[5][4]+1=6+1=7 





























计算 结果 如 图 8.6 所 示 , 从 中 看 出 计算 过 程 是 自 底 向 
上 的 。 

实际 上 该 问题 本 身 是 递归 的 ,可 以 直接 采用 递归 算法 
实现 ,但 由 于 子 问题 重 释 ,存在 重复 的 计算 ,可 以 采用 如 下 
方法 避免 重复 计算 : 设置 数组 dp, 用 dp[nj[kJj 存 放 f(n， 





























不 为 0 时 表示 对 应 的 子 问题 已 经 求解 ,直接 返回 结果 。 对 
应 的 完整 程序 如 下 图 8.6 dp[5][L5] 的 计算 结果 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#define MAXN 500 
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int dpLMAXN] [MAXN]; 
int dpf (int n,int k) // 求 解 算法 
{ if(dp[n][k]!=0) return dp[n][k]; 
fica== LE==1D 
{ dp[nj[k]=1; 
return dp[nj [k]; 
} 
else if (n<k) 


{dp[nj[k]=dpf(n,k—l)+1; 
return dp[nj [kj]; 














{ dp[nj[k]=dpf(n,k—1)+dpf(n—k,k); 


return dp[nj [k] ; 








} 
} 


void main( ) 

{ intn=5,k=5; 
memset(dp, 0, sizeof(dp)); // 初 始 化 为 0 
printf("dpf(%d, %d)= %d\n",n,k, dpf(n, k)); // 输 出 :7 


} 


这 种 方法 是 一 种 递归 算法 ,其 执行 过 程 也 是 自 顶 向 下 的 ,但 当 某 个 子 问题 的 解 求 出 后 将 
其 结果 存放 在 一 张 表 (dp) 中 ,而 且 相 同 的 子 问题 只 计算 一 次 ,在 后 面 需要 时 只 要 简单 查 一 
下 即 可 ,从 而 避免 了 大 量 的 重复 计算 ,这 种 方法 称 为 备忘录 方法 (memorization method) 。 
8.1.2 节 中 求 A 到 EE 最 短路 径 的 逆序 解法 和 顺序 解法 两 个 算法 就 是 采用 备忘录 方法 求 
解 的 。 

备忘录 方法 是 动态 规划 方法 的 变形 ,与 动态 规划 方法 不 同 的 是 ,备忘录 方法 的 递归 方式 
是 自 顶 向 下 的 ,而 动态 规划 方法 是 自 底 向 上 的 。 





求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 





最 大 连续 子 序列 和 问题 的 描述 参见 4. 2. 4 小 节 , 这 里 采用 动态 规划 法 扫 -- 扫 
求解 。 


[问题 求解 】 对 于 含有 个 整数 的 序列 “1 四, 设 畏 = MAX| Zo) 
(1 之 j 过 表示 a[1.. 站 的 前 j 个 元 素 中 的 最 大 连续 子 序列 和 , 则 b-, 表示 
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a[1..j 一 1] 的 前 ;一 1 个 元 素 中 的 最 大 连续 子 序列 和 ,如 图 8.7 所 
显然 , 当 b 之 0 时 与 = 刀 -1 十 qj, 当 妇 -1 过 0 时 放弃 前 面 选 “yy 
取 的 元 素 , 从 a 开始 重新 选取 ,6; 二 a;。 用 一 维 动态 规划 数组 dp , 
存放 5b, 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 图 8.7 性 和 已 -的 含义 


dp[0]=0 边界 条 件 
dp[j] =MAX{dp[j—1] +aj,a;} 1<j<n 


则 序列 a 的 最 大 连续 子 序列 和 等 于 dp[j](1 专 j 二 nn) 中 的 最 大 者 。 

从 中 看 到 , 若 序列 a 的 最 大 连续 子 序 列 和 等 于 dp[maxj], 在 dp 中 从 该 位 置 向 前 找 , 找 
到 第 一 个 值 小 于 或 等 于 0 的 元 素 dp[k], 则 a 序列 中 从 & 十 1 开始 到 maxj 位 置 的 所 有 元 素 
恰好 构成 最 大 连续 子 序 列 。 

例如 ,车 a 序列 为 (一 2,11, 一 4,13, 一 5, 一 2) ,dp[0]=0, 求 其 他 元 素 如 下 : 

















(1) dp[1]=MAX{dp[0]+(—2),—2}=MAX{—2,—2}=—2 
(2) dp[2] =MAX{dp[1]+11,11}=MAX{9,11}=11 

(3) dp[3]=MAX{dp[2]+(—4),—4}=MAX{7,—4}=7 
(4) dp[4] =MAX{dp[3]+13,13}=MAX{20,13}=20 

(5) dp[5] =MAX{dp[4]+(—5),—5}=MAX{15, —5}=15 
(6) dp[6]=MAX{dp[5]+(—2),—2}=MAX{13, —2}=13 




















其 中 ,dp[4] 二 20 为 最 大 值 ,向 前 找到 dp[1] 小 于 等 于 0, 所 以 由 a ~as 的 元 素 即 
(11, 一 4,13) 构 成 最 大 连续 子 序列 ,其 和 为 20。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 

#include < stdio.h> 


# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
#define MAXN 20 








// 问 题 表示 
int n=6; 
intaldl (0 2 1 “41 5 2 //a 数组 不 用 下 标 为 0 的 元 素 
// 求 解 结果 表示 
int dpLMAXN] ; 
void maxSubSum() // 求 dp 数组 
{ dp[0]=0; 
for (int j=1;j<=n;j 二 十 ) 
pa , dpD]=max(dpD—1]+aD],aD]); 
void dispmaxSum( ) // 输 出 结果 
{ int maxj 一 1; 
for (int j 一 2;j< 一 n;j 十 十 ) // 求 dp 中 的 最 大 元 素 dp[maxj] 
证 (dpD> dp[maxj] ) maxj 一 j; 
for (int k 一 maxj;k> 一 1;k 一 一 ) // 找 前 一 个 值 小 于 等 于 0 者 


if (dp[k]<=0) break; 
printf("” 最 大 连续 子 序列 和 : %d\n", dp[maxj]); 


全 日 自 ” 动态 规划 


printf("” 所 选 子 序列 : "); 
for (int i 一 k 十 1;i< 一 maxj;ii 十 十 ) 
printf("%d ",a 口 ); 

printf("\n"); 

} 

void main( ) 

{ maxSubSum(); 
printf( "求解 结果 \n"); 
dispmaxSum(); 


} 
本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
最 大 连续 子 序列 和 : 20 
所 选 子 序列 : 11 一 4 13 


【算法 分 析 】 maxSubSum() 函 数 含 一 重 for 循环 ,对 应 的 时 间 复 杂 度 均 为 O(n)。 
【 例 8. 1】 读 入 一 个 字符 串 str, 求 出 字符 串 str 中 连续 最 长 的 数字 串 的 长 度 。 
输入 描述 : 包含 一 个 测试 用 例 ,一 个 字符 串 str, 长 度 不 超过 255 。 

输出 描述 : 在 一 行内 输出 str 中 连续 最 长 的 数字 串 的 长 度 。 

输入 样 例 : 


abcd12345ed125ss123456789 
样 例 输出 : 
9 // 对 应 最 长 的 数字 串 为 123456789 


设置 一 维 动态 规划 数组 dp,dp[ 门 表示 str[0.. 门 中 以 str[ 门 结尾 的 连续 数字 串 的 长 
度 , 首 先 初始 化 dp 的 所 有 元 素 为 0。 当 str[0] 为 数字 字符 时 置 dp[0]=1, 若 str[ 门 为 数字 
字符 , 则 dp[ 门 =dp[i 一 1 十 1, 和 否则 置 dp[ 让 =0, 所 以 dp[ 门 (0 二 i 入 一 1) 的 最 大 值 即 为 所 
求 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < iostream> 
#include < string.h> 
#include < string > 
using namespace std; 
# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
#define MAXN 258 
string str; 
int solve( ) // 求 解 算法 
{ int dp[MAXN]; 
memset(dp, 0, sizeof(dp)); 
if (str[0]>= "0' && str[0]<='9') //str[0] 为 数字 字符 
dp[0] =1; 
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for (int i=1;i< str.length();i 十 十 ) 
if (str[]>= "0' && str[]<= "9') //str 中 为 数字 字符 
dp[]=dp[i—1]+1; 
else 
dp[]=0; 
int ans=0; 
for (int j=0;j< str.length();j 十 十 ) 
ans 一 max(ans,dpD] ); 
return ans; 
} 
int main( ) 
{ cin>> str; 
printf("% d\n", solve()); 
return 0; 


实际 上 ,前 面 的 solve() 算 法 可 以 进一步 优化 如 下 (用 curlength 单个 变量 代替 dp 
数组 ) : 


int solvel() 
{ intcurlength=0,ans=0; 
char curch= str[0] ; 
for (int i=0;i< str.length();i 十 十 ) 
{ if (str[]>='0' && str[i]<='9') // 数 字 字 符 
curlength 十 十 ; 
else 
curlength=0; 
ans=max(ans, curlength) ; 
} 


return ans; 


求解 三 角形 最 小 路 径 问题 ” 光 





【问题 描述 】 给 定 高 度 为 的 一 个 整数 三 角形 , 找 出 从 顶部 到 底部 的 
最 小 路 径 和 ,注意 从 每 个 整数 出 发 只 能 向 下 移动 到 相 邻 的 整数 。 首 先 输入 
n, 接 下 来 的 1~n 行 ,第 i 行 输入 i 个 整数 ,输出 分 为 两 行 ,第 1 行为 最 小 路 
径 , 第 2 行为 最 小 路 径 和 。 例 如 ,图 8. 8 所 示 为 一 个 n==4 的 三 角形 ,输出 的 
路 径 是 2 3 5 3, 最 小 路 径 是 13。 

【问题 求解 】 将 三 角形 采用 二 维 数组 a[0..n 一 1][0..n 一 1] 存 
放 , 图 8.8 所 示 的 三 角形 对 应 的 二 维 数组 如 图 8. 9 所 示 ,从 顶部 到 底 6 5 7 
部 查找 最 小 路 径 , 那 么 结 点 (i,7) 的 前 驱 结 点 只 有 (i 一 1,j 一 1) 和 8 3 9 2 
(i 一 1, 站 两 个 ,如 图 8. 10 所 示 。 

















8.8 一 个 三 角形 
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2 
3 4 

6 5 7 
8 9 


图 8.9 二 维 数组 表示 


用 二 维 数组 dp 作为 动态 规划 数组 ,dp[ [表示 从 顶部 aL0J[L0j] 查 找到 (i,j) 结 点 时 的 
最 小 路 径 和 。 显 然 这 里 有 两 个 边界 , 即 第 1 列 和 对 角 线 ,达到 它们 中 结 点 的 路 径 只 有 一 条 ， 
而 不 是 常规 的 两 条 。 所 以 状态 转移 方程 如 下 : 


dp[0] [0] =a[o] [0] 
dp[[0]=dp[i—1] [0]+a[i] [0] 
dp 国 园 一 dp 一 可 区 一 本 十 a 吴 回 


@08, BEF 























图 8. 10 ” 相 邻 结 点 到 达 (i,7) 


顶部 边界 
考虑 第 1 列 的 边界 ,1<i<n 一 1 
考虑 对 角 线 的 边界 ,1<i<n 一 1 





dp[] [=min(dp[i—1] 0—1],dp[i—1]0])+a[] [0 


最 后 求 出 最 小 路 径 、ans 二 min(dp[n 一 1][ 站 j) 以 及 对 应 的 列 号 k。 

本 题 还 需要 求 出 最 小 和 路 径 ,为 此 设计 一 个 二 维 数组 pre,pre[ 门 [ 门 表示 查找 到 (i,j) 
结 点 时 最 小 路 径 上 的 前 驱 结 点 ,由 于 前 驱 结 点 只 有 两 个 , 即 (i 一 1,j 一 1) 和 (i 一 1,7), 用 
pre[ 计 [7 门 记录 前 驱 结 点 的 列 号 即 可 。 在 求 出 ans 后 ,通过 pre[n 一 1][kj] 反 推 求 出 反 向 路 


径 , 最 后 正 向 输出 该 路 径 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < vector> 
#include < string.h> 
using namespace std; 
#define MAXN 100 
// 问 题 表 示 
int a[MAXN] [MAXN]; 
int n; 
// 求 解 结果 表示 
int ans=0; 
int dp[MAXN] [MAXN]; 
int preLMAXN] [MAXN] ; 
int Search( ) 
tn 
dp[0] [0] =a[o] [0]; 
for(i=1;i<n;i 二 十 ) 


{ dp[][0]=dp[i—1][0]+a[d [0]; 


pre[i] [0] =i—1; 
} 
fortimlyi<nsitt) 


{ dp 国 国 =a 国 国 十 dp[i 一 可 Ci 一 巧 ; 


pre 国 团 三 一 1; 
} 


i> 1 的 其 他 有 两 条 达到 路 径 的 结 点 


// 求 最 小 和 路 径 ans 





// 考 虑 第 1 列 的 边界 


// 考 虑 对 角 线 的 边界 
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for(i 一 2;i< nii 十 十 ) // 考 虑 其 他 有 两 条 达到 路 径 的 结 点 
{ forG=1;j<i;jt 二 +)》 
{ ifcdp[i—1]0G—1<dp[i—10]) 
全 DEL 
dp 轩辕 =a 品 国 十 dp 一世 DG 一 巧 ; 
} 
else 
{ “pre 思 虽 =;; 
dp[]0]=ald0]+dp[i—1]0]; 
} 
} 
} 
ans=dp[n—1] [0]; 
int k=0; 
for (j=1;j<n;j 二 十 ) // 求 出 最 小 ans 和 对 应 的 列 号 k 
{ if(ans>dp[n—1]0]) 
{ ans=dp[n—1]0]; 


k=j; 
} 
} 
return k; 
} 
void Disppath(int k) // 输 出 最 小 和 路 径 
{ inti=n—1; 
vector < int > path; // 存 放 逆 路 径 向 量 path 
while (i>=0) // 从 (n 一 1,k) 结 点 反 推 求 出 反 向 路 径 
{ path.push_back(a[i] [k]); 
k=pre[i] [k] ; // 最 小 路 径 在 前 一 行 中 的 列 号 
二 下， // 在 前 一 行 中 查找 
} 
Vector < int >: :reverse_iterator it; // 定 义 反 向 迭代 器 
for (it= path. rbegin( ) ;it! 王 path.rend(); 十 十 it) 
printf("%d ", * it); // 反 向 输出 构成 正 向 路 径 
printf("\n"); 
} 
int main( ) 
{ intk; 


memset(pre, 0, sizeof(pre) ); 
memset(dp,0, sizeof(dp)); 
scanf("%d", Bn); // 输 入 三 角形 的 高 度 





a for (int i 一 0;i< nii 十 十 ) // 输 入 三 角形 


for (int j=0;j<=i;j 二 十 ) 
scanf("%d", &a[i] 0]); 


k= Search(); // 求 最 小 路 径 和 
Disppath(k) ; // 输 出 正 向 路 径 
printf("% d\n", ans); // 输 出 最 小 路 径 和 
return 0; 
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【算法 分 析 】 Search() 算 法 中 有 i 从 2 到 nn 一 1 从 1 到 i 一 1 的 两 重 循 环 ,容易 求 出 时 
间 复 杂 度 为 O(n?)。 


求解 最 长 公共 子 序列 问题 ”小 


【问题 描述 】 字符 序列 的 子 序列 是 指 从 给 定 字符 序列 中 随意 地 (不 一 
定 连续 ) 去 掉 若 干 个 字符 (可 能 一 个 也 不 去 掉 ) 后 所 形成 的 字符 序列 。 令 给 
定 的 字符 序列 = (zoyziy…zn-i) ,序列 Y 一 (y,y，…y-i) 是 X 的 子 序 
列 , 存 在 X 的 一 个 严格 递增 下 标 序列 (ia ,i ,…,i-1) ,使 得 对 所 有 的 7 一 0、1、 
… 一 1 有 Ti =Yjo 例如 ,六 ==(a,b,c,6,d,a,5),Y= 二 (b,c,d,b) 是 XX 的 一 视频 讲解 
个 子 序列 。 

给 定 两 个 序列 A 和 B, 称 序列 Z 是 A 和 B 的 公共 子 序列 是 指 Z 同 是 A 和 B 的 子 序列 。 
该 问题 是 求 两 序列 A 和 B 的 最 长 公共 子 序列 (Longest Common Subsequence,LCS)。 

【问题 求解 】 若 列举 A 的 所 有 子 序列 ,一 一 检查 其 是 否 又 是 B 的 子 序列 ,并 随时 记录 
所 发 现 的 子 序列 ,最 终 求 出 最 长 公共 子 序列 ,这 种 方法 耗 时 太 多 ,不 可 取 。 这 里 采用 动态 规 
划 法 。 

考虑 最 长 公共 子 序列 问题 如 何 分 解 成 子 问题 , 设 A=(ao yas*……*,am-1),B= (bo ,bi 
1) , 设 Z 一 (ss ,1) 为 它们 的 最 长 公共 子 序列 ,不 难 证 明 有 以 下 性 质 : 

(1) 如 果 aw-i1 二 5-1; 则 -1 二 am-1 二 56,-1; 且 (zo sz zh-2) 是 (ao ,al，…,am-2) 和 
(00,01，… ,50,-2) 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

(2) 如 果 a。-1 关 -1 且 zi 关 am-i;y 则 (zo ,zi，… ,zi-1) 是 (ao,al,…,am-2) 和 (bo， 
1，…,b,-1) 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

(3) 如 果 an -天 2-: 且 2 一 才 B-iy 则 (zo ，… sz4-1) 是 (ao yals… ,am-1) 和 (bo ,bi,…， 
5,-2) 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

这 样 ,在 找 A 和 B 的 公共 子 序列 时 分 为 以 下 两 种 情况 : 

(1) 车 a-1 二 6,-1; 则 进一步 解决 一 个 子 问 题 , 找 (ao sar,*… sam-2) 和 (bo ,bi ，*… ,bn -2) 
的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

(2) 如 果 an-: 天 六 -+, 则 要 解决 两 个 子 问题 , 找 出 (ao ars… am-2) 和 (bo ,bs…,b,-1) 
的 一 个 最 长 公共 子 序列 ,并 找 出 (ao ai, an- 和 (加 ,0 加-:) 的 一 个 最 长 公共 子 序 
列 , 再 取 两 者 中 的 较 长 者 作为 A 和 B 的 最 长 公共 子 序列 ， 

采用 动态 规划 法 ,定义 二 维 动态 规划 数组 dp, 其 中 dp[ 让 [站 为 子 序列 (ao ,aa-i) 




















和 (bo ,61，… ,bj-1) 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 。 每 考虑 一 个 字符 a[ 门 或 5[ 站 都 为 动态 规划 的 ~ 


一 个 阶段 ( 约 经 历 mXn 个 阶段 )。 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 
dp 国 四 =0 i 二 0 或 j=0 一 一 边界 条 件 
dp[] [=dp[i—1]0G—1]+1 a[i—1]=6bD—1] 
dp[i]0]=MAXCdp[] 0—1],dp[i—1] 0]) a[i—1]#A60—1] 


显然 ,dpLmj[nj] 为 最 终结 果 。 
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说 明 : 动态 规划 数组 是 设计 动态 规划 算法 的 关键 ,需要 准确 地 确定 其 元 素 的 含义 。 例 
如 ,这 里 dp[ 让 [ 门 表示 ab 中 从 头 开始 的 长 度 分 别 为 i 和 j 的 子 序列 的 LCS 长 度 , 这 两 个 子 
序列 的 末尾 字符 分 别 是 a;_1 和 bj_1。 当 然 ,也 可 以 指定 dp[ 门 [j 是 子 序列 (ao ,a ，… ai) 和 
(Bo sb1，…,bj) 的 LCS 长度, 那么 这 两 个 子 序 列 的 长 度 分 别 是 i 十 1 和 j 十 1, 它 们 的 末尾 字符 
分 别 是 a; 和 0b;, 此 时 需要 判断 ai 与 5b; 是 否 相 同 ,求解 结果 变 为 dp[m 一 1][n 一 1], 但 边界 条 件 
要 考虑 ao .bo 是 否 相 同等 情况 ,会 更 加 复杂 ,所 以 不 如 前 面 的 设置 方式 。 后 面 的 设置 方式 通 


常 是 针对 a.b 下 标 从 1 开始 的 情况 。 


那么 如 何 由 dp 求 出 LCS 呢 ? 例 如 ,X=(a,b,c,b,d,0) ,m= 二 6,Y==(a,c,b,b,a,b,d,0,0b)， 


7 一 9, 用 vector < char > 容器 subs 存放 LCS。 求 出 的 dp 数组 如 图 8. 11 所 示 , 从 dp[6][9] 





元 素 开始 , 求 subs 如 下 : 

(1) 当 元 素 值 等 于 上 方 相 邻 元 素 值 (dp[i][j]= 
dp[i 一 1jJ[ 站 J) 时 i 减 1。 

(2) 否则 , 当 元 素 值 等 于 左 方 相 邻 元 素 值 
(dP[ 让 [站 二 dp[ 避 [一 1]) 时 j 减 1。 

(3) 车 元 素 值 与 上 方 、 左 边 的 元 素 值 均 不 相等 
(dp[i][jj#dp[i—1J[L] 有 dp[iJ[jjAdp[Li[Lj—1),， 
说 明 一 定 有 dp[ 让 = dp[i 一 1j[j 一 1] 十 1, 此 时 
a[i 一 1]==6[j 一 1j, 将 a[i 一 1j 添 加 到 subs 中 ,并 将 
i\j 均 减 1。 



































图 8.11 
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求 出 的 dp 数组 及 求 LCS 的 过 程 


图 8. 11 中 的 阴影 部 分 满足 元 素 值 与 上 方 、 左 边 元 素 值 均 不 相等 的 情况 ,将 subs 中 的 所 


有 元 素 反 序 即 得 到 最 长 公共 子 序列 为 (a.c.b.d,0)。 
对 应 的 完整 求解 程序 如 下 : 


#include < iostream> 

#include < string.h> 

#include < vector> 

#include < string > 

using namespace std; 

# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 


#define MAX 51 // 序 列 中 最 多 的 字符 个 数 
// 问 题 表 示 
int m,n; 
string a,b; 
// 求 解 结果 表示 
int dp[MAX] [MAX] ; // 动 态 规划 数组 
vector < char > subs; // 存 放 LCS 
void LCSlength( ) // 求 由 
a 
for (i=0;i<=m;it 十 ) // 将 dp 团 [ 四 置 为 0, 边 界 条 件 
dp[] [0]=0; 





for (j=0;j<= // 将 dp[0] 串 置 为 0, 边 界 条 件 





dp[0] 0] 


for (i=1;i<=mi;i 十 十 ) 
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} 


void Buildsubs() // 由 dp 构造 subs 

{ int k=dp[m][n]; //k 为 a 和 bb 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 
int i=m; 
int j=n; 
while (k> 0) // 在 subs 中 放 人 最 长 公共 子 序列 ( 反 向 ) 


} 


void main() 


{ a="abcbdb"; 
b= "acbbabdbb" ; 
m=a. length(); //m 为 a 的 长 度 
n=b. length(); //n 为 b 的 长 度 
LCSlength(); // 求 出 dp 
Buildsubs(); // 求 出 LCS 
cout << "求解 结果 " << endl; 
cout <<" a: "<<a<<endl; 


cout 
cout 


Vector < char >: :reverse_iterator rit; 


for ( 


cout 
cout 


本 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
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for (j=1;j<=n;j 十 十 ) // 两 重 for 循环 处 理 a\b 的 所 有 字符 
{ if(ali—J]==b0—1]) // 情 况 (1) 
dp[]0]=dp[i—10—1+1; 
else // 情 况 (2) 


dp[]0]=max(dp[] 0G—1] ,dp[Li—1] 0]); 


if (dp[i] G] ==dp[i—1] 0]) 
I= 
else if (dp[] 0G]==dp[] 0G—1]) 
j== 
else // 与 上 方 、 左 边 元 素 的 值 均 不 相等 
{subs.push_back(a[i—1]); // 在 subs 中 添加 a[i 一 1] 
I = 


} 


<<" b: "<<b<< endl; 
<<"” 最 长 公共 子 序列 : "; 


rit 一 subs.rbegin() ;rit!= subs. rend() ;十 十 rit) 
cout << x rit; 

<< endl; 

<<"” 长 度 : " << dp[m] [nj] << endl; 





a:abcbdb 
b:acbbabdbb 


最 长 
长 度 


【算法 分 
列 , 求 其 最 长 


公共 子 序列 : acbdb 
2 


析 】〗 在 LCSlength 算法 中 使 用 了 两 重 循环 ,所 以 对 于 长 度 分 别 为 mx 和 nn 的 序 
公共 子 序列 的 时 间 复 杂 度 为 OC(mn) 、 空 间 复杂 度 为 OCGmn)。 


EEC O00 


【 例 8. 2〗 牛牛 有 两 个 字符 串 ( 可 能 包含 空格 ) ,他 想 找 出 其 中 最 长 的 公共 连续 子 串 的 
长 度 ,希望 你 能 帮助 他 。 例 如 ,两 个 字符 串 分 别 为 “abcde” 和 “abgde”, 结 果 为 2。 

这 里 是 求 两 个 字符 串 的 公共 连续 子 串 , 而 不 是 求 最 长 公共 子 序 列 。 设 置 二 维 动态 
规划 数组 dp, 对 于 两 个 字符 串 ; 和 4 ,用 dp[ 让 [站 表示 s[0.. 让 和 zt[0.. 站 的 公共 连续 子 串 的 长 
度 ( 并 非 最 大 长 度 )。 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 


dp[][0]=1 车 s 轨 ===t[0] (初始 化 dp 的 第 1 列 ,0<i<n) 
dp[0j 0D]=1 车 s[0] 二 =t[] (初始 化 dp 的 第 1 行 ,0<j<m) 
dp 四 [ 轨 =dp[i 一 了 0 一 1 十 1 车 s[==t[j](1<i<n,1<j<m) 


最 后 在 dp[ 疏 [7] 中 求 出 最 大 值 ans 即 为 所 求 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string> 
using namespace std; 
#define MAXM 51 
#define MAXN 51 
#define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
// 问 题 表示 
string s="abcde"; 
string t= "abgde"; 
// 求 解 结果 表示 
int dp[MAXM] [MAXN] ; 
int Maxlength(string s, string t) // 求 s 和 t 的 最 长 公共 连续 子 串 的 长 度 
{ intans=0; 
int i,j; 
int n=s. length(); 
int m=t. length(); 






memset(dp, 0, sizeof(dp)); // 初 始 化 数组 dp 
for(i=0; i<n; i 十 十 ) // 初 始 化 dp 的 第 1 列 
if(s[] ==t[0]) 
dp[] [0] =1; 
forti—0n iam ty // 初 始 化 dp 的 第 1 行 
ifCsL0]==+0]) 
dp[0] GJ]=1; 
for(i=1; i<n; i 十 十 ) // 利 用 状态 转移 方程 求 dp 的 其 他 元 素 


for(j=1; j<m; j 十 十 ) 
Oem as=tly 
dp[]0G]=dp[i—1J0—1+1; 
ans=max(ans, dp[i] 0]); 





BEE } 


return ans; 
} 
void main( ) 
{ printf(" 求 解 结果 \n"); 
printf(" 最 长 的 公共 连续 子 串 : %d\n", Maxlength(s,t)); // 输 出 : 2 
} 
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求解 最 长 递增 子 序列 问题 ” 光 


【问题 描述 】 给 定 一 个 无 序 的 整数 序列 a[0..n 一 1], 求 其 中 最 长 递增 
子 序列 的 长 度 。 例 如 ,a[ ]=={2,1,5,3,6,4,8,9,7} ,n= 二 9, 其 最 长 递增 子 序 
列 为 {1,3,4,8,9} ,结果 为 5。 

【问题 求解 】 设计 动态 规划 数组 为 一 维 数组 dp,dp[ 门 表示 a[0.. 丫 中 
以 [要 结尾 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 。 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 

















dp 轩 =1 0<i<n—1 
dp[i]=max(dp[i] ,dp[] 二 1) 车 a[i]>aD],0<i<n 一 1,0<j<i—1 


求 出 dp 后 ,其 中 的 最 大 元 素 即 为 所 求 。 对 于 本 题 样 例 , 求 解 dp 的 过 程 如 下 : 


(1) a[2] (5) > a[0] (2): dp[2]=max(dp[2] (1), dp[0] (1)+1)=2 
(2) a[2](5) > a[l] (1): dp[2] =max(dp[2] (2),dp[1] (1)+1)=2 
(3) a[3] (3) > a[0] (2): dp[3] =max(dp[3] (1), dp[0] (1)+1)=2 
(4) a[3] (3) > a[l] (1): dp[3]=max(dp[3] (2),dp[1] (1)+1)=2 
(5) a[4] (6) > a[0] (2): dp[4]=max(dp[4] (1),dp[0] (1)+1)=2 
(6) a[4] (6) > a[l] (1): dp[4]=max(dp[4] (2),dp[1] (1)+1)=2 
(7) a[4] (6) > a[2] (5): dp[4] =max(dp[4] (2), dp[2] (2)+1)=3 
(8) a[4] (6) > a[3] (3): dp[4] =max(dp[4] (3), dp[3] (2)+1)=3 
(9) a[5](4) > a[0] (2): dp[5]=max(dp[5] (1), dp[0] (1)+1)=2 
(10) a[5] (4) > a[l] (1): max(dp[5] (2), dp[1] (1)+ 
(11) a[5] (4) > a[3] (3): max(dp[5] (2), dp[3] (2)+ 
(12) a[6] (8) > a[0] (2): max(dp[6] (1), dp[0] (1)+ 
(13) a[6] (8) > a[l] (1): max(dp[6] (2), dp[1] (1)+ 
(14) a[6] (8) > a[2](5): max(dp[6] (2), dp[2] (2)+ 
(15) a[6] (8) > a[3] (3): max(dp[6] (3), dp[3] (2)+1)=3 
(16) a[6] (8) > a[4] (6): max(dp[6] (3), dp[4] (3)+1)=4 
(17) a[6] (8) > a[5] (4): max(dp[6] (4), dp[5](3)+1)=4 
(18) a[7] (9) > a[0] (2): max(dp[7] (1), dp[0] (1)+1)=2 
(19) a[7] (9) > a[1] OD): max(dp[7] (2), dp[1] (1)+1)=2 
(20) a[7] (9) > a[2] (5): max(dp[7] (2), dp[2] (2)+1)=3 
(21) a[7] (9) > a[3] (3): max(dp[7] (3), dp[3] (2)+1)=3 
(22) a[7] (9) > a[4] (6): ] (3), dp[4] (3)+1)=4 
(23) a[7] (9) > a[5] (4): ] (4), dp[5](3)+1)=4 
(24) a[7] (9) > a[L6] (8): 
(25) a[8] (7) > a[0] (2): 
(26) a[8] (7) > a[l] (1): 
(27) a[8] (7) > a[2] (5): 
(28) a[8] (7) > a[3] C3): 
(29) a[8] (7) > a[4] (6): 
(30) a[8] (7) > a[5] (4): 
























] (1), dp[0] (1)+1)=2 
] (2), dp[1] (1)+1)=2 
] (2), dp[2] (2)+1)=3 
] (3), dp[3] (2)+1)=3 
] (3), dp[4] (3)+1)=4 
(4), dp[5] (3)+1)=4 
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](4), dp[6] (4)+1)=5 | 
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其 中 最 大 的 dp 元 素 为 5。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAX 100 
# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
// 问 题 表示 
int a[]={2,1,5,3,6,4,8,9,7}); 
int n= sizeof(a)/sizeof(a[0]); 
// 求 解 结果 表示 
int ans=0; 
int dp[MAX]; 
void solve(int a[] ,int n) 
{ inti,j; 
for(i=0;i<n;i+ 二 ) 
{ dp[]=1; 
for(j=0;j<i;j 二 十 ) 
{if (Caly>aD]) 
dp[] =max(dp[i] ,dpD]+1); 
} 
} 
ans 一 dp[0] ; 
for(i=1;i< nii 十 十 ) 
ans=max(ans, dp[i]); 





} 
void main() 
{ solve(a,nm); 
printf( "求解 结果 \n"); 
printf("” ”最 长 递增 子 序列 的 长 度 : %d\n",ans); 
} 


【算法 分 析 】 solve() 算 法 中 含 两 重 循环 ,时 间 复 杂 度 为 O(n? ) 。 

提示 : 上 述 求 解 中 无 序 整数 序列 是 a[0..n 一 1], 用 dp[ 门 表示 a[0.. 门 中 以 a[ 门 结尾 的 
最 长 递增 子 序列 的 长 度 , 则 max{dp[ 站 11 三 j 壹 n 一 1) 为 最 终 解 。 如 果 无 序 整 数 序 列表 示 为 
a[1..nj ,设置 dp[ 门 表示 a[1.. 让 中 以 a[ 门 结尾 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 , 则 max{dp[j]| 
1 二 j 二 nn) 就 是 最 终 解 。 如 果 无 序 整 数 序 列 是 a[0..n 一 1], 设 置 dp[ 门 表示 a 中 以 a[i 一 1] 结 
尾 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 ,那么 最 终 解 同样 是 max{dp[j]|1 志 jn}。 


求解 编辑 距离 问题 米 


【问题 描述 】 设 A 和 B 是 两 个 字符 串 ,现在 要 用 最 少 的 字符 操作 次 数 扫 一 扫 
将 字符 串 A 转换 为 字符 串 B。 这 里 所 说 的 字符 操作 共有 以 下 3 种 : 

(1) 删除 一 个 字符 。 

(2) 插入 一 个 字符 。 

(3) 将 一 个 字符 替换 为 另 一 个 字符 。 




















304 


人 日 自 ， 动态 规划 





例如 A= 二 "sfdqxbw" ,B= 二 "gfdgw" ,结果 为 4。 

【问题 求解 】 设 字符 串 A、B 的 长 度 分 别 为 mwn, 分 别 用 字符 串 ab 存放 。 设 计 一 个 动 
态 规划 二 维 数组 dp, 其 中 dp[ 可 [7 门 表示 a[0..i 一 1](1 志 i 过 1) 与 5[0..j 一 1](1 志 j 二 nn) 的 最 
优 编辑 距离 ( 即 a[0..i 一 1] 转 换 为 5L0..; 一 1] 的 最 少 操 作 次 数 ) 。 

显然 , 当 B 串 空 时 要 删除 A 中 的 全 部 字符 转换 为 B, 即 dp[ 疏 [0] 二 i( 删 除 A 中 的 i 个 
字符 , 共 i 次 操作 ); 当 A 串 空 时 要 在 A 中 插入 也 的 全 部 字符 转换 为 B, 即 dp[0j[j]==j( 向 
A 中 插入 B 的 j 个 字符 , 共 j 次 操作 )。 

对 于 非 空 的 情况 , 当 a[i 一 1]==6[j 一 1 时 ,这 两 个 字符 不 需要 任何 操作 , 即 dp[i[j] 二 
dp 一 1j0 一 1, 当 a[i 一 1] 关 6b[j 一 1] 时 以 下 3 种 操作 都 可 以 达到 目的 : 

(1) 将 a[i 一 1J 蔡 换 为 6[j 一 1], 有 dp[ 让 [jj 二 dp[i 一 1jLj 一 1] 十 1( 一 次 蔡 换 操作 的 次 
数 计 为 1)。 

(2) 在 a[i 一 1J 字 符 后 面 插入 5b[j 一 1J 字 符 , 有 dp[i[j] 二 dp[ 记 [Lj 一 1j 十 1( 一 次 插入 操 
作 的 次 数 计 为 1) 。 

(3) 删除 a[i 一 1 字符 有 dp[ 问 [ 门 =dp[C 一 1][ 门 十 1( 一 次 删除 操作 的 次 数 计 为 1) 。 

此 时 dp[i][7 门 取 3 种 操作 的 最 小 值 ,所 以 得 到 的 状态 转移 方程 如 下 : 








dp[i] [=dp[i—1]0—1] 当 aGi 一 J=6 一 了 时 
dp[i] [=min(dp[i—1] 0 一 1]+1,dp[] 0 一 1 二 +1,dp[i 一 1][] 十 1)” 当 a[i 一 1] 隆 6D 一 J 时 


最 后 得 到 的 dp[m][n] 即 为 所 求 。 对 于 a 二 "sfdqxbw" ,6 二 "gfdgw" ,在 设置 边界 条 件 
后 ,求解 过 程 如 下 ， 


(1) dp[1J [1]=min(min(dp[0] [1](1), dp[1] [0] (1)), dp[oJ [0] (0))+1=1 
(2) dp[1] [2]=min(min(dp[0] [2] (2), dp[1] [1] C1)), dp[oJ [1] (1))+1=2 
(3) dp[1] [3]=min(min( dp[0] [3] (3), dp[1] [2] (2)), dp[0] [2] (2))+1=3 
(4) dp[1] [4] =min(min(dp[0] [4] (4), dp[1] [3] (3)), dp[o] [3] (3))+1=4 
(5) dp[1][5]=min(min(dp[0] [5] (5), dp[1] [4](4)), dp[0] [4] (4))+1=5 
(6) dp[2] [1]=min(min(dp[1] [1] (1), dp[2] [0] (2)), dp[1] [0] (1))+1=2 
(7) dp[2] [2]=dp[1] [1](1)=1 
(8) dp[2] [3]=min(min( dp[1] [3] (3), dp[2] [2] (1)), dp[1] [2] (2))+1=2 

(9) dp[2][4]=min(min(dp[1] [4] (4), dp[2] [3] (2)), dp[1] [3] (3))+1=3 

(10) dp[2] [5]=min(min(dp[1] [5] (5), dp[2] [4] (3)), dp[1] [4] (4))+1=4 
(11) dp[3] [1]=min(min(dp[2] [1] (2), dp[3] [0] (3)), dp[2] [0] (2))+1=3 






















(18) dp| 
(19) dp 
(20) dp 
(21) dp| 
(22) dp 
(23) dp 


=min(min(dp[3] [3] (1), dp[4] [2] (3)), dp[3] [2] (2))+1=2 
=min(min(dp[3] [4] (2), dp[4] [3] (2)), dp[3] [3] (1))+1=2 
=min(min(dp[3] [5] (3), dp[4] [4] (2)), dp[3] [4] (2))+1=3 
=min(min(dp[4] [1] (4), dp[5] [0] (5)), dp[4] [0](4))+1=5 
=min(min(dp[4] [2] (3), dp[5] [1] (5)), dp[4] [1] (4))+1=4 
] =min(min(dp[4] [3] (2), dp[5] [2] (4)), dp[4] [2](3))+1=3 


(12) dp[3. =min(min(dp[2] [2] (1), dp[3] [1] (3)), dp[2] [1] (2))+1=2 

(13) dp[3] [3] =dp[2] [2 01)=1 

(14) dp[3] [4]=min(min(dp[2] [4] (3), dp[L3] [3] (1)), dp[2] [3] (2))+1=2 

(15) dp[3. =min(min(dp[2] [5] (4), dp[3] [4] (2)), dp[2] [4] (3))+1=3 

(16) dp[4] [1] =minCminCdp[3] [1] (3), dp[4] [o] C4)) ,dp[3] Eo] C3))+1=4 ~ 
(17) dp[4 =min(min(dp[3] [2] (2), dp[4] [1] (4)), dp[3] [1] (3))+1=3 


cn 


























[= 
cn on 
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(24) dp[5] [4] =min(min(dp[4] [4] (2), dp[5] [3] (3)), dp[4] [3] (2))+1=3 
(25) dp ] 一 min(min(dp[4] [5] (3), dp[5] [4] (3)), dp[4][4] (2))+1=3 
(26) dp 0 

(27) dp 
(28) dp 
(29) dp 
(30) dp[ 
(31) dp 









1]=min(min(dp[5] [1](5), dp[6] [0](6)), dp[5][0](5))+1=6 
=min(min(dp[5] 4), dp[L6] [1] [1](5))+1=5 
[2](4))+1=4 
=min(min(dp[5] [4] (3), dp[L6] [3] (4)), dp[5] [3] (3))+1=4 
]=min(min(dp[5] [5] (3), dp[6] [4] (4)), dp[5] [4] (3))+1=4 
1]=min(min(dp[6] [1] (6), dp[7] [0] (7)), dp[6] [0] (6))+1=7 
=min(min(dp[6] [2] (5), dp[7] [1] (7)), dp[6] [1] (6))+1=6 
=min(min(dp[6] [3] (4), dp[7] [2] (6)) ,di [2](5))+1=5 
=min(min(dp[6] [4] (4), dp[7] [3] (5)), dp[6] [3] (4))+1=5 
=dp[6][4] (4)=4 





=min(min(dp[5] [3] (3), dp[L6] [2] 











































对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < string > 

using namespace std; 

# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 
#define MAX 201 

# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 
// 问 题 表示 

string a= "sfdqxbw" ; 

string b= "gfdgw" ; 


// 求 解 结果 表示 
int dp[MAX] [MAX]; 
void solve( ) // 求 p 
{ inti,j; 
for (i=1;i< 王 a.length();i 十 十 ) 
dp[] [0] =i; // 把 a 的 i 个 字符 全 部 删除 转换 为 b 
for (=1; j< 一 b.length(); j 十 十 ) 
dp[0] 0] =j; // 在 a 中 插入 b 的 全 部 字符 转换 为 b 





for (i=1; i<=a.length(); i 十 十 ) 
for (j=1; j<=b. length(); j 十 十 ) 
{ if Cali—1]==b0—1]) 
dp[]0]=dp[i—1]0—1]; 
else 
dp[] GJ]=min(min(dp[i—1] 0],dp[]0G—1]),dp[i—1]06—1])+1; 





} 
} 


void main( ) 
{ solveO); 
printf( "求解 结果 \n"); 


printf(” 最 少 的 字符 操作 次 数 : %d\n", dp[a.length()] [b.length()] ); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
最 少 的 字符 操作 次 数 :4 


徙 日 自 EE 





【算法 分 析 】 solve 〇 算法 中 有 两 重 循环 ,对 应 的 时 间 复 杂 度 为 OCm Xn)。 
< 名 7 AaB "9 | 
求解 0/1 背包 问题 2 认 


0/1 背包 问题 的 描述 见 4. 2. 6 小 节 , 该 问题 在 5. 2 节 采 用 回溯 法 求解 ,在 6. 2 节 采 用 分 
枝 限 界 法 求解 。 这 里 采用 动态 规划 求解 该 问题 。 

【问题 求解 】 对 于 可 行 的 背包 装载 方案 ,背包 中 物品 的 总 重量 不 能 超 
过 背包 的 容量 。 最 优 方案 是 指 所 装 入 的 物品 价值 最 高 , 即 2 (其 中 之 ; 
取 0 或 1, 取 1 表示 选取 物品 让 取得 最 大 值 。 这 里 仅 求 装 入 背包 物品 总 重量 
和 恰好 为 W 并 且 总 价值 最 高 的 最 优 方案 。 

在 该 问题 中 需要 确定 zi 、zs、…、z, 的 值 。 假 设 按 1 二 1、2、…、n 的 次 序 来 确定 x; 的 值 ， 
对 应 次 决策 即 个 阶段 。 

如 果 置 zi 二 0, 则 问题 转变 为 相对 于 其 余 物 品 ( 即 物品 2、3、…、n) ,背包 容量 仍 为 W 的 
背包 问题 。 若 置 zi 二 1, 问 题 就 变 为 关于 最 大 背包 容量 为 W 一 wi 的 问题 。 

在 决策 xz; 时 间 题 处 于 以 下 两 种 状态 : 

(1) 背包 中 不 装 入 物品 记 则 xz; 二 0, 背 包 不 增加 重量 和 价值 ,背包 余下 容量 7 不 变 。 

(2) 背包 中 装 入 物品 i, 则 xz; 二 1, 背 包 中 增加 重量 w; 和 价值 vi, 背包 余下 容量 + 

在 这 两 种 情况 下 背包 价值 的 最 大 者 应 该 是 对 zx; 决策 后 的 背包 价值 。 显 然 , 如 果子 问题 
的 结果 (zi ,zs，… ,zi) 不 是 一 个 最 优 解 , 则 (zi ,zs，…,z,) 也 不 会 是 总 体 的 最 优 解 。 在 此 问 
题 中 ,最 优 决策 序列 由 最 优 决策 子 序列 组 成 。 

设置 二 维 动态 规划 数组 dp.dp[ 门 [J 表示 缘 包 剩余 容量 为 r(1 二 r 二 W), 已 考虑 物品 1、 
2、… i(1 坟 i 志 n) 时 背包 装 和 人 物品 的 最 优 价值 。 显 然 对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 


扫 一 扫 

















视频 讲解 





dp[[0] 二 0( 背 包 不 能 装 入 任何 物品 ,总 价值 为 0， ”边界 条 件 dp[ 避 [0]=0(1<i<n) 

dp[0]["] 二 0( 没 有 任何 物品 可 装 入 ,总 价值 为 0) 边界 条 件 dp[0] [r] ==0(1<r<W) 
dp[i[r]=dp[i—1][r] 当 r 过 w[ 亲 时 物品 i 放 不 下 

dp 四 [7 二 max(dp[i 一 1[7] ,dp[i 一 1][r 一 w[ 避 ] 十 v[ 要 ) 否则 在 不 放 入 和 放 入 物品 i 之 间 选 最 优 解 





这 样 dp[n][W]J 便 是 0/1 背包 问题 的 最 优 解 。 





在 dp 数组 计算 出 来 后 ,推导 解 向 量 x 的 过 程 十 分 简单 ,从 dp[wj[Wj 开 始 : mw 


(1) 车 dp[ 杂 [rj 取 dp[i 一 1j[j ,状态 转移 方程 中 的 第 3 个 条 件 不 成 立 ,并且 只 满足 第 4 
个 条 件 中 放 入 物品 i 的 情况 , 即 dp[][r] 二 dp[i 一 1j[r 一 w[i]j 十 v[ 门 , 置 x[ 门 =1, 累 计 总 
价值 maxv 十 二 v[ 忆 ,递减 剩余 重量 ~ 一 ~ 一 ze[ 柯 。 

(2) 车 dp[ 站 [7]==dp[i 一 1J[r]j ,表示 物品 i 放 不 下 或 者 不 放 和 人 物品 i, 置 x[i]=0。 

例如 , 某 0/1 背包 问题 为 n= 二 5,w 二 {12,2,6,5,4},v 二 {16,3,5,4,6}( 下 标 从 1 开始 )， 
WW 二 10。 先 将 dp[ 疏 [0] 和 dpL0jJ[LxJ] 均 置 为 0, 其 求解 dp 的 过 程 如 下 : 
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(1) dp[1J0Q]=dp[0][1]=0 

(2) dp[1] [2] =max(dp[0] [2] (0), dp[o] [0] (0))+6=6 
(3) dp[1] [3] =max(dp[0] [3] (0), dp[o] [1] (0))+6=6 
(4) dp[1] [4]=max(dp[0] [4] (0), dp[o] [2] (0))+6=6 
(5) dp[1] [5]=max(dp[o] [5](0), dp[o] [3] (0))+6=6 
(6) dp[1] [6]=max(dp[O] [6] (0), dp[o] [4] (0))+6=6 
(7) dp[1][7]=max(dp[0] [7] (0), dp[o] [5] (0))+6=6 
(8) dp[1] [8]=max(dp[0] [8] (0), dp[o] [6] (0))+6=6 
(9) dp[1][9] =max(dp[o][9]C0), dpLo] [7](0))+6=6 
10]==max(dp[0] [10] (0), dp[0o] [8] (0))+6=6 
J]=dp[1j[1]=0 
]=max(dp[1] [2] (6), dp[1] [0] (0))+ 
3]=max(dp[1] [3] (6), dp[1] [1] (0))1 
=max(dp[1] [4] (6), dp[1] [2] (6))+ 
=max(dp[1] [5] (6), dp[1] [3] (6))1 
6] =max(dp[1] [6] (6), dp[1] [4] (6))+ 
7]=max(dp[1] [7] (6), dp[1] [5] (6))+ 
8]=max(dp[1] [8] (6), dp[1] [6] (6))1 
9]=max(dp[1] [9] (6), dp[1] [7] (6))+3=9 
(20) dp[2] [10] =max(dp[1] [10] (6), dp[1] [8] (6))+3=9 
(21) dp[3] 1]=dp[2][1]=0 

=dp[2][2]=6 

=dp[2][3]=6 

=dp[2][4]=9 

=dp[2][5]=9 

=max(dp[2] [6] (9), dp[2] [0] (0))1 
=max(dp[2] [7] (9), dp[2] [1] (0))+ 
=max(dp[2] [8] (9), dp[2] [2] (6))+ 
] =max(dp[2] [9] (9),dp[2] [3] (6))+ 
(30) dp[3] [10]= max(dp[2] [10] (9), dp[2] [4] (9))+5=14 
(31) dp[4] [1]=dp[3] [1] =0 

(32) dp[4] [2] =dp[3] [2] =6 


(33) dp[4J[3]=dp[3] [3]=6 







(11) dp[ 
(12) dp 





(15) dp 
(16) dp[2] 
(17) dp[2] 
(18) dp[2] 

































(34) dp[4] [4]=dp[3][4]=9 

(35) dp| ] (9) ,dp[3] [0] (07) 十 4 一 9 
(36) dp [6](9) ,dp[3] [1] (0))+4=9 
(37) dp 一 max(dp[3] [7](9),dp[3] [2] (6))+4=10 










(38) dp[ [8] (11), dp[3] [3] (6))+4=11 
(39) dp[ [9] (11), dp[3] [4] (9))+4=13 
(40) dp[ 条 [10] =maxCdp[3] [10] (14), dp[3] [5]C9))+4—14 


=max( dp[3] 























(41) dp[ 

ee (42) dp| 
(43) dp 
(44) dp J] =max(dp[4] [4] (9), dp[4] [0] (0))1 
(45) dp =max(dp[4] [5] (9), dp[4] [1] (0))+ 
(46) dp =max(dp[4] [6] (9), dp[4] [2] (6))+6=12 
(47) dp[5] =max(dp[4] [7] (10), dp[4] [3] (6))+6=12 
(48) dp[: =max(dp[4] [8] (11), dp[4] [4] (9))+6=15 
(49) dp| =max(dp[4] [9] (13), dp[4] [5] (9))+6=15 

















(50) dp[5] [10] =max(dp[4] [10] (14), dp[4] [6] (9))+6=15 


@08, ES 


注意 : 请 大 家 从 中 体会 动态 规划 法 求解 过 程 是 如 何 自 底 向 上 的 。 
最 后 求 出 dp , 回 推 求 最 优 解 的 过 程 如 下 : 


(1) i=5,r==W=10, 有 dp[5] [10] (15) 关 dp[4][10] (14), 则 x[5]=1,r=r 一 w[5] = 二 6。 
(2) i=i—1=4,dp[4] [6]=dp[3][6], 则 xz[4]=0。 

(3) i=i—1=3,dp[3] [6] =dp[2] [6], 则 x[3]==0。 

(4) i=i—1=2, dp[2] [6] (9)dp[1] [6] (6), 则 xz[2] =1,r=r—w[2] =4。 

(5) i=i—1=1, dp[1]J [4] (6)dp[0J] [4] (0), 则 xz[1]=1,r=r—w[1l] =2。 








如 图 8. 12 所 示 , 最 后 得 到 zz 为 (1,1,0,0,1), 背 包装 入 物品 总 重量 为 8, 总 价值 为 15, 图 
中 阴影 部 分 表示 满足 dp[ 疏 [rj] 取 dp[i 一 1J[xj 条 件 。 
































wi=2 
w=2 
w=6 
wa=5 
ws=4 
边界 条 件 
图 8.12 求 出 的 数组 及 求 xz 的 过 程 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 





#define MAXN 20 // 最 多 物品 数 
#define MAXW 100 // 最 大 限制 重量 
// 问 题 表示 
int n=5, W=10; //5 种 物品 ,限制 重量 不 超过 10 
int w[MAXN]={0,2,2,6,5,4}); // 下 标 为 0 的 元 素 不 用 
int vV[IMAXN]={0,6,3,5,4,6}); // 下 标 为 0 的 元 素 不 用 
// 求 解 结果 表示 
int dpLMAXN] [MAXW]; 
int xLMAXN] ; 
int maxv; // 存 放 最 优 解 的 总 价值 
void Knap() // 用 动态 规划 法 求 0/1 背包 问题 
{ inti,r; 
for (i=0si<en;it 十 }》 // 置 边界 条 件 dp[i] [0] 二 0 
dp[] [0] =0; 
for (r=0r<= Wirt ty) // 置 边界 条 件 dp[0][r] = 二 0 
dp[ 四 加 一 0; 
ior tie=liec=ntt ty 





bri(r=lrc Wry 
if (r<w[i]) 
dp[][d=dp[i— 1 [0d; 
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else 
dp[i] [rt]=max(dp[i—1][r] ,dpi 一 巧 [ 一 w 回 ] 十 v 品 ); 
} 
} 
void Buildx() // 回 推 求 最 优 解 
{ inti=n,r=W; 
maxv=0; 
while (i>=0) // 判 断 每 个 物品 
{ if (dp[J[d!=dp[i—1J[d) 
ls // 选 取 物 品 i 
maxv 十 一 v 口 ; // 累 计 总 价值 
r=r—w[]; 
} 
else 
x[] =0; // 不 选取 物品 i 
Le 
} 
} 
void main( ) 
{ KnapO); 
Buildx(); 
printf(" 求 解 结果 (最 优 方案 )\n"); // 输 出 结果 
printf("” 选取 的 物品 : "); 
for (int i 王 1;i< 一 nii 十 十 ) 
if (x[] ==1) 
printf("%d ”Di 
printf("\n"); 
printf(” 总 价值 = %d\n", maxv); 
} 
本 程序 的 执行 结果 如 下 : 
求解 结果 (最 优 方 案 ) 
选取 的 物品 : 1 2 5 
总 价值 =15 
【算法 分 析 】 KnapO 〇 算法 中 含有 两 重 for 循环 ,所 以 时 间 复 杂 度 为 O(nW) ,空间 复杂 
度 为 O(nW)。 
【 例 8.3】 点 菜 问 题 : 某 实验 室 经 常 有 活动 需要 叫 外 卖 .但 是 每 次 叫 外 卖 的 报销 经 费 的 
总 额 最 大 为 C 元 ,有 N 种 菜 可 以 点 ,经 过 长 时 间 的 点 菜 , 实 验 室 对 于 每 种 菜 i 都 有 一 个 量化 


的 评价 分 数 ( 表 示 这 个 菜 的 可 口 程 度 ) ,为 V;, 每 种 菜 的 价格 为 P;, 问 如 何 选择 各 种 菜 ,才能 
在 报销 额度 范围 内 使 点 到 的 菜 的 总 评价 分 数 最 大 。 注 意 : 由 于 需要 营养 多 样 化 ,每 种 菜 只 
能 点 一 次 。 

输入 描述 : 输入 的 第 1 行 有 两 个 整数 C(1 志 C1000) 和 N(1 三 N100),C 代表 总 共 
能 够 报销 的 额度 ,N 代表 能 点 菜 的 数目 ; 接 下 来 的 N 行 ,每 行 包 含 两 个 1 一 100( 包 括 1 和 
100) 的 整数 ,分 别 表示 菜 的 价格 和 菜 的 评价 分 数 。 

输出 描述 : 输出 只 包括 一 行 ,这 一 行 只 包含 一 个 整数 ,表示 在 报销 额度 范围 内 所 点 的 菜 
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得 到 的 最 大 评价 分 数 。 
输入 样 例 : 


904 
20 25 
30 20 
40 50 
10 18 
40 2 
25 30 
10 8 


样 例 输出 : 


95 
38 


本 例 类 似 0/1 背包 问题 (每 种 菜 只 有 选择 和 不 选择 两 种 情况 ), 求 总 价格 为 C 的 最 
大 评价 分 数 。 

设置 一 个 一 维 动态 规划 数组 dp,dp[ 门 表示 总 价格 为 j 的 最 大 评价 分 数 。 首 先 初 始 化 
dp 的 所 有 元 素 为 0, 对 于 第 i 种 菜 , 不 选择 时 dp[ 门 没有 变化 ; 若 选 择 ,dp[ 站 二 dp[j 一 P[ 让 十 
V[ 门 ,所 以 有 dp[ 门 二 max(dp[ 站 ,dp[j 一 P[ 门 ] 十 V[ 忆 )。 最 终 dpLC] 即 为 所 求 。 

对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < string.h> 

#define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
# define MAXN 101 

# define MAXV 1001 


// 问 题 表 示 

int N,C; 

int PLMAXN] ; // 价 格 

int VLMAXN] ; // 评 价 分 数 
// 求 解 结果 表示 

int dpLMAXV] ; //dp 

void solve() // 求 dp 


{ ior (ntimlyicoeN; 二) 
for(int j=C; j>=P[]; j 一 一 ) 
dp 国王 max(dp 中 ,dpD 一 P 回 ] 十 V 品 )， 





} 
int main( ) 
{ while (scanf("%d%d", &C, &N)!=EOF) 
{ memset(dp,0,sizeof(dp)); 
for(int i=ly is=Nit ty 
scanf("%d%d", &P[], &VOD); 
solve(); 
printf("% d\n", dp[C]); 
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} 


return 0; 


求解 完全 背包 问题 。 光 


【问题 描述 】 有 种 重量 和 价值 分 别 为 wi、wvi(0 志 i 过 nn) 的 物品 ,从 这 些 物品 中 挑选 总 
重量 不 超过 W 的 物品 , 求 出 挑选 物品 价值 总 和 最 大 的 方案 ,这 里 每 种 物品 可 以 挑选 任意 
多 件 。 

【问题 求解 】 采用 动态 规划 法 求解 该 问题 。 设 置 动态 规划 二 维 数组 
dp，dp[ 让 [站 表示 从 前 i 个 物品 中 选 出 重量 不 超过 j 的 物品 的 最 大 总 价值 ， 
显然 有 dp[ 门 [0]==0( 背 包 不 能 装 入 任何 物品 时 总 价值 为 0) ,dp[0][;]=0 
(没有 任何 物品 可 装 入 时 总 价值 为 0) ,将 它们 作为 边界 条 件 ( 采 用 memset 中 
函数 一 次 性 初始 化 为 0)。 另 外 设置 二 维 数组 全 ,其 中 fk[ 让 [jj] 存放 视频 讲解 
dp[ 站 [站 得 到 最 大 值 时 物品 i 挑选 的 件数 。 

对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 

















dp 团 四 =MAX{dpCi 一 巧 局 一 上 xz 器] 十 上 x v0} 
当 dp 轩 四 < dp 一 巧 局 一 上 * 世 四] 十 * au[ 问 (R* 加 回 委 疙 时 
fk 0]=k; 物品 i 取 k 件 


这 样 ,dp[nj[W]j 便 是 背包 容量 为 W、 考 虑 个 物品 (同一 物品 允许 多 次 选择 ) 时 得 到 的 背包 
最 大 总 价值 , 即 问题 的 最 优 结 果 。 

例如 ,n==3,WW=7,w= 二 (3,4,2),v 二 (4,5,3) ,其 求解 结果 如 表 8. 1 所 示 。 表 中 元 素 为 
dp[i[7j [人 [让 [jj], 其 中 /(n,W) 为 最 终结 果 , 即 最 大 价值 总 和 为 10。 回 推 最 优 方案 的 
过 程 是 找到 f[3J][7]=10,fk[3j[7]==2, 物 品 3 挑选 两 件 ,fk[2][W 一 2x2]=={k[2J[3]=0， 
物品 2 挑选 0 件 ,fk[1][3]==1, 物 品 1 挑选 1 件 。 
表 8.1 多 重 背包 问题 的 求解 结果 























_ 0 1 2 3 4 5 6 [a 
0 o[0] 0[o] 0[0] 0[o] 0[0] 0[0] 0[o] 0[o] 
1 0[0] 0[0] 0[0] 4[1] 4[1] 4[1] 8[2] 8[2] 
PE 2 o[0] o[0] o[o] 4[0] 5[1] 5[1] 8[0] 9[1] 
3 0[0] 0[0] 3[1] 4[0] 6[2] 7[1] 9[3] 10[2] 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#define MAXN 20 // 最 多 物品 数 
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#define MAXW 100 // 最 大 限制 重量 
// 问 题 表示 
int n, W; 
int wLMAXN] ,vLMAXN] ; 
// 求 解 结 果 表 示 
int dp[MAXN+1] [MAXW+1] ,人 ktLMAXN 十 IJ] [MAXW+1]; 
int solve() // 求 解 多 重 背 包 问 题 
{ inti,j,k; 
for (i 王 1;i< 王 nii 十 十 ) 
{ for (j=0;j<=W;j+t 十 ) 
for (k=0;k* w 品 < 一 j;k 十 十 ) 
{ 证 (dp 国有 半 <dp[i 一 可 DG 一 kx* w 吕 ] 十 kx v 口 ) 
{ dp 回国 =dp0 一 可 DG 一 kx* w 加 ] 十 kx vO ; 


全 口中 =k; // 物 品 i 取 k 件 
} 
} 
} 
return dp[n]j [W]; 
} 
void Traceback() // 回 推 求 最 优 解 
{ inti=n,j=W:; 
while (i>=1) 
{ printf(" 物 品 %d 共 %d 件 ",i,fk[] 上 0]); 


j—=fk[ 0 * wy; // 剩 余 重量 

过 二 
} 

Printf("\n"); 

} 

void main( ) 

{  w[]=3; w[2]=4; w[3]=2; 
v[1]=4; v[2] =5; v[3] 一 3; 
n™=3; We™7, 
memset(dp,0, sizeof(dp)); 
memset(fk,0, sizeof (fk)); 
printf(" 最 优 解 :\n"); 
printf(" 总 价值 ==%d\n", solve()); 
printf(" 方案 : ");Traceback(); 

|! 





本 程序 的 执行 结果 如 下 : mm 


最 优 解 : 
总 价值 =10 
方案 :物品 3 共 2 件 物品 2 共 0 件 物品 1 共 1 件 


【算法 分 析 】 solve 算法 有 三 重 循环 ,k 的 循环 最 坏 可 能 是 0 一 W, 所 以 算法 的 时 间 复 杂 
度 为 O(nW?)。 
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实际 上 ,在 上 述 算法 中 不 必 使 用 循环 ,可 以 修改 为 在 挑选 物品 i 时 直接 多 次 重复 挑 
选 。 因 为 在 dp[ 门 [7] 的 计算 中 选择 k(k 宇 1) 个 的 情况 与 在 dp[ 疏 [一 w[ 羽 ] 的 计算 中 选择 
& 一 1 个 的 情况 是 相同 的 ,所 以 dp[ 疏 [jj 的 递 推 中 三 1 部 分 的 计算 已 经 在 dp[i][j 一 w[i] 
的 计算 中 完成 了 。 
dp[i][j]= MAX! dp[i—1][j—kX wil]+kXxv[i]} 
= MAX{ dp[i— 1J0D],MAX{dp[i— 1]G —kX w[i]+k xX v[i]}} 
= MAX{ dp[i— 1J0],MAX{dp[i— 1JG—wLi]—kX wii]+kX wi} ++v[i] } 


= MAX{ dp[i—1][0;],dp[i][lj —w[i]]+v[i] } 

类 似 于 将 12 转换 为 质 因 数 的 乘积 ,可 以 采用 这 样 的 计算 过 程 : n= 二 12,n%2 二 0， 
n%(2X2) 二 0( 多 次 判断 2 是 否 为 质 因 数 ) ,n= 二 n/(2X2)==3,n%3 二 0,n 二 n/3 二 1, 则 12 
2X2X3; 也 可 以 采用 这 样 的 计算 过 程 : zw 王 12,m%2 王 0,m 一 xz/2 王 6,72%2 一 0, 一 2/ 2 一 3， 
n%3==0,n 二 3/3 二 1, 则 12=2X2X3。 

















对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 

dp[][ 中 =dp[i 一 [0 当 j<w 轨 时 物品 i 放 不 下 

dp 因 [ 中 二 max(dp 了 一 了 四 ,dp 四 上 一 w[] 十 v 轨 ) ”否则 在 不 放 入 和 重复 放 和 物品 i 之 间 选 最 优 解 
修改 后 只 求 最 大 价值 的 算法 如 下 : 

int solvel() // 用 动态 规划 法 求 完全 背包 问题 

{ inti,k,j; 


for (i=1;i<=n;it 十 ) 
for (j=0;j < 一 W;j 十 十 ) 
{ ifG<wO) 
dp[] 0]=dp[i—1]0]; 
else 
dp[]0] =max(dp[i—1] 0],dp[] 0G—w[d]+v[0); 
} 
return dp[n] [W]; // 返 回 总 价值 
} 


该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OW)。 
求解 资源 分 配 问题 光 


【问题 描述 】 资源 分 配 问题 是 将 数量 一 定 的 一 种 或 若干 种 资源 ( 原 材 
料 ,资金 .设备 或 劳动 力 等 ) 合 理 地 分 配给 若干 个 使 用 者 ,使 总 收益 最 大 。 

例如 , 某 公司 有 3 个 商店 A、B、C, 拟 将 新 招聘 的 5 名 员工 分 配给 这 3 个 
商店 ,各 商店 得 到 新 员工 后 每 年 的 赢利 情况 如 表 8. 2 所 示 , 求 分 配给 各 商店 
各 多 少 员 工 才能 使 公司 的 赢利 最 大 ? 
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表 8.2 分 配 员工 数 和 赢利 情况 (单位 : 万 元 ) 








员工 数 
商店 0 人 A 2 人 3 人 4 人 5 
A 0 3 9 12 13 
B 0 5 10 11 11 11 
总 0 4 6 11 i2 i 








【问题 求解 】 采用 动态 规划 求解 该 问题 。 设 置 3 个 商店 A、B、C 的 编号 分 别 为 1 一 3， 
这 里 总 员工 数 n 二 5, 商 店 个 数 m 二 3。 假设 从 商店 3 开始 ,设置 二 维 动态 规划 数组 为 dp, 其 
中 dp[ 疏 [sj 表示 考虑 商店 ;一 商店 m 并 分 配 总 共 s 个 人 后 的 最 优 赢利 ,另外 设置 二 维 数组 
pnum, 其 中 pnum[i][s] 表 示 求 出 dp[ 门 [s] 时 对 应 商店 i 的 分 配 人 数 。 对 应 的 状态 转移 方程 
如 下 : 


dp[m+1] 0]=0 边界 条 件 ( 类 似 终点 的 dp 值 为 0) 
dp[i] [sj] =max(v[] [二 dp[i+1] [si]) pnum[][s] 二 dp[][s] 取 最 大 值 的 j(0<j<n) 


显然 ,dp[1][n] 就 是 最 优 赢利 。 对 于 表 8. 2 中 的 示例 ,首先 设置 dp[L4][ * ] 一 0, 求 解 dp 
的 过 程 如 下 (dp[i][sj] 的 求 值 是 通过 s 取 0~s 值 比较 取 最 大 值 的 结果 ,这 里 仅仅 给 出 最 终 
结果 ): 


v[3] [1]+dp[4] [0] =4+0=4, pnum[3] [1] =1 
(2) dp[3] [2]=v[3] [2] +dp[4] [0] =6+0=6, pnum[3] [2] =2 
(3) dp[3] [3] =v[3] [3] +dp[4] [0] =11+0=11, pnum[3] [3] =3 
(4) dp[3] [4] =v[3] [4]+dp[4] [0] =12+0=12, pnum[3] [4] =4 
(5) dp[3] [5] =v[3] [5] +dp[4] [0] =12+0=12, pnum[3] [5] =5 
6) dp[2] [1]=v[2] [1] +dp[3] [0]=5+0=5, pnum[2] [1]=1 
(7) dp[2] [2]=v[2] [2] +dp[3] [0]=10+0=10, pnum[2] [2] =2 
(8) dp[2] [3] =v[2] [2] +dp[3] [1] =10+4=14, pnum[2] [3] =2 
(9) dp[2] [4] =v[2] [2] +dp[3] [2] =10+6=16, pnum[2] [4] =2 
(10) dp[2] [5] =v[2] [2j]+dp[3] [3] =10+11=21, pnum[2] [5] =2 
(11) dp[1] [1]=v[1j [0]+dp[2] [1]=0+5=5, pnum[1] [1]=0 
(12) dp[1] [2]=v[1] [0]+dp[2] [2]=0+10=10, pnum[1] [2] =0 
(13) dp[1] [3] =v[1] [0]+dp[2] [3] =0+14=14, pnum[1] [3] =0 
(14) dp[1] [4] =v[1j [2j]+dp[2] [2] =7+10=17, pnum[1] [4] =2 
(15) dp[1] [5] =v[1j] [2]+dp[2] [3] =7+14=21, pnum[1] [5] =2 


(1) dp[3][1] 


J) 











然后 通过 pnum 反 推出 各 个 商店 i 的 分 配 人 数 ; 





(1) 二 1,s 二 pnum[R] [5] 二 2, 商 店 1 分 配 两 人 ,余下 的 人 数 r=n 一 s 二 3 
(2) k= 二 =k 十 1 二 2,s 二 pnum[k] [rj] 二 pnum[2] [3] 二 2, 商 店 2 分 配 两 人 ,余下 的 人 数 一 "一 :=1 
(3) & 一 A 十 1 一 3,s 一 pnum[A] [ 门 一 pnum[3] [1] 王 1, 商店 3 分 配 1 人 ,余下 的 人 数 r==n 一 ;二 0 

















对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAXM 10 // 最 多 商店 数 
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#define MAXN 10 // 最 多 人 数 
// 问 题 表 示 
int m=3,n=5; // 商 店 数 为 m、 总 人 数 为 n 


int vLMAXM] [MAXN] ={{0,0,0,0,0,0}, {0,3,7,9,12,13}, 
{0,5,10,11,11,11},{0,4,6,11,12,12}}; // 不 计 v[0] 行 


// 求 解 结果 表示 
int dpLMAXM] [MAXN] ; 
int pnum[MAXM] [MAXN] ; 
void Plan() // 求 最 优 方案 dp 
{ int maxf,maxj; 
for (int j=0;j<=n;j 二 十 ) // 置 边界 条 件 
dp[m+1]0]=0; 
tor int i=m?yi>=1i—) Wi 从 商店 3 到 1 进行 处 理 


{ for (int s 王 1;s< 一 nis 十 十 ) // 到 商店 i 为 止 分 配 的 总 人 数 为 s 





for (j 王 0;j< 一 s;j 十 十 ) // 找 该 商店 最 优 情况 maxf 和 分 配 人 数 maxj 
{if CvOIOG+dpLit 1 [si])>=maxf) 
{ maxf=v[]0]+dp[i+1][s—j]; 
maxj=j; 


/ 


} 
dp[i] [s] = maxf; 
pnum[i] [s] =maxj; 


} 
} 
void dispPlan() // 输 出 最 优 分 配方 案 


{ int k,r,s; 

s 一 pnum[I] [n] ; 

下 和 一 其 //r 为 余下 的 人 数 

printf(" 最 优 资 源 分 配方 案 如 下 :\n"); 

for (k 王 1;k< 一 mi;k 十 十 ) 

{ ”printf(”%c 商店 分 配 %d 人 \n",'A' 十 k 一 1,s); 
s=pnum[k+1][d; // 求 下 一 个 商店 分 配 的 人 数 
r=r—s; // 余 下 的 人 数 递 减 


} 
printf(" 该 分 配方 案 的 总 赢利 为 %d 万 元 \n", dp[1] [nj); 
} 
void main( ) 
{ PlanO); 
dispPlan(); 
} 





上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 资源 分 配方 案 如 下 : 
A 商店 分 配 2 人 
了 商店 分 配 2 人 
C 商店 分 配 1 人 
该 分 配方 案 的 总 赢利 为 21 万 元 
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【算法 分 析 】 Plan() 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 OGm Xn?)。 

上 述 算法 采用 反 向 方法 求 出 dp, 也 可 以 采用 正 向 方法 。 此 时 设置 dp[i[s] 表 示 考 虑 商 
店 1 一 商店 ;并 分 配 * 个 人 后 的 最 优 赢利 ,pnum[ 站 [sj 的 含义 与 前 面相 同 。 对 应 的 状态 转移 
方程 如 下 : 


dp[0] D7]=0 边界 条 件 ( 类 似 终点 的 dp 值 为 0) 
dp[i][s]=max(v[i] DJ]+dp[i—1][s—N]) pnum[][s] 二 dp[[s] 取 最 大 值 的 j(0<j<n) 


显然 ,dp[mj[nj] 就 是 最 优 赢利 ,从 pnum[mj[nj 开 始 推 导出 各 个 商店 分 配 的 人 数 。 对 
应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 





# define MAXM 10 // 最 多 商店 数 
#define MAXN 10 // 最 多 投入 的 人 数 
// 问 题 表示 
int m=3,n=5; // 商 店 数 为 m、 总 人 数 为 n 
int vLMAXM] [MAXN] ={{0,0,0,0,0,0}),{0,3,7,9,12,13}, 
{0,5,10,11,11,11}, {0,4,6,11,12,12}}; // 不 计 v[0] 行 
// 求 解 结果 表示 
int dp[MAXM] [MAXN] ; 
int pnum[MAXM] [MAXN] ; 
void Plan() // 求 最 优 方案 dp 
{ int maxf,maxj; 
for (int j=0;j<=n;j 二 + 十) // 置 边界 条 件 
dp[0] 0G]=0; 
for (int i=1;i<=m;i 二 十 ) // 从 商店 3 到 1 进行 处 理 
{ for (int s 王 1;s< 一 nis 十 十 ) // 将 各 人 数 分 配给 第 k 个 商店 
{ max{=0; 
maxj=0; 
for (j=0;j<=s;j+ 二 ) // 找 该 商店 的 最 优 分 配 人 数 j 


{ 诞 (CC 回国 十 dp[i 一 可 一 让)> 一 maxf) 
{maxf=v[]0G]+dp[i—1][s—ji]; 
maxj=j; 
} 
} 
dp[i] [可 一 maxf; 
pnum[i [s] = maxj; 


} 
} 
void dispPlan( ) // 输 出 最 优 分 配方 案 


OARS 8 
s 一 pnum[m] [n] ; 





r=n—s; //r 为 余下 的 人 数 
printf(" 最 优 资源 分 配方 案 如 下 :\n"); 
for (kmkS=lk——) // 从 m 到 1 
{ ”printf("” %c 商店 分 配 %d 人 \n",'A' 十 k 一 1,s); 
s=pnum[k—1][r]; // 求 下 一 个 阶段 分 配 的 人 数 
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沪 汪 让 本 // 余 下 的 人 数 递减 
} 
printf(" 该 分 配方 案 的 总 赢利 为 %d 万 元 \n", dp[mj] [nj); 
} 


void main() 
{ PlanO); 
dispPlan(); 


} 
上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


最 优 资源 分 配方 案 如 下 : 

C 商店 分 配 3 人 

B 商 店 分 配 2 人 

C 商店 分 配 0 人 

该 分 配方 案 的 总 赢利 为 21 万 元 


实际 上 ,从 图 搜索 的 角度 看 ,本 问题 对 应 一 个 这 样 的 多 段 图 : 从 源 点 A 出 发 有 6 条 有 向 
边 指向 Bi 一 Bi( 每 条 边 对 应 取 人 数 0 一 5, 权 值 为 A 取 不 同人 数 的 赢利 , 取 0 时 赢利 为 0), 从 
每 个 B,(1<i<6) 出 发 又 有 6 条 有 向 边 指向 Ci 一 Css (每 条 边 对 应 B 取 人 数 0 一 5, 权 值 为 取 
不 同人 数 的 赢利 ) ,同样 ,从 每 个 Ci:(1<i 硅 36) 出 发 又 有 6 条 有 向 边 指向 Di 一 Cas 。 问 题 的 
解 是 求 从 根 结 点 到 某 个 结 点 的 权 值 和 最 大 的 路 径 , 所 以 可 以 采用 回溯 法 和 分 枝 限界 法 求 
解 ,但 从 时 间 复 杂 度 来 看 ,动态 规划 法 是 比较 好 的 。 


求解 会 议 安排 问题 史 


会 议 安排 问题 的 描述 见 5. 12 节 ( 在 线 编程 题 1) ,要 求 采 用 回溯 法 求解 。 这 里 采用 动态 
规划 法 求解 ,并 以 表 8. 3 所 示 的 订单 说 明 求 解 过 程 。 
表 8.3 11 个 订单 (已 按 结束 时 间 递 增 排列 ) 
订单 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


开始 时 间 1 3 0 5 3 5 6 8 8 和 12 
结束 时 间 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 视频 讲解 


扫 一 扫 

















【问题 求解 】 由 于 只 有 一 个 教室 ,两 个 订单 不 能 相互 重 又 ,两 个 时 间 不 重 释 的 订单 称 为 
兼容 订单 。 给 定 若干 个 订单 ,安排 的 所 有 订单 一 定 是 兼容 订单 , 拒 接 不 兼容 的 订单 。 用 数组 
A 存放 所 有 的 订单 ,A[i 让 .6(0i<n 一 1) 存 放 订 单 i 的 起 始 时 间 ,A[ 门 .e 存放 订单 i 的 结束 
时 间 , 订 单 i 的 持续 时 间 A[i]. length 二 A[i].e 一 A[i. 5。 

说 明 : 从 表面 上 看 ,本 问题 与 第 7 章 的 7.2 节 中 的 活动 安排 问题 相同 ,但 实际 上 是 不 同 
的 ,这 里 是 求 兼容 订单 的 最 长 时 间 而 不 是 求 兼容 订单 的 最 大 个 数 。 例 如 ,订单 集合 一 {(3,6)， 
(1,8),(7,9)),n 二 3, 采 用 7.2 节 中 的 活动 安排 算法 , 先 按 结束 时 间 递 增 排序 为 {(3,6)， 
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(1,8),(7,9)} ,结果 求 出 的 最 大 兼容 订单 子 集 一 {(3,6),(7.9)}, 含 两 个 订单 ,对 应 的 订单 时 
间 一 (6 一 3) 十 (9 一 7) 一 5, 而 如 果 选 择 订 单 (1,8), 对 应 的 订单 时 间 一 8 一 1 一 7, 所 以 后 者 才 是 
问题 的 最 优 解 。 

这 里 采用 贪心 法 十 动态 规划 的 思路 , 先 将 订单 数组 A[0..n 一 1] 按 结束 时 间 递 增 排序 ， 
设计 一 维 动态 规划 数组 dp,dp[ 门 表示 A[0.. 菇 的 订单 中 所 有 兼容 订单 的 最 长 时 间 。 对 应 的 
状态 转移 方程 如 下 : 


dp[0] 二 订单 0 的 时 间 
dp 国王 maxfdp[ 一 本 ,dp[ 门 十 A 轩 .length}) 订单 了 是 结束 时 间 早 于 订单 开始 时 间 的 最 晚 的 订单 


其 中 ,“ 订 单 j 是 结束 时 间 早 于 订单 i 开始 时 间 的 最 晚 的 订单 ”的 含义 是 满足 A[ 门 . 5 三 
A[j].e 条 件 的 最 大 的 j ,或 者 说 订单 j 执行 后 会 立刻 执行 订单 i, 称 订单 j 为 订单 i 的 前 驱 
订单 。 例 如 , 若 一 个 执行 方案 为 订单 2 订单 6、 订 单 10, 则 顶点 10 的 前 驱 为 订单 6, 订 单 6 
的 前 驱 是 订单 2, 订 单 2 没有 前 驱 订单 。 

最 后 求 出 的 dp[n 一 1] 就 是 满足 要 求 的 结果 。 另 外 ,为 了 求 出 选中 哪些 订单 ,设计 一 维 
数组 pre,pre[ 门 表示 dp[ 门 的 前 驱 订 单 , 这 里 有 3 种 情况 : 

(1) 车 A[ 门 没有 前 驱 订 单 ,pre[ 门 设置 为 一 1。 例 如 订单 0 没有 前 驱 订 单 , 置 pre[0]= 一 1。 

(2) 若 不 选择 订单 A[ 门 ,pre[ 门 设置 为 一 2。 例 如 ,i==2 时 该 方案 已 经 选中 了 订单 1 但 
不 选中 订单 2, 则 pre[2]= 一 2。 

(3) 若 选择 订单 A[ 门 并 且 它 前 面 最 晚 的 前 驱 订 单 为 A[ 门 , 则 pre[ 门 设置 为 j。 例 如 ,该 
方案 已 经 选中 了 订单 1、.3, 考 虑 i 二 5 时 前 面 最 晚 的 前 驱 订 单 为 订单 3, 则 pre[5]=3。 

由 于 所 有 订单 是 按 结束 时 间 递 增 排序 的 ,所 以 可 以 采用 二 分 查找 方法 在 A[0..i 一 1] 中 
查找 A[ 门 .e 志 A[ 门 .5 的 最 后 一 个 A[ 门 。 对 应 的 算法 如 下 : 


int low=0, high=i—1; // 求 订单 i 的 前 驱 订 单 low 一 1 
while(low <= high) 
{ int mid 一 (low 十 high)/2; 
if(A[mid].e<=A 口 .b) low=mid+1; 
else high 一 mid 一 1; 
} 











在 利用 上 述 算法 求 AL[0.. 丫 中 最 晚 的 前 驱 订 单 A[jj 时 分 为 两 种 情况 : 
(1) 车 low 关 0( 表 示 选 中 订单 i 时 前 驱 订 单 为 j= 二 low 一 1) ,如 果 dp[ 门 =dp[i 一 1]( 或 者 
说 dp[i 一 1j 宇 dp[low 一 1] 十 A[ij. length) ,说 明 当 前 方案 不 会 选中 订单 i, 置 pre[ i 二 一 2; 














否则 说 明 会 选中 订单 i, 并 且 前 驱 订 单 为 j==low 一 1, 置 pre[i]==low 一 1。 mw 


(2) 车 low==0, 这 是 特殊 情况 ,dp[ 门 =max{dp[i 一 1],A[ 站 . length) ,车 dp[ 门 取 值 
dp[i 一 1], 说 明 不 选中 订单 i, 置 pre[ 门 = 一 2; 否则 说 明 选 中 订单 i, 并 且 订 单 i 作为 当前 方 
案 的 第 一 个 订单 ,也 就 是 说 它 没有 前 驱 订 单 , 置 pre[ 门 = 一 1。 

通过 pre 可 以 求 出 选择 的 订单 安排 方案 (该 方案 一 定 是 总 时 间 最 多 的 方案 ,但 不 一 定 是 
唯一 的 ,也 不 一 定 是 订单 个 数 最 多 的 方案 ) 。 

对 于 表 8. 3 中 的 示例 ,其 求解 过 程 如 下 : 


算法 设计 与 分 析 \ 目 GO 


(1) dp[0] =3。 

(2) i==1: 求 出 low==0,dp[1] 二 max{dp[0],A[1].length} 二 max{3,2) 二 3, 不 选中 订单 1, 置 pre[1]= 
—2。 

(3) i 二 2: 求 出 low 二 0,dp[2] 一 max{dp[1],A[2] .length) 一 max{3,6) 二 6, 选 中 订单 2 作为 第 一 个 订 
单 ,前 面 没 有 选中 订单 , 置 pre[2] = 一 1。 
(4) i 一 3: 求 出 low==2,dp[3] 二 max{dp[2] ,dp[1] 十 A[3].length}) = 二 {6,3 十 2} 二 6, 不 选中 订单 3, 置 


pre[3] =—2。 
(5) i 一 4: 求 出 low 一 0,dp[ 包 到 maxfdp[3],A[ 和 .length} 一 max{6,5} 一 6, 不 选中 订单 4, 置 pre[4]= 
一 2。 


(6) i 二 5: 求 出 low==2,dp[5] 二 max{dp[4] ,dp[1] 十 A[5].length) = 二 {6,3 十 4} = 二 7, 选 中 订单 5, 前 驱 
为 订单 1, 置 pre[5]=1。 
(7) i=6: 求 出 low=3,dp[6]= 二 max{dp[5],dp[2] 十 A[6] .length) =={7,6 十 4} = 二 10, 选 中 订单 6, 前 驱 
为 订单 2, 置 pre[6] 一 2。 
(8) i=7: 求 出 low=5,dp[7]= 二 max{dp[6], dp[ 筷 十 A[7] .length}) ={10,6 十 3} = 二 10, 不 选中 订单 7， 











置 pre[7]= 一 2。 
(9) i 一 8: 求 出 low=5,dp[8] 二 max{dp[7] ,dp[ 幻 十 A[8].length) 二 {10,6 十 4} 二 10, 不 选中 订单 8， 
置 pre[8] 二 一 2。 


(10) i==9: 求 出 low=0,dp[9]=max{dp[8] ,A[9] .length} =max{10,11} 二 11, 选 中 订单 9 作为 第 一 
个 订单 , 置 pre[9] = 一 1。 
(11) i=10: 求 出 low=9,dp| 
10, 置 pre[10] =8。 





[10] = 二 max{dp[9], dp[8] 十 A[10] .length) = 二 {11,10 十 3} = 二 13, 选 中 订单 


所 以 兼容 订单 的 总 时 间 为 dp[n 一 1] 二 dpL10] 二 13。 然 后 通过 pre 数组 从 pre[L10] 反 上 向 
推出 选中 订单 的 过 程 如 下 : 


(1) i==n 一 1=10, 选 中 订单 10( 如 同 在 活动 安排 问题 中 ,排序 后 的 活动 1 一 定 被 选中 ) 。 
(2) i 二 pre[10] =8, pre[8] = 二 一 2, 不 选中 订单 8。 

(3) i=i 一 1=7,pre[7] = 一 2, 不 选中 订单 7。 

(4) i=i 一 1=6, pre[6]==2, 选 中 订单 6。 

(5) i 二 pre[6] ==2, pre[2] 二 一 1, 选 中 订单 2, 结 束 。 


最 后 选中 的 订单 是 订单 2、 订单 6 和 订单 10。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#include < string.h> 

#include < vector> 

# include < algorithm > 

using namespace std; 

# define max(x,y) ((x)>(y)?(x):(y)) 
#define MAX 101 





// 问 题 表示 
EE struct NodeType 

{ intb; // 开 始 时 间 
int e; // 结 束 时 间 
int length; // 订 单 的 执行 时 间 
bool operator < (const NodeType t) const 
和 // 用 于 排序 的 运算 符 重 载 函 数 

return e<t.e; // 按 结束 时 间 递 增 排序 


} 
}; 


Ey] 


int n=11; 


NodeType A[MAX]={{1,4}, {3,5), {0,6}, {5,7}, {3,8}, {5,9}, {6,10}, {8,11}, {8,12}, 


{2,13}, {12, 15}}; 


// 求 解 结果 表示 
int dp[MAX] ; 
int pre[MAX] ; 


void solve() 


{ 


} 


memset(dp, 0, sizeof (dp)); 

stable_sort(A, A+n); 

dp[0] = A[O0]. length; 

pre[0]=—1; 

for (int i 王 1;i< nii 十 十 ) 

{ intlow=0, high=i—1; 
while(low <= high) 
{int mid 一 (low 十 high)/2; 

ii A[midj.e<=A 口 .b) 
low 王 mid 十 1; 
else 
high 王 mid 一 1; 
} 
if (low==0) 
{ if(dp[i—1]>=A[i] .length) 
{ dp[]=dp[—; 











pre[]=— 
” 
else 
{ dp[]=A[Y.length; 
pre[i]=—1; 
} 
} 
else 


{ if (dp[i—1]>=dp[low—1]+A[i .length) 





{ dp[]=dp[low—1]+A[d.length; 


pre[] =low—1; 


} 


void Dispasolution( ) 


{ 


vector< int > res; 
一 
while (true) 
Wy 
break; 
if (pre[]==—2) 
一 
else 
{ res.push_back(i); 
i=pre[] ; 


// 在 A[0..i 一 切中 查找 结束 时 间 早 于 A[.b 的 最 晚 订单 A[low 一 1] 


O08, ES 


// 订 单个 数 
// 存 放 订 单 


// 动 态 规划 数组 
//pre[ 存 放 前 驱 订单 编号 
// 求 ap 和 pre 

//dp 数组 初始 化 

// 采 用 稳定 的 排序 算法 


// 特 殊 情况 


// 不 选中 订单 i 


// 没 有 前 驱 订 单 
//A 癌 前 面 最 晚 有 兼容 订单 A[low 一 1] 


// 不 选择 订单 i 


// 选 中 订单 i 


// 输 出 一 个 选择 的 订单 方案 
// 存 放 选 中 的 订单 编号 ( 反 向 ) 
// 从 nn 一 1 开始 





//A 国 没有 前 驱 订 单 
// 不 选择 订单 i 
// 选 择 订单 i 


ET 人 OO 


} 
} 
vector < int >: :reverse_iterator it; 
printf(" 选择 的 订单 : "); 
for (it= res. rbegin() ;it! 一 res.rend(); 十 十 it) 
printf("%d[%d, %d] ", *it, A[*id.b,AL*id.e); 
printf("\n"); 
printf(” 兼容 订单 的 总 时 间 : %d\n", dp[n 一 1]); 
} 
int main( ) 
{ for (inti=0; i<n; it+) // 求 订单 的 长 度 
A[i].length= A[i].e—A[d.b; 
solve(); 
printf( "求解 结果 \n"); 
Dispasolution() ; 
return 0; 


} 
上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
选择 的 订单 :2[0,6] 6[6,10] 10[12,15] 
兼容 订单 的 总 时 间 :13 


【算法 分 析 】 在 solveO) 算 法 中 一 共 循 环 次 ,二 分 查找 的 时 间 为 O(logzn), 所 以 算法 
的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogzn)。 


滚动 数组 Sk 


8.121 什么 是 滚动 数组 

在 动态 规划 算法 中 常用 动态 规划 数组 存放 子 问 题 的 解 , 由 于 一 般 是 存放 连续 的 解 ,有 时 
可 以 对 数组 的 下 标 进行 特殊 处 理 , 使 每 一 次 操作 仅 保留 若干 个 有 用 信息 ,新 的 元 素 不 断 循 环 
刷新 ,看 上 去 数组 的 空间 被 滚动 利用 ,这 样 的 数组 称 为 滚动 数组 (Scroll Array)。 其 主要 目 
的 是 压缩 存储 空间 。 

实际 上 ,滚动 数组 应 用 的 条 件 是 基于 递 推 或 递归 的 状态 转移 中 ,反复 调用 当前 状态 前 的 
几 个 阶段 的 若干 个 状态 ,而 每 一 次 状态 转移 后 有 固定 个 数 的 状态 失去 作用 。 滚 动 数组 便 是 充 
分 利用 了 那些 失去 作用 的 状态 的 空间 填补 新 的 状态 ,一 般 采 用 求 模 (%% ) 方 法 实现 滚动 数组 。 

例如 ,对 于 8. 1. 1 小 节 的 算法 1, 其 中 采用 了 一 个 dp 数组 ,实际 上 可 以 改 为 只 使 用 
dp[L0j]、dp[1] 和 dp[2]3 个 元 素 空间 ,采用 求 模 来 实现 。 对 应 的 算法 如 下 : 





int Fib2(int n) // 求 斐 波 那 契 数列 的 算法 2 
{ int dp[3]; 
dp[1]=1;dp[2]=1; 
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for (int i 一 3;i< 一 nii 十 十 ) 
dp[i % 3]=dp[(i—2)%3]+dp[(i—1)%3]; 
return dp[n%3]; 
} 


采用 上 述 方式 的 dp 数组 就 是 滚动 数组 ,从 而 算法 的 空间 复杂 度 由 O(n) 变 为 0(1)。 
8.122 用 滚动 数组 求解 01 背包 问题 

在 前 面 的 8. 8 节 中 ,如 果 仅 仅 需 要 求 装 入 背包 的 最 大 价值 (不 需要 利用 dp 求解 向 量 
z) ,由 于 第 i 个 阶段 (考虑 物品 站 的 解 dp[ 门 [x ] 只 与 第 ;一 1 个 阶段 (考虑 物品 ;一 1) 的 解 
dp[i 一 1J[* ] 有 关 , 在 这 种 情况 下 保存 更 前 面 的 数据 已 经 党 无 意义 ,所 以 可 以 利用 滚动 数组 
进行 优化 ,将 dp 数组 由 dpLMAXN]LMAXW] 改 为 dp[2][MAXW]。 对 应 的 状态 转移 方程 
如 下 Ce 的 初始 值 为 0, 其 取 值 只 有 0 或 者 1) : 


dp[0] [0]=0,dp[1] [0] =0 








dp[0J [r=0 
dp[c] [r=dp[1l—c] [rd] 当 r<w 加 时 物品 i 放 不 下 
dp[e] 四 二 max(dp[1 一 cj [rj],dp[1 一 dj[r 一 w[] 十 v 中 ) 否则 在 不 放 入 和 放 入 物品 i 之 间 选 最 优 解 
对 应 的 算法 如 下 : 
void Knap() // 用 动态 规划 法 求 0/1 背包 问题 
{intlrs 
int c=0; 
for (ij 一 0;i< 一 1;i 十 十 ) // 置 边界 条 件 dp[0..1] [0] =0 
dp[] [0] =0; 
or (r=O0r<= Wy // 置 边界 条 件 dp[0][r] ==0 
dp[o] [r=0; 
for (i=lyi<ensit 二 +) 
汪汪 
for termisr em Wt 
{ ifCr<w[]) 


dp[c] [r=dp[1—d [dg]; 


else 
dp[c] [JJ=max(dp[1—d] [r],dp[l—c] [Lr—wL]]+v[0]); 








} | 


这 样 背包 的 最 大 价值 存放 在 dp[n%2][W]j 中 ,算法 的 空间 复杂 度 由 O(nW) 下 降 为 
OW)。 从 中 可 以 看 出 ,采用 滚动 数组 时 算法 的 时 间 复 杂 度 不 变 , 仅 仅 改善 空 间 大 小 。 

【 例 8.4】 一 个 楼 梯 有 个 人 台阶 ,上 楼 可 以 一 步 上 一 个 台阶 ,也 可 以 一 步 上 两 个 台阶 ， 
求 上 楼 梯 共 有 多 少 种 不 同 的 走 法 。 

设 /(n) 表 示 上 个 台阶 的 楼 梯 的 走 法 数 ,显然 /(1) = 二 1,f(2)= 二 2( 一 种 走 法 是 一 步 
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上 一 个 台阶 \ 走 两 步 , 另 外 一 种 走 法 是 一 步 上 两 个 台阶 ) 。 

对 于 大 于 2 的 nn 个 台阶 的 楼 梯 , 一 种 走 法 是 第 一 步 上 一 个 台阶 ,剩余 "一 1 个 台阶 的 走 
法 数 是 f(n 一 1); 另外 一 种 走 法 是 第 一 步 上 两 个 台阶 ,剩余 n 一 2 个 台阶 的 走 法 数 是 f(n 一 2)， 
所 以 有 Ca) 王 FC2 一 1) 十 Fa 一 2) 。 





对 应 的 状态 转移 方程 如 下 : 
庆功 三 1 
f(2)=2 


f=fn—D)+f(n—2) n>2 
或 者 : 

OL 

f(D)=2 

A A | 


用 一 维 动态 规划 数组 dpLnj 存 放 f(x 十 1)。 对 应 的 求解 算法 如 下 : 


int solve( ) 
{ dp[0]=1; 
dp[1]=2; 


for (int ji 一 2;i< nii 十 十 ) 
dp[]=dp[i—1]+dp[i—2]; 
return dp[n—1]; 
} 


但 dp[ 门 只 与 dp[i 一 1] 和 dp[i 一 2] 两 个 子 问 题解 相关 , 共 3 个 状态 ,所 以 采用 滚动 数 
组 ,将 dp 数组 设置 为 dpL3], 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 

#define MAX 51 

// 问 题 表示 

int n; 

// 求 解 结果 表示 

int dp[3] ; 

int solvel() 

{ dp[0]=1; 
dp[1] =2; 





ER for (int i=2; i<n; i++) 


dp[i%3]=dp[(i—1)%3]+dp[(i—2)%3]; 
return dp[(n—1)%3]; 


void main( ) 
Xm lO 
printf("% d\n", solvel()); // 输 出 :89 


} 


324 


-上 88 FE 


其 他 二 维 数组 及 高 维 数组 也 可 以 做 这 样 的 改进 。 例 如 ,一 个 采用 普通 方法 实现 的 算法 
如 下 : 


void solve() 
{ int dp[MAX][MAX]; 
memset(dp,0, sizeof(dp)); 
for(int i=1;i< MAX;i 十 十 ) 
for(int j=0;j< MAX;j 十 十 ) 
dp[]0]=dp[i—1]0]+dp[] 0—1]; 
4 


车 MAX 为 1000, 上 面 的 方法 需要 1000X1000 的 空间 ,而 dp[][ 门 只 依赖 于 dp[i 一 1J[ 站 
和 dp[ 让 [一 起 ,所 以 可 以 使 用 滚动 数组 ,对 应 的 算法 如 下 : 


void solvel() 
{ int dp[2] [MAX]; 
memset(dp,0, sizeof(dp)); 
for(int i=1;i< MAX;i 十 十 ) 
for(int j=0;j< MAX;j 十 十 ) 
dp[i%2] 0]=dp[(i—1)%2] 0]+dp[i%2]0—1]; 
4 


改 为 滚动 数组 后 仅仅 使 用 了 2X 1000 的 空间 就 获得 和 1000X 1000 空间 相同 的 效果 。 
本 章 前 面 讨论 的 许多 示例 都 可 以 这 样 改进 (需要 注意 采用 滚动 数组 的 前 提 条 件 ) 。 





练习 题 尖 
1. 下 列 算法 中 通常 以 自 底 向 上 的 方式 求解 最 优 解 的 是 (  )。 
A. 备忘录 法 B. 动态 规划 法 C. 贪心 法 D. 回溯 法 
2. 备忘录 法 是 ( 。”) 的 变形 。 
A. 分 治 法 B. 回溯 法 C. 贪心 法 D. 动态 规划 法 
3. 下 列 (。”) 是 动态 规划 算法 的 基本 要 素 之 一 。 
A. 定义 最 优 解 B. 构造 最 优 解 
C. 算出 最 优 解 D. 子 问题 重 释 性 质 
4. 一 个 问题 可 用 动态 规划 法 或 贪心 法 求解 的 关键 特征 是 问题 的 (  )。 
A. 贪心 选择 性 质 B. 重 冯 子 问 题 mm 
C. 最 优 子 结构 性 质 D. 定义 最 优 解 
5. 简 述 动态 规划 法 的 基本 思路 。 
6. 简 述 动态 规划 法 与 贪心 法 的 异同 。 
7. 简 述 动态 规划 法 与 分 治 法 的 异同 。 
8. 下 列 算法 中 哪些 属于 动态 规划 算法 ? 
(1) 顺序 查找 算法 ; 
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(2) 直接 插入 排序 算法 ; 
(3) 简单 选择 排序 算法 ; 
(4) 二 路 归并 排序 算法 。 
9. 某 个 问题 对 应 的 递归 模型 如 下 : 


DL 
2 
GD) 一 F(n 一 1) 十 Fn 一 2) 十 … 十 FG1) 十 1 当 n>2 时 


可 以 采用 如 下 递归 算法 求解 : 


long f(int n) 
{ if(n==1) return 1; 
if (n==2) return 2; 
long sum= 1; 
for (int i 王 1;i< 王 n 一 1;i 十 十 ) 
sum 十 一 fi ; 
return sum; 


} 


但 其 中 存在 大 量 的 重复 计算 ,请 采用 备忘录 方法 求解 。 

10. 第 3 章 中 的 实验 4 采用 分 治 法 求解 半数 集 问题 .如果 直接 递归 求解 会 存在 大 量 重 
复 计 算 , 请 改进 该 算法 。 

11. 设计 一 个 时 间 复 杂 度 为 O(n ) 的 算法 来 计算 二 项 式 系数 CC(A< 7 。 

二 项 式 系数 Ct 的 求 值 过 程 如 下 : 


3 一 1 





Ci=1 
Gi=Ci231 二 Ci， 当 i 宇 j 时 
12. 一 个 机 器 人 只 能 向 下 和 向 右 移 动 ,每 次 只 能 移动 一 步 ,设计 一 个 算法 求 它 从 (0,0) 
移动 到 (m,n) 有 多 少 条 路 径 。 
13. 两 种 水 果 杂 交 出 一 种 新 水 果 , 现 在 给 新 水 果 取 名 ,要 求 这 个 名 字 中 包含 以 前 两 种 水 
果 名 字 的 字母 ,并 且 这 个 名 字 要 尽量 短 。 也 就 是 说 ,以 前 的 一 种 水 果 名 字 arrl 是 新 水 果 名 
字 arr 的 子 序列 , 另 一 种 水 果 名 字 arr2 也 是 新 水 果 名 字 arr 的 子 序列 。 设 计 一 个 算法 
求 arr。 
例如 : 输入 以 下 3 组 水 果 名 称 : 
apple peach 
ananas banana 
pear peach 
输出 的 新 水 果 名 称 如 下 : 
appleach 
bananas 


pearch 





实验 1. 求解 矩阵 最 小 路 径 和 问题 

给 定 一 个 痉 行 怀 列 的 矩阵 ,从 左上 和 角 开始 每 次 只 能 向 右 或 者 向 下 移动 ,最 后 到 达 右 下 
角 的 位 置 ,路 径 上 的 所 有 数字 累加 起 来 作为 这 条 路 径 的 路 径 和 。 编 写 一 个 实验 程序 求 所 有 
路 径 和 中 的 最 小 路 径 和 。 例 如 ,以 下 矩阵 中 的 路 径 1 23 al 20 26 al a0 是 所 有 路 径 中 路 
径 和 最 小 的 ,返回 结果 是 12: 

1 3 5 9 


实验 2. 求解 添加 最 少 括号 数 问题 

括号 序列 由 QO 、{}、[] 组 成 ,例如 “(([{}]))0O 〇 ”是 合法 的 ,而 “Oy{)”*()(}” 和 “({)}” 都 
是 不 合法 的 。 如 果 一 个 序列 不 合法 ,编写 一 个 实验 程序 求 添加 的 最 少 括号 数 ,使 这 个 序列 变 
成 合法 的 。 例 如 ,“(}(} ”最少 需要 添加 4 个 括号 变 成 合法 的 , 即 变 为 *O 〇 0{}O 〇 {)”。 

实验 3. 求解 买 股票 问题 

“ 逢 低 吸纳 ?是 炒股 的 一 条 成 功 秘诀 ,如 果 你 想 成 为 一 个 成 功 的 投资 者 ,就 要 遵守 这 条 秘 
诀 。“ 逢 低 吸纳 , 越 低 越 买 ”这 句 话 的 意思 是 每 次 你 购买 股票 时 的 股价 一 定 要 比 你 上 次 购买 
时 的 股价 低 。 按 照 这 个 规则 购买 股票 的 次 数 越 多 越 好 ,看 看 你 最 多 能 按 这 个 规则 买 几 次 。 

输入 描述 : 第 1 行为 整数 N (1 三 N5000) ,表示 能 买 股票 的 天 数 ; 第 2 行 以 下 是 N 个 
正 整数 (可 能 分 多 行 ) ,第 i 个 正 整 数 表示 第 i 天 的 股价 。 

输出 描述 : 输出 一 行 表示 能 够 买 进 股票 的 最 多 天 数 。 

输入 样 例 : 


12 
68 69 54 64 68 64 70 67 78 62 98 87 


样 例 输出 ， 


4 


实验 4. 求解 双核 处 理 问 题 

【问题 描述 】 一 种 双核 CPU 的 两 个 核能 够 同时 处 理 任务 ,现在 有 个 已 知 数据 量 的 任 
务 需 要 交 给 CPU 处 理 ,假设 已 知 CPU 的 每 个 核 1 秒 可 以 处 理 IKB, 每 个 核 同 时 只 能 处 理 
一 项 任务 ,n 个 任务 可 以 按照 任意 顺序 放 和 人 CPU 进行 处 理 。 编 写 一 个 实验 程序 求 出 一 个 设 
计 方 案 让 CPU 处 理 完 这 批 任务 所 需 的 时 间 最 少 , 求 这 个 最 少 的 时 间 。 

输入 描述 , 输入 包括 两 行 ,第 1 行为 整数 z(1 和 zs<50) ,第 2 行为 nn 个 整数 length[ 让 
(1024 二 length[i 寺 4194304) ,表示 每 个 任务 的 长 度 为 length[i]KB, 每 个 数 均 为 1024 的 
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倍数 。 
输出 描述 : 输出 一 个 整数 ,表示 最 少 需要 处 理 的 时 间 。 
输入 样 例 ， 


5 
3072 3072 7168 3072 1024 


样 例 输出 : 


9216 


实验 5. 求解 拆 分 集合 为 相等 的 子 集合 问题 

【问题 描述 】 将 1 一 的 连续 整数 组 成 的 集合 划分 为 两 个 子 集合 , 且 保 证 每 个 集合 的 数 
字 和 相等 。 例 如 ,对 于 n=4, 对 应 的 集合 {1,2,3,4} 能 被 划分 为 {1,4}、{2,3} 两 个 集合 ,使 得 
1 十 4 二 2 十 3, 且 划分 方案 只 有 这 一 种 。 编 程 实现 给 定 任 一 正 整数 n(1<n 二 39) ,输出 其 符合 
题 意 的 划分 方案 数 。 

输入 样 例 1: 

样 例 输出 1: 

输入 样 例 2: 

样 例 输出 2: 

输入 样 例 3: 

样 例 输出 3: 


(可 划分 为 {1,2} 、{3}) 


(可 划分 为 {1,3}、{2,4)) 


让 


(可 划分 为 {1,6,7}、{2,3,4,5}, 或 (1,2,4,7}、{(3,5,6}, 或 {1,3,4,6}、 
{2,5,7) ,或 {1,2,5,6)、{3,4,7}) 
实验 6. 求解 将 集合 部 分 元 素 拆 分 为 两 个 元 素 和 相等 且 尽 可 能 大 的 子 集合 问题 
【问题 描述 】 及 个 正 整 数 ,可 能 有 重复 ,现在 要 找 出 两 个 不 相交 的 子 集 A 和 B,A 和 
B 不必 覆盖 所 有 元 素 , 使 A 中 元 素 的 和 SUM(A) 与 B 中 元 素 的 和 SUM(B) 相 等 , 且 
SUM(A) 和 SUM(B) 尽 可 能 大 。 求 其 中 元 素 和 最 小 的 集合 的 元 素 和 。 


在 线 编程 题 米 


在 线 编程 题 1. 求解 公路 上 任意 两 点 的 最 近 距 离 问 题 
【问题 描述 】 某 环形 公路 上 及 个 站 点 ,分 别 记 为 ma az、 va， 从 ai 到 ai;+1 的 距离 为 
di, 从 a, 到 ai 的 距离 为 d ,假设 do 二 d, 二 1, 保 存在 数组 d 中 ,编写 一 个 函数 高 效 地 计算 出 





mr 公路 上 任意 两 点 的 最 近 距 离 ,要 求 空间 复杂 度 不 超过 O(n) 。 程 序 的 模板 如 下 : 


const int N=100; 
double DIN] ; 


void preprocess() 


由 
// 代 码 部 分 
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} 
double Distance( int i, int j) 
{ 
// 代 码 部 分 
} 


在 线 编程 题 2. 求解 袋鼠 过 河 问题 

【问题 描述 】 一 只 袋鼠 要 从 河 这 边 跳 到 河 对 岸 , 河 很 宽 , 但 是 河中 间 打 了 很 多 桩 子 ,每 
隔 一 米 就 有 一 个 ,每 个 柱子 上 有 一 个 弹簧 ,袋鼠 跳 到 弹簧 上 就 可 以 跳 的 更 远 。 每 个 弹簧 力量 
不 同 , 用 一 个 数字 代表 它 的 力量 ,如 果 弹 簧 的 力量 为 5, 就 表示 袋鼠 下 一 跳 最 多 能 够 跳 5 米 ， 
如 果 为 0, 就 表示 会 陷 进去 无 法 继续 跳跃 。 河 流 一 共 米 宽 , 袋 鼠 初 始 在 第 一 个 弹 自 上 面 ， 
若 跳 到 最 后 一 个 弹 答 就 算 过 河 了 ,给 定 每 个 弹簧 的 力量 , 求 袋鼠 最 少 需要 多 少 跳 能 够 到 达 对 
岸 。 如 果 无 法 到 达 , 输 出 一 1。 

输入 描述 : 输入 分 两 行 ,第 1 行 是 数组 长 度 n(1 志 mn 二 10 000) ,第 2 行 是 每 一 项 的 值 ,用 
空格 分 隔 。 

输出 描述 : 输出 最 少 的 跳 数 , 若 无 法 到 达 输 出 一 1。 

输入 样 例 : 


5 
20111 


样 例 输出 : 
4 


在 线 编 程 题 3. 求解 数字 和 为 sum 的 方法 数 问题 

【问题 描述 】 给 定 一 个 有 并 个 正 整数 的 数组 ac 和 一 个 整数 sum, 求 选择 数组 a 中 部 分 
数字 和 为 sum 的 方案 数 。 若 两 种 选取 方案 有 一 个 数字 的 下 标 不 一 样 , 则 认为 是 不 同 的 
方案 。 

输入 描述 : 输入 为 两 行 ,第 1 行为 两 个 正 整 数 n(1 志 n 志 1000) sum(1 迄 sum 过 1000) ,第 
2 行为 nn 个 正 整 数 a[ 门 (32 位 整数 ) ,以 空格 隔 开 。 

输出 描述 : 输出 所 求 的 方案 数 。 

输入 样 例 : 





515 
551023 


样 例 输出 : 
4 


在 线 编程 题 4. 求解 人 类 基因 功能 问题 
【问题 描述 】 众所周知 ,人 类 基因 可 以 被 认为 是 由 4 个 核 背 酸 组 成 的 序列 ,它们 简单 地 
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由 4 个 字母 A.C.G 和 了 表示 。 生 物 学 家 一 直 对 识别 人 类 基因 和 确定 其 功能 感 兴趣 ,因为 
这 些 可 以 用 于 诊断 人 类 疾病 和 设计 新 药物 。 

其 实 可 以 通过 一 系列 耗 时 的 生物 实验 来 识别 人 类 基因 ,在 计算 机 程序 的 帮助 下 得 到 基 
因 序 列 , 下 一 个 工作 就 是 确定 其 功能 。 生 物 学 家 确定 新 基因 序列 功能 的 方法 之 一 是 用 新 基 
因 作为 查询 搜索 数据 库 , 要 搜索 的 数据 库 中 存储 了 许多 基因 序列 及 其 功能 。 许 多 研究 人 员 
已 经 将 其 基因 和 功能 提交 到 数据 库 , 并 且 数据 库 可 以 通过 因特网 自由 访问 。 数 据 库 搜 索 将 
返回 数据 库 中 与 查询 基因 相似 的 基因 序列 表 。 

生物 学 家 认为 序列 相似 性 往往 意味 着 功能 相似 性 ,因此 新 基因 的 功能 可 能 是 来 自 列 表 
的 基因 的 功能 之 一 ,要 确定 哪 一 个 是 正确 的 ,需要 另 一 系列 的 生物 实验 。 请 编写 一 个 比较 两 
个 基因 并 确定 它们 的 相似 性 的 程序 。 

给 定 两 个 基因 AGTGATG 和 GTTAG:, 它 们 有 多 相似 ? 测量 两 个 基因 相似 性 的 一 种 方 
法 称 为 对 齐 。 在 对 齐 中 ,如 果 需 要 ,将 空间 插入 基因 的 适当 位 置 以 使 它们 等 长 ,并 根据 评分 
矩阵 评分 所 得 基因 。 

例如 ,在 AGTGATG 中 插入 一 个 空格 得 到 AGTGAT 一 G, 并 且 在 GTTAG 中 插入 3 
个 空格 得 到 一 GT 一 TAG。 空 格 用 减 号 (一 ) 表 示 。 两 个 基因 现在 的 长 度 相 等 ,这 两 个 字符 





串 对 齐 如 下 : 
AGTGAT 一 G 
GTEETAC 


在 这 种 对 齐 中 有 4 个 字符 是 匹配 的 , 即 第 2 个 位 置 的 G, 第 3 个 是 工 , 第 6 个 是 工 ,第 8 
个 是 G。 每 对 对 齐 的 字符 根据 表 8.4 所 示 的 评分 矩阵 分 配 一 个 分 数 ,不 允许 空格 之 间 进 行 
匹配 。 上 述 对 齐 的 得 分 为 (一 3) 十 5 十 5 十 (一 2) 十 (一 3) 十 5 十 (一 3) 十 5 一 9。 











表 8.4 评分 矩阵 
A C G 和 = 
A 一 一 2 一 1 一 于 
C pt 5 一 3 一 2 一 4 
G 一 2 一 3 5 一 2 一 2 
十 = 一 2 rr : 5 = 
at —4 = 罗 = x 





当然 ,可 能 还 有 许多 其 他 的 对 章 方式 (将 不 同 数量 的 空格 插入 到 不 同 的 位 置 得 到 不 同 的 
对 齐 方式 ), 例 如: 





AGTGATG 
一 CEA 一 全 


该 对 齐 的 得 分 数 是 (一 3) 十 5 十 5 十 (一 2) 十 5 十 (一 1) 十 5 一 14, 所 以 它 比 前 一 个 对 齐 更 
好 。 事 实 上 这 是 一 个 最 佳 的 ,因为 没有 其 他 对 齐 可 以 有 更 高 的 分 数 。 因 此 ,这 两 个 基因 的 相 
似 性 是 14。 

输入 描述 : 输入 由 工 个 测试 用 例 组 成 .T 在 第 1 行 输入 ,每 个 测试 用 例 由 两 行 组 成 ,每 
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行 包含 一 个 整数 (表示 基因 的 长 度 ) 和 一 个 基因 序列 ,每 个 基因 序列 的 长 度 至 少 为 1, 不 超 
过 100。 

输出 描述 : 打印 每 个 测试 用 例 的 相似 度 , 每 行 一 个 相似 度 。 

输入 样 例 : 


2 

7 AGTGATG 
5GTTAG 

7 AGCTATT 

9 AGCTTTAAA 


样 例 输出 : 


14 
21 


在 线 编程 题 5. 求解 分 饼干 问题 

【问题 描述 】 易 老 师 购买 了 一 盒 饼 干 ,盒子 中 一 共有 块 饼干 ,但 是 数字 & 有些 数位 变 
得 模糊 了 ,看 不 清楚 数字 具体 是 多 少 。 易 老师 需要 你 帮忙 把 这 上 块 饼 干 平分 给 个 小 朋友 ， 
易 老 师 保 证 这 盒 饼干 能 平分 给 个 小 朋友 。 现 在 需要 计算 出 k 有 多 少 种 可 能 的 数值 。 

输入 描述 : 输入 包括 两 行 ,第 1 行为 盒子 上 的 数值 &, 模 糊 的 数位 用 X 表示 ,长 度 小 于 
18( 可 能 有 多 个 模糊 的 数位 ) ,第 2 行为 小 朋友 的 人 数 n。 

输出 描述 : 输出 & 可 能 的 数值 种 数 ,保证 至 少 为 1 。 

输入 样 例 : 


9999999999999X 
3 


样 例 输出 : 


4 


在 线 编程 题 6. 求解 堆 砖 块 问题 

【问题 描述 】 小 易 有 块 砖 ,每 一 砖 块 有 一 个 高 度 , 小 易 希 望 利 用 这 些 砖 块 堆 砌 两 座 相 
同 高 度 的 塔 。 为 了 让 问题 简单 , 砖 块 堆砌 就 是 简单 的 高 度 相 加 , 某 一 块 砖 只 能 在 一 座 塔 中 使 
用 一 次 。 如 果 让 能 够 堆砌 出 来 的 两 座 塔 的 高 度 尽量 高 ,小 易 能 否 完成 呢 ? 

输入 描述 : 输入 包括 两 行 ,第 1 行为 整数 n(1<n 志 50), 即 一 共有 n 块 砖 ,第 2 行为 n 个 





整数 ,表示 每 一 块 砖 的 高 度 height[i] (1< height[i] 志 500 000)。 2 


输出 描述 : 如 果 小 易 能 堆砌 出 两 座高 度 相 同 的 塔 ,输出 最 高 能 拼凑 的 高 度 , 如 果 不 能 则 
输出 一 1。 测 试 数据 保证 答案 不 大 于 500 000。 
输入 样 例 : 


3 
235 


331 
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样 例 输出 : 


5 


在 线 编程 题 7. 求解 小 易 喜 欢 的 数列 问题 

【问题 描述 】 小 易 非 常 喜欢 有 以 下 性 质 的 数列 。 

(1) 数列 的 长 度 为 n。 

(2) 数列 中 的 每 个 数 都 在 1 到 之 间 ( 包 括 1 和 k)。 

(3) 对 于 位 置 相 邻 的 两 个 数 A 和 B(A 在 B 前 ), 都 满足 A<B 或 A MOD B!==0( 满 足 
其 一 即 可 )。 

例如 ,n= 二 4,&k 二 7, 那 么 {1,7,7,2), 它 的 长 度 是 4, 所 有 数字 也 在 1 到 7 范围 内 ,并 且 满 
足 性 质 (3) ,所 以 小 易 是 喜欢 这 个 数列 的 。 但 是 小 易 不 喜欢 14,4,4,2} 这 个 数列 。 小 易 给 出 
n 和 上 ,希望 你 能 帮 他 求 出 有 多 少 个 是 他 喜欢 的 数列 。 

输入 描述 : 输入 包括 两 个 整数 n 和 k(1<n 志 10,1k 志 10 000)。 

输出 描述 : 输出 一 个 整数 , 即 满足 要 求 的 数列 个 数 ,因为 答案 可 能 很 大 ,输出 对 
1 000 000 007 取 模 的 结果 。 

输入 样 例 : 


22 


样 例 输出 : 


3 


在 线 编程 题 8. 求解 石子 合并 问题 

【问题 描述 】 及 堆 石子 排 成 一 排 ,每 堆 石 子 有 一 定 的 数量 , 现 要 将 堆 石 子 合 并 成 为 
一 堆 , 合 并 只 能 每 次 将 相 邻 的 两 堆 石 子 堆 成 一 堆 , 每 次 合并 花费 的 代价 为 这 两 堆 石 子 的 和 ， 
经 过 一 1 次 合并 后 成 为 一 堆 , 求 出 总 代价 的 最 小 值 。 

输入 描述 : 有 多 组 测试 数据 ,输入 到 文件 结束 。 每 组 测试 数据 的 第 1 行 有 一 个 整数 ”， 
表示 有 堆 石 子 , 接 下 来 的 一 行 有 n(0 二 n 二 200) 个 数 ,分 别 表示 这 堆 石子 的 数目 ,用 空格 
隔 开 。 

输出 描述 : 输出 总 代价 的 最 小 值 , 占 单独 的 一 行 。 

输入 样 例 : 

3 

2 


7 
13781621418 


样 例 输出 : 


9 
239 


332 


全 日 自 ， ES 


在 线 编程 题 9. 求解 相 邻 比特 数 问题 
【问题 描述 】 一 个 位 的 0、1 字符 串 z=zz…z, 其 相 邻 比特 数 由 函数 : fun(z) 一 
zz 十 zz 十 za 十 … 十 zizs 计算 出 来 , 它 计算 两 个 相 邻 的 1 出现 的 次 数 。 例 如 : 


fun(011101101)=3 
fun(111101101)=4 
fun (010101010)=0 


编写 程序 以 和 pp 作为 输入 , 求 出 长 度 为 n 的 满足 fun(z) 二 p 的 zx 的 个 数 。 例 如 ,n= 
5.、p 二 2 的 结果 为 6, 即 有 11100、01110、00111、10111、11101 和 11011。 

输入 描述 : 第 1 行为 正 整 数 &(1 近 kt 和 10 表示 测试 用 例 个 数 ,后 面 含 个 测试 用 例 ,每 
个 测试 用 例 一 行 ,包含 和 p(1<n、p 二 100)。 

输出 描述 : 对 于 每 个 测试 用 例 , 输 出 一 个 整数 表示 相 邻 比特 数 等 于 p 的 0、1 字符 串 的 
个 数 。 
输入 样 例 : 
2 


52 
208 


样 例 输出 : 


6 
63426 


在 线 编程 题 10. 求解 周年 庆祝 会 问题 

【问题 描述 】 乌拉 尔 州立 大 学 80 周年 将 举行 一 个 庆祝 会 。 该 大 学 员工 呈现 一 个 层次 
结构 ,这 意味 着 构成 一 棵 从 校长 VB.，Tretyakov 开始 的 主管 关系 树 。 为 了 让 聚会 的 每 个 
人 都 快乐 ,校长 不 希望 员工 及 其 直属 主管 同时 出 席 , 人 事 办 公 室 给 每 个 员工 评估 出 一 个 快乐 
指数 。 你 的 任务 是 求 出 具有 最 大 快乐 指数 和 的 庆祝 会 客人 列表 。 

输入 描述 : 员工 编号 为 1~n, 第 1 行 输 入 包含 一 个 整数 (1 二 n 过 6000) ,后面 4 行 中 的 
第 i 行 给 出 员工 i 的 快乐 指数 。 快 乐 指数 的 值 是 一 128 一 127 的 整数 。 之 后 的 一 1 行 描 述 了 
一 个 主管 关系 树 ,每 行为 L K, 表 示 员 工 K 是 员工 工 的 直接 主管 。 整 个 输入 以 00 行 结束 。 

输出 描述 : 输出 出 席 庆 祝 会 的 所 有 客人 的 最 大 快乐 指数 和 。 

输入 样 例 : 





aa 


wi 0 ec rp) 
13 23 64 74 45 35(6 行 LK) 
00 


样 例 输出 : 


5 


333 
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图 是 一 类 常用 的 数据 结构 ,在 第 4 章 中 讨论 过 图 的 存储 结构 和 图 遍历 算法 ,本章 介绍 图 
的 最 小 生成 树 、 最 短路 径 以 及 求解 旅行 商 问题 和 网 络 流 等 算法 设计 。 





求 图 的 最 小 生成 树 3 


9.1.1 最 小 生成 树 的 概念 

一 个 连通 图 的 生成 树 (spanning tree) 是 一 个 极 小 连通 子 图 , 它 含有 图 中 的 全 部 顶点 。 

命题 设 G 是 一 个 合 nn 个 顶点 的 连通 图 ,TT 是 G 的 生成 树 : 

(1) 当 且 仅 当 开 有 ?一 1 条 边 。 

(2) 若是 G 的 一 条 边 ,e 不 属于 T, 那 么 TU{e} 含 有 一 个 回路 。 

对 于 一 个 带 权 (假定 每 条 边 上 的 权 均 为 大 于 零 的 数 ) 连 通 无 向 图 G 中 的 不 同 生成 树 ,其 
每 棵 树 的 所 有 边 上 的 权 值 之 和 也 可 能 不 同 ; 图 的 所 有 生成 树 中 具有 边 上 的 权 值 之 和 最 小 的 
树 称 为 图 的 最 小 生成 树 (minimal spanning tree) 。 

求 图 的 最 小 生成 树 有 很 多 实际 应 用 ,例如 城市 之 间 交 通 工程 造价 最 优 问题 就 是 一 个 最 
小 生成 树 问题 。 求 图 的 最 小 生成 树 主要 有 普 里 姆 算法 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 


9.12 用 普 里 姆 算法 构造 最 小 生成 树 


TF 于 里 好 算 决 特 造 最 玉 竺 成 笃 的 过 种 








普 里 姆 (Prim) 算 法 是 一 种 构造 性 算法 。 假设 G=(V,E) 是 一 个 具有 
个 顶点 的 带 权 连通 无 向 图 ,T= 二 (U ,TE) 是 G 的 最 小 生成 树 ,其 中 U 是 的 
顶点 集 ,TE 是 工 的 边 集 , 则 由 G 构造 从 起 始 顶 点 v 出 发 的 最 小 生成 树 工 的 
步骤 如 下 : 

(1) 初始 化 口 =={v) ,以 wv 到 其 他 顶点 的 所 有 边 为 候选 边 ， 

(2) 重复 以 下 步骤 一 1 次 ,使 得 其 他 一 1 个 顶点 被 加 入 到 U 中 。 

@ 以 顶点 集 U 和 顶点 集 V 一 U 之 间 的 所 有 边 ( 称 为 制 集 (U,V 一 U)) 作 为 候选 边 ,从 中 
挑选 权 值 最 小 的 边 ( 称 为 轻 边 ) 加 入 TE, 设 该 边 在 V 一 U 中 的 顶点 是 ,将 k 加 入 U 中。 

@ 考察 当前 V 一 U 中 的 所 有 顶点 j ,修改 候选 边 , 若 (4,j) 的 权 值 小 于 原来 和 顶点 j 关 
联 的 候选 边 , 则 用 (4, 门 取代 后 者 作为 候选 边 。 

对 于 图 9. 1 所 示 的 带 权 连通 图 G, 采 用 普 里 姆 算法 从 顶点 0 出 发 构造 的 最 小 生成 树 为 
(0,5),(0,1),(1,6),(1,2),(2,3),(3,4), 如 图 9.2 所 示 , 图 中 各 边 上 圆圈 内 的 数字 表示 普 





























里 姆 算法 输出 边 的 顺序 。 





图 9.1 一 个 带 权 连通 图 G 图 9.2 G 的 一 棵 最 小 生成 树 
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Prim 算法 是 基于 图 的 邻接 矩阵 g 和 起 始 顶 点 v 实现 的 ,其 设计 的 关键 是 在 两 个 顶点 集 
U 和 V 一 U 之 间 选 择 权 最 小 的 边 ,为 此 建立 两 个 一 维 数组 closest 和 lowcost, 用 于 记录 这 两 
个 顶点 集 之 间 具 有 最 小 权 值 的 边 。 

(1) 通过 lowcost 数组 标识 一 个 顶点 属于 U 还 是 V 一 U 集合 。 属 于 UU 集合 的 顶点 i 满 
足 lowcost[ 疏 ==0, 属 于 V 一 U 集合 的 顶点 j 满足 lowcost[j] 关 0。 

(2) 对 于 V 一 U 集合 的 某 个 顶点 j, 它 到 UU 集合 可 能 有 多 条 边 ,其 中 最 小 的 边 为 (&,j)， 
那么 用 lowcost[j] 记 录 这 条 最 小 边 的 权 值 ,用 U={illowcost[i]=0} 
closest[jj 记 录 U 中 的 这 个 顶点 j, 如 图 9. 3 所 
示 。 若 lowcost[j] 二 吕 , 则 表示 从 顶点 j 到 UU 没 
有 边 。 lowcost[j] 

(3) Prim 算法 首先 假设 U 仅仅 包含 一 个 起 
始 顶点 ,并 初始 化 lowcost 和 closest 数组 一 一 
lowcost[j ]=g. edges[v][j]\closest[j]==v, 即 
将 (v, 丫 作为 最 小 边 。 

(4) 循环 n 一 1 次 将 V 一 U 中 的 所 有 顶点 添加 到 UU 中: 在 V 一 U 中 找 lowcost 值 最 小 的 
边 (,7) ,输出 该 边 作为 最 小 生成 树 的 一 条 边 ,将 顶点 k 添加 到 UU 中 ,此 时 V 一 U 中 减少 了 一 
个 顶点 。 因 为 U 发 生 改 变 需要 修改 V 一 U 中 每 个 顶点 7 的 lowcostL 门 和 closest[j] 值 ,实际 
上 只 需要 将 lowcost[j](U 中 没有 添加 A 之 前 的 最 小 边 权 值 ) 与 g. edges[LA][L7 门 比较 , 若 前 者 
较 小 ,不 做 修改 ; 若 后 者 较 小 ,将 (&,7 作 为 顶点 了 的 最 小 边 , 即 置 lowcost[j] 二 g. edges[Lk] 
[ij\closest[j]=k。 


VU={llowcost[/]#0} 





closest[/] 


图 9.3 顶点 集合 U 和 V 一 U 


对 应 的 Prim 算法 如 下 : 
void Prim( MGraph g, int v) //Prim 算法 
{ intlowcost[MAXV]; 
int mincost; 
int closestLMAXV] ,i,j, k; 
for (j= 王 0;j<g.n;j 十 十 ) // 初 始 化 lowcost 和 closest 数组 


{ lowcost[]=g.edges[v] 0]; 
closest0] =v; 


} 





for (i=1;i<g.n;it+) // 找 出 Cn 一 1) 个 顶点 
{ mincost=INF; 
for (j=0;j<g.n;j+ 十 ) // 在 (V 一 UU) 中 找 出 离 U 最 近 的 顶点 k 


if (lowcost[] !=0 && lowcost[j]< mincost) 
{ mincost=lowcost0]; 


= //k 记 录 最 近 顶 点 的 编号 
} 
printf(" 边 (%d, %d) 权 为 : %d\n", closest[k],k, mincost) ; 
lowcost[k]=0; // 标 记 k 已 经 加 入 U 
for (j=0;j<g.n;j+ 十 ) // 修 改 数 组 lowcost 和 closest 


证 (g.edges[k] [i] !=0 & & g.edges[k] [j]< lowcost[j] ) 
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{ lowcost[]=g.edges[k] 0]; 
closestD] =k; 
上 


} 


【算法 分 析 】 Prim() 算 法 中 有 两 重 for 循环 ,所 以 时 间 复 杂 度 为 Ol) ,其 中 丸 为 图 的 
顶点 个 数 。 从 中 看 出 执行 时 间 与 图 边 数 e 无 关 , 所 以 适合 稠密 图 构造 最 小 生成 树 。 


普 里 姆 算法 是 一 种 贪心 算法 。 对 于 带 权 连通 无 向 图 G 王 (V, 尼 ), 采 用 通过 对 算法 步骤 
的 归纳 来 证 明 普 里 姆 算法 的 正确 性 。 

定理 9.1 对 于 任意 正 整 数 k 二 n, 存 在 一 棵 最 小 生成 树 T 包含 Prim 算法 前 k 步 选择 
的 边 。 

证 明 : (1)& 二 1 时 用 反 证 法 证 明 存在 一 棵 最 小 生成 树 荆 包含 e 二 (0, 站 ,其 中 (0, 四 是 所 
有 关联 顶点 0 的 边 中 权 最 小 的 。 

令 T 为 一 棵 最 小 生成 树 ,假如 工 不 包含 (0,z) ,那么 根据 命题 9.1,TU{(0,z))} 含 有 一 个 
回路 , 设 这 个 回路 中 关联 顶点 0 的 边 是 (0,7) , 令 : 

T’= (T—{(0,7)})) U {(0,0)} 
则 T' 也 是 一 棵 生成 树 ,并 且 所 有 边 的 权 值 和 更 小 (除非 (0, 让 与 (0, 丫 的 权 相 同 ) ,与 了 为 一 
棵 最 小 生成 树 了 矛盾 。 

(2) 假设 算法 进行 了 k 一 1 步 ,生成 树 的 边 为 e 、es、…、e4-1, 这 些 边 的 & 个 端点 构成 集 
合 品 , 并 且 存 在 G 的 一 棵 最 小 生成 树 工 包含 这 些 边 。 

(3) 算法 的 第 & 步 选择 了 顶点 立 , 则 六 到 LU 中 顶点 的 边 的 权 值 最 小 , 设 这 条 边 为 we 一 
(Gisi)。 假 设 最 小 生成 树 工 不 含有 边 es ,根据 命题 9. 1 ， 6 RY 
将 es 添加 到 工 中 形成 一 个 回路 ,如 图 9. 4 所 示 , 这 个 回 
路 一 定 有 连接 U 与 V 一 U 中 顶点 的 边 e’ ,用 es 替换 e“ 得 
到 树 T', 即 : 

T= (T—{e}))U {e} 
则 荆 也 是 一 棵 生成 树 , 包 含 边 e1、ez、…、er-1、er， 并 且 
T' 所 有 边 的 权 值 和 更 小 (除非 “与 ex 的 权 相 同 ), 与 了 图 9.4 证 明 普 里 姆 算法 的 正确 性 
为 一 棵 最 小 生成 树 矛盾 。 定 理 即 证 。 

当 k==n 时 U 包含 G 中 所 有 顶点 ,由 普 里 姆 算法 构造 的 T==(U,TE) 就 是 G 的 最 小 生成 
树 。 


9.1.3 克 鲁 斯 卡尔 算法 











和 不全 大 衔 知 最 下 生成 本 和 过程 





克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal) 算 法 是 一 种 按 权 值 的 递增 次 序 选择 合适 的 边 来 
构造 最 小 生成 树 的 方法 。 假 设 G==(V,E) 是 一 个 具有 个 顶点 、e 条 边 的 带 
权 连 通 无 向 图 ,T=(U,TE) 是 G 的 最 小 生成 树 , 则 构造 最 小 生成 树 的 步骤 
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如 下 : 

(1) 置 口 的 初 值 等 于 V( 即 包含 有 G 中 的 全 部 顶点 ) ,TE 的 初 值 为 空 集 ( 即 了 中 的 每 一 
个 顶点 都 构成 一 个 分 量 )。 

(2) 将 图 G 中 的 边 按 权 值 从 小 到 大 的 顺序 依次 选取 , 若 
选取 的 边 未 使 生成 树 工 形成 回路 , 则 加 入 TE; 否则 舍弃 , 直 
到 TE 中 包含 "一 1 条 边 为 止 。 

对 于 图 9. 1 所 示 的 带 权 连 通 图 G, 采 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 
构造 的 最 小 生成 树 为 (5,0),(3,2),(6,1),(2,1),(1,0)， 








(4,3), 如 图 9.5 所 示 , 图 中 各 边 上 圆圈 内 的 数字 表示 克 鲁 斯 图 9.5 G 的 一 棵 最 小 生成 树 
卡尔 算法 输出 边 的 顺序 。 
CR 





实现 克 角 斯 卡尔 算法 的 关键 是 如 何 判断 选取 的 边 是 否 与 生成 树 中 已 有 的 边 形成 回路 ， 
这 可 以 通过 并 查 集 来 解决 。 

对 于 一 个 数据 序列 和 一 个 等 价 关 系 , 并 查 集 (disjoint set) 支 持 查找 一 个 元 素 所 属 的 集 
合 以 及 两 个 元 素 各 自 所 属 的 集合 的 合并 等 运算 ,同一 集合 中 的 元 素 满 足 等 价 关系 。 当 给 出 
的 两 个 元 素 满足 等 价 关系 构 成 一 个 无 序 对 (a,5) 时 需要 快速 “合并 ”a 和 2 分 别 所 在 的 集合 ， 
这 期 间 需 要 反复 “查找 ” 某 元 素 所 在 的 集合 。“ 并 ”“ 查 “ 集 ” 三 字 由 此 而 来 。 在 这 种 数据 结构 
中 ,n 个 不 同 的 元 素 被 分 为 若干 组 ,每 组 是 一 个 集合 ,这 种 集合 叫 分 离 集合 。 

可 以 采用 有 根 树 来 表示 集合 , 树 中 的 每 个 结 点 包含 集合 的 一 个 元 素 ,每 棵 树 表示 一 个 集 
合 。 多 个 集合 形成 一 个 森林 ,以 每 棵 树 的 根 结 点 编号 唯一 标识 该 集合 ,并 且 根 结 点 的 父 结 点 
指向 其 自身 , 树 上 的 其 他 结 点 都 用 一 个 父 指针 表示 它 的 附属 关系 。 

为 了 方便 ,采用 顺序 存储 方法 ( 即 采用 一 个 数组 0) 来 存储 森林 ,其 中 结 点 的 类 型 声明 
如 下 : 


typedef struct node 


{ int data; // 结 点 对 应 顶点 编号 
int rank; // 结 点 对 应 秩 
int parent; // 结 点 对 应 双亲 下 标 

} UFSTree; // 并 查 集 树 的 结 点 类 型 


给 每 个 结 点 增加 一 个 秩 (rank) 域 , 当 该 结 点 作为 树 根 结 点 时 它 是 一 个 与 树 的 高 度 接近 
的 正 整数 。 并 查 集 的 基本 运算 算法 如 下 : 





void MAKE_SET(UFSTree t[] ,int n) // 初 始 化 并 查 集 树 
{ for (int i 一 0;i<ni;i 十 十 ) // 顶 点 编号 为 0 一 (n 一 1) 
{  t 四 .rank=0; // 秩 初始 化 为 0 
t[]. parent=i; // 双 亲 初 始 化 为 指向 自己 
} 
} 
int FIND_SET(UFSTree t[] ,int x) // 在 x 所 在 子 树 中 查找 集合 的 编号 
{ if(x!=t[x].parent) // 若 双亲 不 是 自己 
return(FIND_SET(t, t[x]. parent)) ; // 递 归 在 双亲 中 查找 
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else 
return(x); 
} 
void UNION(UFSTree t[] ,int x, int y) 
{ x=FIND SET(t,x); 
y=FIND_SET(t, y); 
if (t[x] .rank> t[y] .rank) 
t[y] .parent= x; 
else 
{ t[x].parent=y; 
if (t[x] .rank==t[y] .rank) 
t[y] .rank+t 二 ; 


} 


例如 有 6 个 人 ,编号 为 1 一 6 ,根据 输入 的 若干 两 个 人 之 间 的 亲戚 关系 来 判断 某 两 个 人 
是 否 为 亲戚 。 亲 戚 关系 是 一 种 等 价 关 系 ,适合 采用 并 查 集 求 解 。 首 先 构造 初始 并 查 集 树 如 
图 9.6(a) 所 示 , 共 6 棵 子 树 ,每 棵 子 树 含 一 个 结 点 , 即 根 结 点 ,其 parent 指向 自身 。 

输入 (1,3) 表 示 1 和 3 有 亲戚 关系 ,将 1 和 3 所 在 的 子 树 合并 ,如 图 9.6(b) 所 示 。 输 入 
(5,6) ,将 5 和 6 所 在 的 子 树 合并 ,如 图 9.6(c) 所 示 。 输 入 (2,3) ,将 2 和 3 所 在 的 子 树 合并 ， 
如 图 9.6(d) 所 示 。 输 入 (2,5) ,将 2 和 5 所 在 的 子 树 合并 ,如 图 9. 6(e) 所 示 。 


OOOOOYO 


8 @ “gy @ @ 
OO @®@ 
© (c) 输入 (5.6) 由 
& oe 

G@ 外 (d) 输入 (2.3) 四 


人 
四 


// 若 双亲 是 自己 ,返回 x 


// 将 x 和 y 所 在 的 子 树 合并 


//x 结 点 的 秩 大 于 y 结 点 的 秩 
// 将 x 结 点 作为 y 的 双亲 结 点 
//y 结 点 的 秩 大 于 等 于 x 结 点 的 秩 
// 将 y 结 点 作为 x 的 双亲 结 点 
//x 和 y 结 点 的 秩 相 同 
//y 结 点 的 秩 增 1 





Gy 


(e) 输入 (2.5) 
图 9.6 构造 并 查 集 的 过 程 
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在 合并 中 总 是 将 较 矮 子 树 的 根 结 点 作为 较 高 子 树 根 结 点 的 孩子 结 点 ,这 样 合并 后 子 树 
的 高 度 不 会 增加 。 若 合并 的 两 棵 子 树 高 度 相同 ,可 以 任意 将 一 棵 子 树 的 根 结 点 作为 另外 一 
棵 子 树 根 结 点 的 孩子 结 点 ,这样 合 并 后 的 子 树 高 度 增加 一 层 。 这 种 合并 方式 是 尽 可 能 让 合 
并 后 的 子 树 高 度 较 矮 。 

并 查 集 特别 适合 查找 ,例如 在 构造 好 亲戚 关系 并 查 集 后 ,车 需要 判断 3 和 6 是 否 为 亲 
威 ,就 是 查找 它们 是 否 在 同一 棵 子 树 中 , 先 找 到 3 所 在 子 树 的 根 结 点 1, 再 找到 6 所 在 子 树 
的 根 结 点 1, 它 们 的 根 结 点 相同 ,表示 3 和 6 是 亲戚 。 

再 判断 4 和 6 是 否 为 亲戚 , 先 找到 4 所 在 子 树 的 根 结 点 4, 再 找到 6 所 在 子 树 的 根 结 点 
1, 它 们 的 根 结 点 不 相同 ,表示 4 和 6 不 是 亲戚 。 

从 中 看 出 ,并 查 集 查 找 的 时 间 复 杂 度 最 多 为 O(logzn) ,合并 操作 的 时 间 复 杂 度 也 是 
O(log2n)。 

实际 上 ,如 果 按 某 种 等 价 关 系 构造 并 查 集 , 那 么 同一 棵 子 树 的 所 有 结 点 都 存在 这 种 关 
系 , 而 不 在 同一 棵 子 树 的 两 个 结 点 不 存在 这 种 关系 。 例 如 图 的 连通 性 就 是 一 种 等 价 关系 ,所 
以 并 查 集 在 图 算法 中 有 很 好 的 应 用 。 

回 到 克 鲁 斯 卡尔 算法 设计 ,用 一 个 数组 EL ] 存 放 图 G 中 的 所 有 边 ,要 求 它 们 是 按 权 值 
从 小 到 大 的 顺序 排列 的 ,为 此 先 从 图 G 的 邻接 矩阵 中 获取 所 有 边 集 下 ,再 对 其 按 权 值 递增 
排序 。 数 组 EE 的 元 素 类 型 定义 如 下 : 


struct Edge 


{ intu; // 边 的 起 始 顶 点 
int v; // 边 的 终止 顶点 
int w; // 边 的 权 值 


bool operator <(const Edge ®&.e) const 
. 
return w < e.w; // 用 于 按 w 递增 排序 
} 
}; 


同一 集合 中 的 顶点 属 同 一 连通 分 量 , 在 构造 最 小 生成 树 时 添加 一 条 边 E[ 门 ,该 边 的 两 
个 顶点 为 i ws , 求 出 它们 的 连通 分 量 编号 sn .sn ,车 sn1 关 snz ,表示 添加 该 边 不 会 构成 回 
路 , 则 该 边 作为 最 小 生成 树 的 一 条 边 ; 否则 表示 添加 该 边 会 构成 回路 ,不 能 添加 该 边 ,应 选 
取 下 一 条 边 。 对 应 的 克 鲁 斯 卡尔 算法 如 下 : 


void Kruskal(MGraph g) //Kruskal 算法 
{ intij,k,ul,vl,snl,sn2; 
UFSTree t[MaxSize] ; 
Edge ELMaxSize] ; 
k=0; 
for (i 一 0;i<g.nii 十 十 ) // 由 g 的 下 三 角 部 分 产生 的 边 集 EE 
for (j=0;j<i;j+ 十 ) 
if (g.edges[] 0] !=0 && g.edges[] 0]!=INF) 
{  E[k].u=i;E[k] .v=j;E[k].w=g.edges[] 0]; 
kts 





y 
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sort(E, E+k); // 调 用 STL 的 sort() 算 法 按 w 递增 排序 
MAKE SET(t, g.n); // 初 始 化 并 查 集 树 t 
k=1; /人 表示 当前 构造 生成 树 的 第 几 条 边 , 初 值 为 1 
j=0; // 下 中 边 的 下 标 , 初 值 为 0 
while (k<g.n) // 生 成 的 边 数 小 于 n 时 循环 
{ ul=ED].u; 
v=ED].v; // 取 一 条 边 的 头 尾 顶 点 编号 ul 和 v2 
snl=FIND_SET(t, ul); 
sn2=FIND_SET(t, v1); // 分 别 得 到 两 个 顶点 所 属 的 集合 编号 
if (snl1! 一 sn2) // 添 加 该 边 不 会 构成 回路 ,将 其 作为 最 小 生成 树 的 一 条 边 输出 
{ printf(” (%d,%d):%d\n",ul,vl,ED].w); 
| 导 志 下 // 生 成 边 数 增 1 
UNION(t, ul,vl); // 将 和 vl 两 个 顶点 合并 
} 
但 说 // 扫 描 下 一 条 边 


} 


【算法 分 析 】 若 带 权 连通 无 向 图 G 有 nn 个 顶点 、e 条 边 , 在 Kruskal() 算 法 中 不 考虑 生 
成 边 数组 EE 的 过 程 ,排序 时 间 为 O(elogse) ,while 循环 是 在 e 条 边 中 选取 一 1 条 边 ,在 最 坏 
情况 下 执行 e 次 ,而 其 中 的 UNIONO 〇 的 执行 时 间 为 O(logsn) ,所 以 上 述 克 鲁 斯 卡尔 算法 构 
造 最 小 生成 树 的 时 间 复 杂 度 为 OCelogse)。 从 中 看 出 执行 时 间 与 图 项 点 数 无 关 而 与 边 数 e 
相关 ,所 以 适合 稀 朴 图 构造 最 小 生成 树 。 

克 鲁 斯 卡尔 算法 也 是 一 种 贪心 算法 。 对 于 带 权 连通 无 向 图 G=(V,E), 采 用 通过 对 算 
法 产生 T=(V,TE) 的 边 数 & 的 归纳 步骤 来 证 明 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 正确 性 。 

定理 9.2 克 鲁 斯 卡尔 算法 可 以 找到 一 棵 最 小 生成 树 。 

证 明 : (1) A=1 时 , 工 中 没有 任何 边 , 设 e 是 G 中 权 最 小 的 边 , 加 入 e 不 会 产生 任何 回 
路 。 显 然 是 正确 的 。 

(2) 假设 算法 进行 了 k 一 1 步 产 生 A 一 1 条 边 , 即 e1 ez、 es- ,对 应 的 边 集 合 为 TE; ， 
产生 的 Ti 二 (Vi ,TE,) 是 最 小 生成 树 T 的 子 树 (W, 为 TE, 中 的 顶点 集 ) 。 

(3) 算法 第 & 步 选择 了 边 e= (oz) , 设 TE:= TE,U{e},TE。, 中 的 边 把 G 中 的 顶点 分 
成 两 个 或 者 两 个 以 上 的 连通 分 量 , 设 S, 是 添加 边 e 后 包含 顶点 v 的 连通 分 量 的 顶点 集 ,S。 
是 添加 边 。 后 包含 顶点 的 连通 分 量 的 顶点 集 。 显 然 。 是 离开 S 的 最 短 边 之 一 (因为 之 前 
所 有 较 短 边 都 已 经 考察 过 ,它们 或 者 添加 到 T 中 ,或 者 因为 在 同一 个 连通 分 量 中 而 被 丢 
弃 )。 现 要 证 明 T 一 (V: ,TE:) 也 是 最 小 生成 树 的 子 树 
(V: 为 TEs 中 的 顶点 集 ) 。 

若 最 终 的 最 小 生成 树 工 包 含 e=(u,z) ,那么 就 不 
需要 再 进一步 证 明了 ,和 否则 在 工 中 S, 和 S: 之 间 一 定 
存在 一 条 边 e 二 (x,y) (在 后 面 添 加 的 ), 现 在 再 在 Si 
和 Ss 之 间 添 加 边 。 必 构 成 一 个 回路 ,如 图 9.7 所 示 , 显 
然 e 的 权 值 大 于 或 等 于 e 的 权 值 , 即 cost (e') 宇 ”图 9.7 证 明 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 正确 性 
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cost(e) ,否则 边 e' 应 该 在 前 面 添加 ,这 样 由 S 和 S; 加 上 e 构成 的 生成 树 的 权 值 和 大 于 等 
于 T 的 权 值 和 ,说 明 工 不 是 最 小 生成 树 , 与 工 是 最 小 生成 树 的 假设 矛盾 ,从 而 证 明 T, 是 最 
小 生成 树 的 子 树 。 

当 k 二 n 一 1 时 ,由 克 鲁 斯 卡尔 算法 构造 的 T 一 (V,TE) 就 是 G 的 最 小 生成 树 。 

【 例 9.1】 有 个 人 (人 的 编号 为 1~n) 、m 对 好 友 关 系 , 如 果 两 个 或 者 多 个 人 是 直接 或 
间接 的 好 友 , 则 认为 是 一 个 朋友 圈 。 例 如 ,z 一 8, 罗 一 3, 好 友 关 系 为 {(1,2)、(2,3)、(4,8))， 
则 有 {1,2,3}、{4,8} 两 个 朋友 圈 。 设 计 一 个 算法 求 朋友 圈 的 个 数 。 

采用 并 查 集 实现 。 首 先 初始 化 并 查 集 4, 对 于 每 个 朋友 关系 (z+,y) ,调用 UNION() 
将 它们 合并 。 最 后 累计 非 空 有 根 树 的 棵 数 (满足 FIND_SET(1,2)==i && 4[i]. rank! 一 0 
条 件 ), 即 为 朋友 圈 的 个 数 。 对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
// 问 题 表示 
int n 一 8,m 一 3; 
int relation[] [2] ={{1,2}, {2,3}, {4,8}}; // 朋 友 关 系 
// 包 含 前 面 的 并 查 集 的 基本 运算 算法 , 仅 将 MAKE_SET 中 的 i 循环 从 0 一 n 一 1 改 为 1~n 
int solve() // 求 朋友 圈 的 个 数 
{ int sum=0,i; 
UFSTree t[MAX]; 
MAKE SET(t, n); 
for (i=0;i< mii 十 十 ) 
UNION(t, relation[i] [0] , relation[] [1]); 
for(i 一 1;i< 一 nii 十 十 ) 
if (FIND_SET(t,i) ==i && t[i]. rank!=0) 


sum 十 十 ; // 车 顶点 i 的 根 为 1 并 且 其 rank 取 0, 对 应 一 个 朋友 图 
return sum:; 
$ 
void main( ) 
{ 
printf("% d\n", solve()); // 输 出 朋友 圈 的 个 数 


} 


求 图 的 最 短路 径 米 





EE 在 一 个 无 权 的 图 中 , 若 从 一 顶点 到 另 一 顶点 存在 着 一 条 路 径 , 则 称 该 路 径 长 度 为 该 路 径 





上 所 经 过 的 边 的 数目 , 它 等 于 该 路 径 上 的 顶点 数 减 1。 由 于 从 一 顶点 到 另 一 顶点 可 能 存在 
着 多 条 路 径 , 每 条 路 径 上 所 经 过 的 边 数 可 能 不 同 , 即 路 径 长 度 不 同 ,把 路 径 长 度 最 短 ( 即 经 过 
的 边 数 最 少 ) 的 那 条 路 径 称 为 最 短路 径 , 其 路 径 长 度 称 为 最 短路 径 长 度 或 最 短 距 离 。 

对 于 带 权 图 ,考虑 路 径 上 各 边 上 的 权 值 ,通常 把 一 条 路 径 上 所 经 边 的 权 值 之 和 定义 为 该 
路 径 的 路 径 长 度 或 称 带 权 路 径 长 度 。 从 源 点 到 终点 可 能 不 止 一 条 路 径 ,把 带 权 路 径 长 度 最 
短 的 那 条 路 径 称 为 最 短路 径 , 其 路 径 长 度 ( 权 值 之 和 ) 称 为 最 短路 径 长 度 或 者 最 短 距离 。 
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92.1 狄 克 斯 特 拉 算 法 
求 一 个 顶点 到 其 余 各 顶点 的 最 短路 径 问题 也 称 为 单 源 最 短路 径 问题 ， 
可 以 采用 狄 克 斯 特 拉 (Dijkstra) 算 法 来 求解 。 








T*“ 狼 元 斯 特 拉 算 法 的 求解 步 又 











狄 克 斯 特 拉 算 法 的 基本 思想 是 设 G=(V,E) 是 一 个 带 权 有 向 图 ,把 图 
中 顶点 集合 分 成 两 组 ,第 1 组 为 已 求 出 最 短路 径 的 顶点 集合 (用 S 表示 ， ii 
初始 时 S 中 只 有 一 个 源 点 ,以 后 每 求 得 一 条 最 短路 径 v,…,u, 就 将 w 加 入 到 集合 S 中 ,直到 
全 部 顶点 都 加 入 到 S 中 ,算法 就 结束 了 ) ,第 2 组 为 其 余 未 确定 最 短路 径 的 顶点 集合 (用 
表示 ) , 按 最 短路 径 长 度 的 递增 次 序 依次 把 第 2 组 的 顶点 加 入 到 S 中 。 

在 向 S 中 添加 顶点 时 ,总 保持 从 源 点 v 到 S 中 各 顶点 的 最 短路 径 长 度 不 大 于 从 源 点 v 
到 UU 中 任何 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 例 如 ,车 刚 向 S 中 添加 的 是 顶点 wx ,对 于 LU 中 的 每 个 顶 
点 j ,如 果 顶 点 到 顶点 有 边 ( 权 值 为 ww ), 且 原来 从 顶点 到 顶点 j 的 路 径 长 度 (cj ) 大 
于 从 顶点 v 到 顶点 的 路 径 长 度 (c6) 与 ww 之 和 , 即 
cu 二 cuw 十 zu ,如 图 9.8 所 示 , 则 将 v 二 uj 的 路 径 作 
为 新 的 最 短路 径 。 

实际 上 ,从 顶点 到 顶点 /7 的 这 条 新 的 最 短路 径 是 
只 包括 S 中 的 顶点 为 中 间 顶 点 的 当前 最 短路 径 长 度 ， 
随 着 S 中 的 顶点 不 断 增 加 , 当 S 包含 所 有 顶点 时 这 条 图 9%.8 从 项 点 v 到 顶点 j 的 
新 的 最 短路 径 就 是 最 终 的 最 短路 径 。 师 丰 比 罗 

狄 克 斯 特 拉 算 法 的 具体 步骤 如 下 : 

(1) 初始 时 S 只 包含 源 点 , 即 S=={v) ,顶点 wv 到 自己 的 距离 为 0。U 包含 除 w 以 外 的 其 他 








顶点 ,wv 到 UU 中 顶点 i 的 距离 为 边 上 的 权 ( 若 v 与 i 有 边 <wv,i>) 或 (车 i 不 是 v 的 出 边 邻 接点 )。 
(2) 从 口中 选取 一 个 顶点 ,顶点 wv 到 顶点 w 的 距离 最 小 ,然后 把 顶点 加 入 到 S 中 
(该 选 定 的 距离 就 是 v 到 的 最 短路 径 长 度 ) 。 
(3) 以 顶点 为 新 考虑 的 中 间 点 ,修改 项 点 vv 到 UU 中 各 顶点 的 距离 : 车 从 源 点 v 到 顶 
点 j(ED) 经 过 顶点 的 距离 (图 9. 8 中 为 cw 十 tw ) 比 原来 不 经 过 顶点 的 距离 (图 9.8 中 
为 cw) 短 , 则 修改 从 顶点 vv 到 顶点 j 的 最 短 距离 值 (图 9. 8 中 修改 为 cw 十 tw ) 。 


(4) 重复 步骤 (2) 和 (3), 直 到 S 包含 所 有 的 顶点 。 
CR 








设置 一 个 数组 dist[0..n 一 1],dist[ 避 用 来 保存 从 源 点 v 到 顶点 i 的 目前 最 短路 径 长 度 ， 


它 的 初 值 为 <v,i> 边 上 的 权 值 ,车 顶点 v 到 顶点 i 没有 边 , 则 dist[ 门 置 为 oO。 以 后 每 考虑 一 | 


个 新 的 中 间 点 ,dist[ 站 的 值 都 可 能 被 修改 而 变 小 。 

另 设置 一 个 数组 path[0..n 一 1 用 于 保存 最 短路 径 。 如 图 9.9 所 示 , 若 顶点 v 到 顶点 
是 最 短路 径 , 而 顶点 w 到 顶点 j 有 一 条 边 , 则 顶点 v 到 顶点 j 的 最 短路 径 为 顶点 v 到 顶点 zw 
的 最 短路 径 加 上 顶点 j 。 所 以 ,只 需要 用 path[j] 保 存 , 再 由 path[uj 一 步 一 步 向 前 推 ,直到 
源 点 v, 这 样 就 可 以 推出 从 源 点 v 到 顶点 j 的 最 短路 径 。 也 就 是 说 path[j 保存 当前 最 短路 
径 中 的 顶点 j 前 一 个 顶点 的 编号 , 它 的 初 值 为 源 点 wv 的 编号 (顶点 v 到 顶点 ; 有 边 时 ) 或 一 1 
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(顶点 v 到 顶点 i 无 边 时 )。 

例如 ,对 于 图 9. 10 所 示 的 带 权 有 向 图 ,采用 狄 克 斯 特 拉 算 法 求 从 顶点 0 到 其 他 顶点 的 
最 短路 径 时 ,S.U 和 从 wv( 这 里 v 等 于 0, 即 源 点 编号 ) 到 各 顶点 的 距离 的 变化 如 下 (距离 dist 
中 加 框 者 表示 修改 后 的 距离 值 ): 





































































































path[/]=w 
9.9 顶点 v 到 j 的 最 短路 径 图 9.10 一 个 带 权 有 向 图 

总 U dist[] path[] 

{0} {1;2,3,4,5,6} 04 6%500 0 050759} {0065050 一 区 一 1 一 对 
{0,1} {2,3,415.6} {0,4,|5),6,|11|,°, se } {0,0,|1|,0, (1,—1,—1} 
{0,1,2} {3,4,5,6} 0.4 S61 A 0 Tv0 LT 2 
0, 1:2.3} {4,5,6} MO Ol DO 
{0,1,2,3,5} {4,6} {0,4, 5 ,6,|10|, 9 ,|17)} {0,0, 1 ,0, |5|, 2, |5} 
{0,1,2,3.5,4) {6} 04500, 1059 [16)} (0;0> 1 30 “5 ps [aly 
人,273, 5 6 和 ds 50 10 6 (0,0, LO “6 2 dy 


则 顶点 0 到 1~6 各 顶点 的 最 短 距离 分 别 为 4.5、6、10、9 和 16。 

通过 path[ 丫 向 前 推导 直到 源 点 0 为 止 ,可 以 找 出 从 顶点 0 到 顶点 i 的 最 短路 径 。 例 
如 ,对 于 顶点 0 一 顶点 6, 计 算出 的 path[ ] 为 {0,0,1,0,5,2,4)。 

求 顶 点 0 到 顶点 6 的 路 径 的 计算 过 程 如 下 : path[6] 王 4, 说 明 路 径 上 顶点 6 之 前 的 一 个 
顶点 是 4; path[L4] 王 5, 说 明 路 径 上 顶点 4 之 前 的 一 个 顶点 是 5; pathL5] 王 2, 说 明 路 径 上 项 
点 5 之 前 的 一 个 顶点 是 2; path[2]==1, 说 明 路 径 上 顶点 2 之 前 的 一 个 顶点 是 1; path[1]= 
0, 说 明 路 径 上 顶点 1 之 前 的 一 个 顶点 是 0。 顶 点 0 到 顶点 6 的 路 径 为 0,1,2,5,4,6。 

从 中 看 到 , 狄 克 斯 特 拉 算 法 采用 贪心 法 思路 ,每 次 选取 一 个 从 源 点 v 到 达 的 最 近 距 离 的 
顶点 ,将 w 加 入 到 S 中 ,然后 调整 从 源 点 v 到 顶点 j( 为 从 w 到 它 有 边 的 顶点 ) 的 最 短路 
径 , 若 S 中 依次 加 入 顶点 ww vs、…、vi，, 则 后 加 入 的 最 短路 径 长 度 一 定 大 于 之 前 加 入 的 最 短 
路 径 长 度 。 男 外 ,一 旦 顶点 加 入 到 S 中 , 它 的 最 短路 径 长 度 不 会 发 生 调 整 ,所 以 狄 克 斯 特 
拉 算 法 不 适合 含有 负 权 的 图 求 最 短路 径 。 

采用 邻接 矩阵 存放 图 的 狄 克 斯 特 拉 算法 如 下 (z 为 源 点 编号 ) : 





void Dijkstra(MGraph g, int v) //Dijkstra 算法 
{ intdist[MAXV],path[MAXV]; 
int SIMAXV]; 


int mindis,i,j, u; 
for (i=0;i<g.n;it 二 +) 


全 加 自 ， 图 算法 设计 





{ dist[i]=g.edges[v] [1]; // 距 离 初 始 化 
S[]=0; //SD] 置 空 
if (g.edges[v] [< INF) // 路 径 初始 化 
path[i] =v; // 顶 点 v 到 顶点 i 有 边 时 置顶 点 i 的 前 一 个 顶点 为 v 
else 
path[] =—1; // 顶 点 v 到 顶点 i 没 边 时 置顶 点 i 的 前 一 个 顶点 为 一 1 
} 
S[v] =1;path[v] =0; // 源 点 编号 v 放 入 s 中 
for (i 王 0;i<g.nii 十 十 ) // 循 环 ,直到 所 有 项 点 的 最 短路 径 都 求 出 
{mindis=INF; //mindis 求 最 小 路 径 长 度 
for (j=0;j< g.njij 十 十 ) // 选 取 不 在 s 中 且 具 有 最 小 距离 的 顶点 u 
if (SD]==0 && distD]< mindis) 
i 


mindis= distD] ; 
} 
S[u=1; // 顶 点 u 加 入 到 s 中 
for (j= 王 0;j< g.nj;j 十 十 ) // 修 改 不 在 S 中 的 顶点 的 距离 
if (SO0]==0) 
证 (g.edges[u] [j]<INF && dist[u] +g.edges[u] [中 < dist[] ) 
{ distD]=dist[u]+g.edges[u] [0]; 
pathD] =u; 
} 
} 
//Dispath(g, dist, path, S, v); 输出 最 短路 径 
} 


【算法 分 析 】 在 Dijkstra 〇 算法 中 包含 两 重 循环 ,所 以 时 间 复 杂 度 为 O(n), 其 中 为 


图 中 的 顶点 个 数 。 


3~ 狄 克 斯 特 拧 算法 的 正确 性 证 明 


狄 克 斯 特 拉 算 法 也 是 一 种 贪心 算法 ,算法 证 明 就 是 要 证 明 狄 克 斯 特 拉 算 法 可 以 找到 图 


中 从 源 点 "到 其 他 所 有 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 
用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
(1) 如 果 顶 点 7 在 S 中 , 则 dist[ 习 给 出 了 从 源 点 到 顶点 i 的 最 短路 径 长 度 。 


(2) 如 果 顶 点 7 不 在 S 中 , 则 dist[ 站 给 出 了 从 源 点 到 顶点 j 的 最 短 特 殊 路 径 长 度 , 即 该 


路 径 上 的 所 有 中 间 顶 点 都 属于 S。 
其 证 明 过 程 如 下 : 





初始 时 S 中 只 有 一 个 源 点 v, 到 其 他 顶点 的 路 径 就 是 从 源 点 到 相应 顶点 的 边 ,显然 (1)、 


(2) 是 成 立 的 。 
假设 向 S 中 添加 一 个 新 顶点 x 之 前 条 件 (1)、(2) 都 成 立 。 


条 件 (1) 的 归纳 步骤 : 对 于 每 个 在 添加 之 前 已 经 存在 于 S 中 的 顶点 wx ,不 会 有 任何 变 
化 ,该 条 件 依然 成 立 。 在 顶点 加 入 到 S 之 前 必须 检查 dist[uj] 是 否 为 从 源 点 v 到 顶点 的 
最 短路 径 长 度 。 由 假设 可 知 dist[uj 是 从 源 点 到 顶点 的 最 短路 径 长 度 ,还 要 验证 从 源 点 习 


到 顶点 的 最 短路 径 没 有 经 过 任何 不 在 S 中 的 顶点 。 


假设 存在 这 种 情况 , 即 沿 着 从 源 点 "到 顶点 x 的 最 短路 径 前 进 时 会 遇 到 一 个 或 多 个 不 
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属于 S 的 顶点 (不 含 顶点 xz 自己 )。 设 工 是 第 一 个 这 样 的 顶点 ,如 图 9. 11 所 示 ,该 路 径 的 初 
始 部 分 ( 即 从 源 点 v 到 顶点 zx 的 部 分 ) 是 一 条 特殊 路 径 ， 
由 假设 的 条 件 (2) ,dist[zj] 是 从 源 点 v 到 顶点 zx 的 最 短 
特殊 路 径 长 度 ,由 于 边 非 负 ,因此 经 过 xz 到 的 距离 肯 
定 不 短 于 到 z 的 距离 。 又 因为 算法 在 z 之 前 选择 顶点 
,所 以 dist[Lz] 不 小 于 dist[uj, 这 样 经 过 之 到 的 距离 
至 少 是 dist[uj, 所 以 经 过 z 到 的 最 短路 径 不 短 于 到 w 图 9.11 从 源 点 v 到 顶点 u 的 最 短 








的 最 短 特 殊 路 径 。 现 在 验证 了 当 vw 加 入 到 S 中 时 路 径 不 经 过 顶点 工 
dist[uj 确 定 给 出 从 源 点 v 到 顶点 x 的 最 短路 径 长 度 , 即 
条 件 (1) 是 成 立 的 。 

条 件 (2) 的 归纳 步骤 : 考虑 不 属于 S 且 不 同 于 w 的 一 个 顶点 记 , 当 x 加 入 到 S 中 时 从 源 


点 v 到 w 的 最 短 特殊 路 径 有 两 种 可 能 , 即 或 者 不 会 变化 ,或 者 现在 经 过 顶点 u( 也 可 能 经 过 
S 中 的 其 他 顶点 )。 

对 于 第 2 种 情况 , 设 工 是 到 达 w 之 前 经 过 的 S 的 最 后 一 个 顶点 ,因此 这 条 路 径 的 长 度 
就 是 dist[zj 十 LC(z,w)(L(z,w) 为 顶点 这 到 顶点 w 的 路 径 长 度 )。 对 于 任意 S 中 的 顶点 xz 
(包括 ,要 计算 dist[rw] 的 值 就 必须 比较 dist[zo] 原 先 的 值 和 dist[z] 十 L(x,w) 的 大 小 。 
因为 算法 明确 地 进行 这 种 比较 以 计算 新 的 dist[ro] 值 ,所 以 往 S 中 加 入 新 顶点 时 dist[zo] 
仍然 给 出 从 源 点 v 到 顶点 w 的 最 短 特殊 路 径 的 长 度 , 故 条 件 (2) 也 是 成 立 的 。 

【 例 9.2〗 及 n 个 点 、m 条 无 向 边 的 图 ,每 条 边 都 有 长 度 d 和 花费 p ,再 给 出 一 个 起 点 s 
和 一 个 终点 14, 要 求 输出 起 点 到 终点 的 最 短 距离 及 其 花费 ,如 果 最 短 距 离 有 多 条 路 线 , 则 输 
出 花费 最 少 的 。 

输入 描述 : 输入 nm, 顶 点 的 编号 是 1~n, 然 后 是 mm 行 ,每 行 4 个 数 a、b、d、p, 表 示 顶 点 
a 和 4 之 间 有 一 条 边 , 且 其 长 度 为 d、 花 费 为 p。 最 后 一 行 是 两 个 数 si, 表 示 起 点 s 和 终点 14。 
当 n 和 mm 为 0 时 输入 结束 (1 二 n 夺 1000,0 达 m 达 100 000,s 才 1)。 

输出 描述 : 输出 一 行 ,有 两 个 数 ,分 别 表示 最 短 距离 及 其 花费 。 

输入 样 例 : 


直接 利用 狄 克 斯 特 拉 算 法 求 从 顶点 * 到 顶点 上 花费 最 小 的 最 短路 径 。 在 狄 克 斯 特 
拉 算 法 中 做 两 点 修改 ,一 是 增加 记录 路 径 最 小 花费 的 数组 cost,cost[ 表示 从 顶点 * 到 顶点 
j 的 最 短路 径 的 最 小 花费 , 当 存 在 多 条 最 短路 径 时 需要 比较 路 径 花 费 求 cost[j]; 二 是 如 果 
顶点 1 的 最 短路 径 已 求 出 ,就 不 需要 考虑 其 他 项 点 .输出 结果 并 退出 狄 克 斯 特 拉 算 法 。 对 应 
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的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#define MAXV 1010 
# define INF Oxffffff 


int n,m; 


int DistLMAXV] [MAXV],Cost[MAXV] [MAXV]; 


int s, t; 
void Dijkstra( int s) 


{ 


}; 


int distLMAXV] ; 

int costLMAXV] ; 

int SLMAXV] ; 

int mindist, mincost, ui 

int ij; 

for(i 王 1;i< 王 nii 十 十 ) 

{ dist 吕 二 Dist[s] 口 ; 
cost[i] =Cost[s] 口 ; 
S 口 =0; 

} 

dist[s] =cost[s] =0; 

S[s]=1; 

for(i=0;i<mii 十 十 ) 

{ mindist=INF; 
for(j=1;j<=n;j 十 十 ) 





// 定 义 ce 


// 狄 克 斯 特 拉 算 法 


//dist\cost\S 初 始 化 ,注意 顶点 编号 从 1 开始 


// 求 


if (SD]==0 && mindist> dist[)]) 


mindist= dist[0)] ; 
if (mindist==INF) break; 
mincost=INF; u 一 一 1; 
for(j 王 1;j< 王 nj;j 十 十 ) 


{ mincost=costD]; 
u=j; 
} 

} 

S[yj=1; 

for GQ=1sj<=njt+) 

{ intd=mindist+Dist[u] 0]; 
int c=cost[u] +Cost[u] DO]; 
if(SD]==0 && d<dist0]) 
{ dist0]=d; 

cost[] =e; 


} 


else if{(S0] ==0 && d==dist[j] && c<cost0]) 
// 有 多 条 长 度 相 同 的 最 短路 径 


costD]=e; 
} 
if(S[Y] ==1) 


return; 
} 
} 


int main( ) 


int a,b,d,p; 


// 找 不 到 连通 的 顶点 


// 求 尚未 考虑 的 ,距离 最 小 的 顶点 u 
{ if(S0]==0 && mindist==dist[] && mincost> cost[)]) 


// 在 


// 将 项 点 u 加 入 到 S 集 合 

// 考 虑 顶点 u, 求 s 到 顶点 j 的 最 短路 径 长 度 和 花费 
//d 记录 经 过 顶点 u 的 路 径 长 度 

//c 记录 经 过 顶点 u 的 花费 


@00 FT 


V 一 S 中 的 最 小 距离 mindist 


dist 为 最 小 的 顶点 中 找 最 小 cost 的 顶点 u 





// 已 经 求 出 s 到 t 的 最 短路 径 
{ printf("%d %d\n",dist[t] ,cost[ ); 
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int ij; 
while(scanf("%d%d", &n, &m)!=EOF) 
{ if(m==0 && n==0) 





break; 
for(i 王 1;i< 一 nii 十 十 ) 
{ for(Gj 王 1;j< 王 nj;j 十 十 ) 


{ Dist[] 0G]=INF:; 
Cost[] G] = INF; 
} 
} 
for(i=0;i<m;i 十 十) 
{ scanf("%d%d%d% d\n", Ba, Bb, Bd, Lp); 
if(Dist[a] [b] > d) 
{ Dist[a][b]=Dist[b][a]=d; // 无 向 图 的 边 是 对 称 的 
Cost[a] [b] =Cost[b] [a] =p; 
} 
} 
scanf("%d%d", &s, &t) ; 
Dijkstra(s); 
} 


return 0; 


922 贝尔 曼 - 福 特 算法 


贝尔 曼 - 福 特 (Bellman 一 Ford) 算 法 是 求解 连通 带 权 图 中 单 源 最 短路 径 扫 -- 扫 
的 一 种 常用 算法 , 它 允 许 图 中 存在 权 值 为 负 的 边 。 
人 不 二 行伍 大 的 水 解放 
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为 了 能 够 求解 边 上 带 有 负 值 的 单 源 最 短路 径 问 题 ,贝尔 曼 -福特 算法 从 “| 回 
源 点 逐次 绕 过 其 他 顶点 ,通过 松弛 (relaxation) 操 作 以 缩短 到 达 终 点 的 最 短 。。 于 
路 径 长 度 的 方法 。 

下 面 通过 一 个 示例 说 明 什么 是 松弛 操作 。 假 设 用 dist[Lu] 表 示 (w 隆 v) 从 源 点 wv 到 顶点 
& 的 最 短路 径 长 度 。 假 设 已 经 求 出 distLA]=3,distLB]=8, 而 顶点 A 到 B 有 一 条 权 值 为 2 
的 边 ,现在 考虑 该 A 到 B 的 边 , 由 于 distLA](3) 十 g.edges[LA]LB](2) 一 distLB](8) , 则 修改 
distLB]= distLA] 十 g. edgesLA][B] 二 5, 即 找到 一 条 从 源 点 v 到 顶点 B 的 更 短路 径 ,并 且 
该 路 径 先 经 过 顶点 A, 然 后 通过 A 到 B 的 边 到 达 B。 这 个 过 程 就 称 为 对 边 < A,B> 的 松弛 
操作 。 

贝尔 曼 -福特 算法 构造 一 个 最 短路 径 长 度数 组 序列 dist? [zj] dist [uj、dist? [uj、…、 
dist"” -1[uj, 其中, dist? [uj] 为 初始 化 结果 : 车 源 点 v 到 顶点 w 有 边 , 则 置 dist* [uj] 一 
g. edges[Lvj[uj]; 否则 置 dist*[uj 二 oO。dist*[uj(1 志 kn 一 1) 表 示 第 k 次 松弛 操作 得 到 的 
源 点 v 到 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 

由 于 从 源 点 到 顶点 x 的 最 短路 径 最 多 经 过 n 一 1 条 边 , 所 以 经 过 ?一 1 次 松弛 操作 得 
到 的 dist* [uj 就 是 最 终 的 从 源 点 v 到 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 

为 了 求 最 短路 径 , 另 外 设置 一 个 path 数组 ,与 Dijkstra 算法 一 样 ,path* [uj] 表示 第 次 
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松弛 操作 后 得 到 的 源 点 v 到 顶点 的 最 短路 径 上 顶点 的 前 驱 顶 点 。 


点 xz 的 最 短路 径 长 度 , 从 图 的 邻接 矩阵 g 中 可 以 找到 各 个 顶点 i 到 达 顶 点 的 边 权 值 
g.edges[i][uj, 计 算出 MIN {distt"!1[i] 十 g. edges [i][uj), 再 比较 dist” 卫 [uj] 和 
MIN{dist* 下 [让 十 g. edges[i[u]) , 取 较 小 者 作为 dist* [uj] 的 值 , 即 得 到 第 k 次 松弛 操作 的 
结果 。 对 应 的 递 推 关系 式 如 下 : 


dist? [u] =g. edges[v] [u] 
disk [4] =MIN{dist [u], MIN{dist'—! [i]+g.edges[i] Cd)},i=0,1, * ,n—1,i#u 


对 于 图 9. 12 所 示 的 带 负 权 值 的 有 向 图 G, 采 用 贝尔 曼 -福特 算法 求 顶 点 0 到 其 他 顶点 
的 最 短路 径 时 ,dist 数组 的 变化 过 程 如 表 9. 1 所 示 ,path 数组 的 变化 过 程 如 表 9. 2 所 示 。 


表 9.1 dist 数组 的 变化 过 程 








k dist [0] dist [1] distt [2] dist [3] dist: [4] dist [5] dist [6] 
0 0 4 一 6 6 ce co co 

1 0 4 —6 6 0 过 -10 
2 0 4 一 6 6 一 1 = 一 10 
3 0 4 一 6 6 = 一 2 一 10 
4 0 4 一 人 6 | = 10 
5 0 4 一 6 6 = -区 一 10 
6 0 4 一 6 6 = 一 2 一 10 

表 9.2 path 数组 的 变化 过 程 

k path: [0] path*: [1] path*: [2] path* [3] path* [4] path: [5] path* [6] 
0 一 和 0 0 0 = = 二 时 

1 = 0 0 2 2 5 

2 Cd 0 0 0 5 2 5 

3 = 0 0 0 5 2 5 

4 = 0 0 0 5 2 5 

5 -= 0 0 0 5 2 5 

6 | 0 0 0 5 2 5 


最 后 求 得 的 从 顶点 0 到 其 他 顶点 的 最 短路 径 长 度 和 路 
径 如 下 : 

从 顶点 0 到 顶点 1 的 路 径 长 度 为 4, 路 径 为 0,1 

从 顶点 0 到 顶点 2 的 路 径 长 度 为 一 6, 路 径 为 0,2 

从 顶点 0 到 顶点 3 的 路 径 长 度 为 6, 路径 为 0,3 

从 顶点 0 到 顶点 4 的 路 径 长 度 为 一 1 ,路径 为 0,2,5,4 

从 顶点 0 到 顶点 5 的 路 径 长 度 为 一 2, 路 径 为 0,2,5 图 9.12 一 个 带 负 权 的 有 向 图 

从 顶点 0 到 顶点 6 的 路 径 长 度 为 一 10, 路 径 为 0.2,5,6 

前 面 的 狄 克 斯 特 拉 算法 在 求解 过 程 中 , 源 点 到 集合 S 内 各 顶点 的 最 短路 径 一 旦 求 出 ， 
即 不 再 改变 ,修改 的 仅仅 是 源 点 到 V 一 S 集合 中 各 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 而 贝尔 曼 -福特 算 
法 在 求解 过 程 中 ,每 次 循环 都 要 修改 所 有 顶点 的 dist[ ], 也 就 是 说 , 源 点 到 各 顶点 最 短路 径 
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长 度 一 直 要 到 算法 结束 才 确 定 下 来 ,所 以 贝尔 曼 -福特 算法 适合 含有 负 权 的 图 求 最 短路 径 。 
pel ei ean te Mite ig et tote 
的 图 求 最 短路 径 。 如 果 存 在 负 回 路 ,图 中 就 不 存在 最 短路 径 ( 假 设 存 在 最 短路 径 , 那 么 只 
将 这 条 最 短路 径 沿 着 负 回 路 再 绕 一 圈 , 那 么 新 的 最 短路 径 长 度 就 会 减少 )， pod 
如 果 图 中 不 存在 负 回 路 ,那么 贝尔 曼 - 福 特 算法 可 以 求 出 源 点 到 所 有 顶点 的 最 短路 径 。 
贝尔 曼 - 福 特 算法 用 一 个 数组 path[0..n 一 1J 保 存 最 短路 径 , 其 含义 与 狄 克 斯 特 拉 算 法 
中 的 path 数组 含义 相同 。 
贝尔 曼 -福特 算法 如 下 (v 为 源 点 编号 ) : 


void BellmanFord( MGraph g,int v) 
1 int lk ws 
int distLMAXV] ,pathLMAXV] ; 
for (i=0;i<g.nii 十 十 ) 
{ dist[]=g.edges[v][]; // 对 dist* 口 初 始 化 
if (il=v 8&8 dist[]< INF) 


path[] =v; // 对 path' 器 初 始 化 
else 
path[i] =—1; 
} 
for (k=1;k<g.n;k 二 十 ) // 从 dist* [uj 递 推出 dist [u] ，… ,dist"™! [uj 循环 n 一 1 次 
{ for (u=0;u<g.n; u 十 十 ) // 修 改 每 个 顶点 的 dist[u] 和 path[u] 
{ iful=v) 


{ for (i=0;i<g.nii 十 十 ) ”// 考 虑 其 他 每 个 顶点 
{ if(g.edges[i [uj<INF &&. dist[u]> dist[i]++g.edges[i] [u]) 
{ dist[u]=dist[] +g.edges[i] [Cu]; 
path[u] =i; 
| 


} 
} 
//Dispath(g, dist, path,v) ;输出 最 短路 径 及 长 度 
} 


可 以 采用 贝尔 曼 -福特 算法 判断 图 中 是 否 存 在 负 回 路 。 其 过 程 是 : 在 求 出 dist 一 后 (用 
dist 表示 ) ,检查 图 中 的 每 一 条 边 <i.j >, 若 有 dist[ 门 二 dist[ 让 十 g.edges[ 详 [ 门 成 立 ,表示 图 
中 存在 负 回 路 ; 否则 不 存在 负 回 路 。 即 如 果 发 现 第 n 次 操作 仍 可 降低 路 径 长 度 , 就 一 定 存 
在 负 回 路 。 对 应 的 算法 如 下 : 


bool hasminusCycle( MGraph g,int dist[]) // 判 断 是 否 存在 负 回 路 
{ for (inti=0;i<g.n;i 二 二) 
for (int j=0;j<g.n;j+ 十 ) // 处 理 每 一 条 边 <i,j> 
{ if(g.edges[i] 0G]>0 &%& g.edges[i 0]<INF) 
{ if (distD]> dist[]++g.edges[] 0]) 
return true; // 存 在 负 回 路 
} 


350 
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int distLMAXV] ; 
int pathLMAXV] ; 
void Disppath( ) 
{ vector<int> apath; 
for (int i=0;i<G—>n;it++) 


apath. push_back()); 
while (j!=s && j!=—1) 
{ j=path0]; 

apath. push_back(j) ; 
} 
printf(" 


// 输 出 从 顶点 s 出 发 的 所 有 最 短路 径 
// 存 放 一 条 逆 路 径 


{ if(i==s) continue; 
if (path[] ==—1) 
printf(” 从 顶点 %d 到 %d 的 没有 路 径 \n", s,i); 
else 
{ apath.clear(); 
int j=i; 


从 顶点 %d 到 %d 的 最 短路 径 长 度 : %2d， 路 径 :",s,i, dist[]); 





for (int k=apath. size() 
printf("%d ",apath[k]); 
printf("\n"); 


} 
} 


void SPFA() 
{ ArcNode *p; 
int v, w; 


int visited[MAXV]; 

queue <int> qu; 

for (int i=0;i<G—>n;it++) 
{ dist[]=INF; 


visited[i] =0; 
path[] =—1; 
} 
dist[s] =0; 
visited[s] =1; 
qu. push(s); 


while (!qu.empty()) 
{ v=qu.front(); qu.popO); 
visited[v] =0; 
p=G —> adjlist[v] .firstarc; 
while (p!= NULL) 
{ w=p—>adjvex; 
if (dist[w]> dist[v] +p—> weight) 
{ dist[w]=dist[v]+p—> weight; 
path[w] =v; 





} 

if (visited[w] ==0) 

{ qu.push(w); 
visited[w] =1; 

} 


p 王 p 一 > nextarc; 


1;k> 一 0;k 


// 求 源 点 s 到 其 他 各 项 点 的 最 短 距 离 


//visited 中 表示 顶点 i 是 否 在 qu 中 
// 定 义 一 个 队列 qu 
// 初 始 化 顶点 s 到 i 的 距离 


// 将 源 点 的 dist 设 为 0 
// 设 置 源 点 s 的 访问 标记 

// 源 点 s 进 队 

// 队 不 空 时 循环 

// 出 队 顶 点 v 

// 释 放 对 v 的 标记 ,可 以 重新 进 队 


// 处 理 顶 点 v 的 每 个 相 邻 点 w 
// 如 果 不 满足 三 角形 性 质 
// 松 弛 dist 回 


// 顶 点 w 没 有 访问 
// 将 顶点 w 进 队 


图 算法 设计 








例如 有 一 个 如 图 9. 13 所 示 的 带 权 有 向 图 , 源 点 为 0, 用 SPFA 算法 求解 的 过 程 如 下 。 





图 9.13 一 个 带 权 的 有 向 图 
(1) 源 点 进 队 ,结果 如 下 : 














qu 0 
i 0 和 2 3 
visited 0 0 0 
dist 0 co oo oo 














(2) 出 队 顶 点 0, 其 相 邻 点 进 队 ,结果 如 下 : 


qu 
i 
visited 
dist 














Sci 
- 
oo 





(3) 出 队 顶 点 2( 注 意 通 过 顶点 2 得 到 dist[3] 二 7) ,其 相 邻 点 进 队 ,结果 如 下 : 
































qu 人 3 
i 0 2 3 
visited 0 0 Yl 
dist 0 2 4 7 
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(4) 出 队 顶 点 1( 注 意 顶 点 2 的 dist[2] 修 改 为 3) ,其 相 邻 点 进 队 ,结果 如 下 : 
qu 名 2 
i 0 2 3 
visited 0 0 1 1 
dist 0 2 3 
(5) 出 队 顶 点 3, 其 相 邻 点 进 队 ,结果 如 下 : 
qu 2 
i 0 1 2 3 
visited 0 0 1 0 
dist 0 2 3 
(6) 出 队 顶 点 2( 注 意 dist[2]==4 被 修改 为 3, 其 相 邻 点 重新 松弛 ), 其 相 邻 点 进 队 , 结 果 如 下 : 
qu 3 
i 0 L 2 3 
visited 0 0 0 1 
dist 0 2 3 6 
(7) 出 队 顶 点 3, 其 相 邻 点 进 队 ,结果 如 下 : 
qu 
i 0 1 2 3 
visited 0 0 0 0 
dist 0 2 3 6 


























队列 空 ,结束 。 其 求解 结果 如 下 : 


从 顶点 0 到 1 的 最 短路 径 长 度 : 2, 路 径 : 0 1 
从 顶点 0 到 2 的 最 短路 径 长 度 : 3, 路 径 : 0 1 2 
从 顶点 0 到 3 的 最 短路 径 长 度 : 6, 路 径 : 0 12 3 


SPFA 算法 在 形式 上 和 广度 优先 遍历 算法 非常 类 似 ,不 同 的 是 在 广度 优先 遍历 中 一 个 
顶点 出 了 队列 就 不 可 能 重新 进入 队列 ,而 SPFA 算法 中 一 个 顶点 可 能 在 出 队 之 后 再 次 进 队 。 

【算法 分 析 】 在 SPFA 算法 中 ,while 循环 的 执行 次 数 大 致 为 图 中 边 数 e, 算 法 的 时 间 
复杂 度 为 O(e) ,由 于 通常 远 远 小 于 n(n 十 1)/2, 所 以 好 于 狄 克 斯 特 拉 算 法 。 


924 弗 洛 伊 德 算法 

求 图 中 所 有 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 问 题 也 称 为 多 源 最 短路 径 问 题 ,可 以 采用 弗 洛 伊 
德 (Floyd) 算 法 来 求解 。 

和 作乱 区 天 有 未 和 下 下 

弗 洛 伊 德 算法 基于 动态 规划 方法 ,采用 一 个 二 维 数组 A 存放 当前 顶点 之 
间 的 最 短路 径 长 度 , 即 分 量 A[ 站 [jj 表示 从 当前 顶点 i 到 顶点 j 的 最 短路 径 长 
度 ,通过 递 推 产生 一 个 矩阵 序列 Au ,A1l,…,As，,…,A,-1, 其 中 A4[ 门 [j] 表 
示 从 顶点 i 到 顶点 j 的 路 径 上 所 经 过 的 顶点 编号 不 大 于 k 的 最 短路 径 长 度 。 
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初始 时 有 A-1[ 门 [站 二 g. edges[i[j]。 车 As-1[ 记 [jj 已 求 出 , 当 求 从 顶点 i 到 顶点 j 
的 路 径 上 所 经 过 的 顶点 编号 不 大 于 k 的 最 短路 径 长 度 Ai[ 让 [7] 时 ,从 顶点 i 到 顶点 j 的 最 


短路 径 有 两 种 情况 : 

(1) 从 顶点 i 到 顶点 j 的 路 径 不 经 过 顶点 编号 为 k 的 顶点 ,此 时 不 需要 调整 , 即 
ArLiJL]=AsiLiL;j. 

(2) 从 顶点 i 到 顶点 j 的 最 短路 径 上 经 过 编号 为 的 顶点 ,如 图 9. 14 所 示 , 原 来 的 最 短 


路 径 长 度 为 A,-1[ 门 [j]。 经 过 编号 为 的 顶点 的 路 径 分 为 两 段 , 这 条 经 过 编号 为 的 顶点 
的 路 径 的 长 度 为 A-1[i[kj 十 As-1 [kj[Lj], 如 果 其 长 度 小 于 原来 的 最 短路 径 长 度 , 即 
Ai-i[Li[ 门 , 则 取经 过 编号 为 & 的 顶点 的 路 径 为 新 的 最 短路 径 。 

归纳 起 来 , 弗 洛 伊 德 思想 可 用 如 下 表达 式 来 描述 : 


A-i[i 0]=g.edges[i] [7] 
A DJ=min(Ari [D0], Ai [LR]+A-1 [A 0} 0<kS<n—1 


该 式 是 一 个 迭代 表达 式 ,A,-: 表 示 已 考虑 顶点 0、1、…、k 一 1 这 此 个 顶点 后 得 到 的 各 项 
点 之 间 的 最 短路 径 ,那么 As-:[ 订 [ 门 表示 由 顶点 守 到 顶点 六 已 考虑 项 点 0.1、…\ 一 1 这 
个 顶点 后 得 到 的 最 短路 径 ,在 此 基础 上 再 考虑 项 点 &, 求 出 各 顶点 在 考虑 项 点 & 后 的 最 短路 
径 , 即 得 到 A。 每 迭代 一 次 ,在 从 顶点 i 到 项 点 j 的 最 短路 径 上 就 多 考虑 了 一 个 顶点 ; 经 过 
nn 次 迭代 后 所 得 的 A,-1[ 站 [j] 值 就 是 考虑 所 有 顶点 后 从 顶点 i 到 顶点 j 的 最 短路 径 , 也 就 是 
最 后 的 解 。 

另外 用 二 维 数组 path 保存 最 短路 径 , 它 与 当前 迭代 的 次 数 有 关 , 即 当 和 迭代 完毕 后 path 
[ 订 [ 站 存放 从 项 点 i 到 顶点 j 的 最 短路 径 中 顶点 j 的 前 一 个 顶点 编号 。 和 狄 克 斯 特 拉 算 法 
中 采用 的 方式 相似 ,在 求 A,-1[ 让 [jj 时 paths-1[i[jj 存 放 从 顶点 i 到 顶点 j 已 考虑 0 一 A 一 
1 顶点 的 最 短路 径 上 前 一 个 顶点 的 编号 。 初 始 顶 点 i 到 顶点 j 有 边 时 path[ 让 [站 二 =i, 否则 
path[ 门 [站 二 一 1。 考 虑 顶点 时 的 调整 情况 如 图 9. 14 所 示 。 在 算法 结束 时 ,由 二 维 数组 
path 的 值 追溯 ,可 以 得 到 从 顶点 i 到 顶点 j 的 最 短路 径 。 


有 一条 路 和 有 一 条 路 和 

ee 
0 NO pom AU pathe iAL=a, 
若 4 PAA 


L (a) 选择 经 过 项 点 4 的 路 径 ， 即 
ce 


pathi[i][ /=a=pathe_ [AI[] 
Axali[] 


AiLILEmint A A +A A 
图 9.14 考虑 项 点 上 时 路 径 的 调整 


例如 ,对 于 图 9. 15 所 示 的 带 权 有 向 图 ,采用 弗 洛 伊 德 算法 求 多 源 最 短路 径 时 A 和 path 
数组 的 变化 情况 如 表 9. 3 所 示 , 表 中 带 阴 影 的 框 表 示 发 生 了 改变 。 最 后 求 得 的 结果 如 下 : 















从 0 到 1 路 径 为 0,1, 路 径 长 度 为 5 
从 0 到 2 路 径 为 0,3,2, 路 径 长 度 为 8 
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从 0 到 3 路 径 为 0,3, 路 径 长 度 为 7 
从 1 到 0 路 径 为 1,3,2,0, 路 径 长 度 为 6 
从 1 到 2 路 径 为 1,3,2, 路 径 长 度 为 3 
从 1 到 3 路 径 为 1,3, 路 径 长 度 为 2 

从 2 到 0 路 径 为 2,0, 路 径 长 度 为 3 
从 2 到 1 路 径 为 2,1, 路 径 长 度 为 3 

从 2 到 3 路 径 为 2,3, 路 径 长 度 为 2 

从 3 到 0 路 径 为 3,2,0, 路 径 长 度 为 4 
从 3 到 1 路 径 为 3,2,1, 路 径 长 度 为 4 
从 3 到 2 路 径 为 3,2, 路 径 长 度 为 1 





图 9.15 一 个 带 权 有 向 图 


表 9.3 A 和 path 数组 的 变化 过 程 
path(0) 




























































































和 贝尔 曼 - 福 特 算法 一 样 , 弗 洛 伊 德 算 法 在 考察 项 点 时 可 能 修正 所 有 两 个 顶点 i\j 之 
间 的 最 短路 径 ,所 以 适合 于 带 有 负 权 值 的 图 ,但 不 适合 于 含有 人 负 权 回路 的 图 求 最 短路 径 。 

CR 

对 于 采用 邻接 矩阵 g 存储 的 图 G, 求 所 有 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 的 弗 洛 伊 德 算法 





@O 图 算法 设计 
如 下 : 


void Floyd( MGraph g) //Floyd 算法 
{ int A[MAXV][MAXV],path[MAXV][MAXV]; 
int i,j, k; 
for (i=0;i<g.n;i+ 二 +) 
for (j=0;j<g.n;j+ 十 ) 
{ A[J0G]=g.edges[] 0]; 
if (i!l=j && g.edges[i] D0]< INF) 
path[] 0G] =i; // 顶 点 i 到 ij 有 边 时 
else 
path[] 0G]=—1; // 顶 点 i 到 j 没有 边 时 
} 
for (k 王 0;k< g.n;k 十 十 ) 
{ for (i=0;i<g.n;i+ 十 ) 
for (j 王 0;j< g.nj;j 十 十 ) 
if (A[ [j]> A [kJ +ALk] 四) 
{ADO]=ADICk+ACO]; 
path[i] [j] =path[k] 0] ; // 修 改 最 短路 径 


} 
//Dispath(g, 人 A,path) ;输出 最 短路 径 
} 


【算法 分 析 】 在 Floyd() 算 法 中 主要 包含 3 重 循 环 , 时 间 复 杂 度 为 O(2) ,其 中 为 图 
中 顶点 的 个 数 。 

思考 题 : 如 果 求 一 个 带 权 有 向 图 中 所 有 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 长 度 ,可 以 对 每 个 顶 
点 调用 一 次 狄 克 斯 特 拉 算 法 来 实现 ,时 间 复 杂 度 为 002s )。 弗 洛 伊 德 算法 的 时 间 复 杂 度 也 
是 OG ) ,但 在 实际 中 采用 弗 洛 伊 德 算法 的 执行 时 间 远 少 于 ?次 调用 狄 克 斯 特 拉 算 法 的 时 
间 ,这 是 为 什么 ? 


求解 旅行 商 问题 光 ※ 
93.1 旅行 商 问 题 描述 


旅行 商 问 题 (Travelling Salesman Problem,TSP) 又 称 旅行 推销 员 问 题 , 货 郎 担 问题 , 它 
是 数学 领域 中 的 著名 问题 之 一 。 假 设 有 一 个 旅行 商人 要 拜访 个 城市 ,他 必须 选择 所 要 走 





的 路 径 ,路 径 的 限制 是 每 个 城市 只 能 拜访 一 次 ,而 且 最 后 要 回 到 原来 出 发 的 城市 。 路 径 的 选 es, 


择 目 标 是 使 求 得 的 路 径 长 度 为 所 有 路 径 之 中 的 最 小 值 。 
下 面 采用 前 面 几 章 介绍 的 各 种 方法 来 求解 。 


932 采用 蛮 力 法 求解 TSP 问题 


采用 蛮 力 法 求解 TSP 问题 就 是 列举 所 有 的 解 ,通过 比较 找 出 最 优 解 。 
以 图 9. 16 所 示 的 4 城市 图 为 例 , 其 邻接 矩阵 表示 如 图 9. 17 所 示 。 假 
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设 TSP 问题 的 起 点 * 为 0, 求 出 的 所 有 从 顶点 0 到 顶点 0 并 通过 所 有 顶点 的 路 径 如 下 : 


路 径 1: 0 一 1 一 2 一 3 一 0,28 
路 径 2: 0 一 1 一 3 一 2 一 0,29 
路 径 3: 0 一 2 一 1 一 3 一 0,26 
路 径 4: 0 一 2 一 3 一 1 一 0,23 
路 径 5: 0 一 3 一 2 一 1 一 0,59 
路 径 6: 0 一 3 一 1 一 2 一 0,59 


通过 比较 求 得 最 短路 径 长 度 为 23, 最 短路 径 为 0 一 2 一 3 一 1 一 0。 





08 5 36 
608 5 
gedges[I[= |8 9 0 5 
778 0 
图 9.16 一 个 4 城市 的 图 图 9.17 4 城市 图 对 应 的 邻接 矩阵 


采用 蛮 力 法 求解 TSP 问题 的 思路 如 下 : 对 于 个 顶点 的 图 ,以 ;==0 为 起 点 ,采用 第 4 
章 中 4. 2. 7 小 节 的 算法 求 出 1~n 一 1 的 全 排列 ( 求 除了 顶点 0 以 外 其 他 顶点 的 全 排列 ) ,以 
每 个 排列 作为 路 径 求 出 路 径 长 度 ,比较 求 出 最 短路 径 ( 若 起 点 * 不 为 0, 将 邻接 和 矩阵 中 的 顶 
点 和 顶点 0 交换 即 可 )。 完 整 程 序 如 下 (假设 起 点 为 0) : 

# include "Graph. cpp" // 包 含 图 的 基本 运算 算法 

#include < stdio.h> 


#include < vector> 
using namespace std; 





// 问 题 表示 
int s=0; // 指 定 起 点 为 0 
MGraph g; // 图 的 邻接 矩阵 
// 求 解 过 程 表示 
int Count 一 1; // 路 径 条 数 累 计 
Vector < vector < int >> ps; // 存 放 全 排列 
void Insert(vector < int > s,int i, vector < vector < int>> &psl) 
// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 
{ vector<int> sl; 
vector < int >: :iterator it; 
for (int j 王 0;j<i;j 十 十 ) // 在 s( 含 i 一 1 个 整数 ) 的 每 个 位 置 插入 i 
{ sl=s 
it 一 s1.begin() 十 j; // 求 出 插入 位 置 
PE sl.insert(it,i); // 插 入 整数 i 
psl. push_back(s1) ; // 添 加 到 psl 中 
} 
} 
void Perm(int n) // 求 1~n 的 所 有 全 排列 
{ vector<vector<int>> psl; // 临 时 存放 子 排列 
vector< vector < int >>: :iterator it; // 全 排列 迭代 器 


Vector <int> s,sl; 
s.push_back(1); 


@O@, 算法 设计 


ps. push_back(s); 
for (int i 一 2;i< 一 nii 十 十 ) 
{ psl.clear(); 
for (it= ps. begin() ;it!=ps.end(); 十 十 it) 
Insert( * it,i, ps1); 
ps=psl; 
} 


void TSP(MGraph g,int s) 


{ 


} 


vector < int > minpath; 
int minpathlen= INF; 
Perm(g.n—1); 
Vector< vector < int >>: :reverse_iterator it; 
Vector < int > apath; 
int pathlen; 
printf(" 起 点 为 %d 的 全 部 路 径 \n", s); 
for (it=ps. rbegin() ;it!= ps. rend() ;二 十 it) 
{ pathlen=0; 
int inity= s; 
apath= ( x it); 
for (int i=0;i<( * it).size();i 十 十 ) 
{ pathlen+=g.edges[initv] [( * it) 口 ] ; 
initv 一 C(* it) [1] ; 
} 
pathlen 十 一 g.edges[initv] [s] ; 
if (pathlen< INF) 
{ printf(" 路 径 %d:",Count 十 十 ); 
printf("0—>"); 
for (i=0;i< apath.size();i 十 十 ) 
printf("%d—>",apath[i]); 


// 添 加 {1} 集 合 元 素 
// 循 环 添 加 1 一 n 
//psl 存放 插入 i 的 结果 


// 在 每 个 集合 元 素 中 间 插 入 i 得 到 psl 


// 用 蛮 力 法 求解 TSP 问题 

// 保 存 最 短路 径 

// 保 存 最 短路 径 长 度 

// 生 成 1 到 n 一 1 的 全 排列 ps 
// 全 排列 的 反 向 迭代 器 


// 遍 历 ps 中 的 每 个 排列 


// 计 算 一 个 排列 作为 路 径 的 长 度 


// 存 在 路 径 时 


// 输 出 一 条 路 径 


printf("%d 路 径 长 度 : %d\n",0, pathlen); 


if (pathlen < minpathlen) 
{ minpathlen= pathlen; 
minpath= apath; 
} 
} 
} 
printf(" 起 点 为 %d 的 最 短路 径 \n",s); 
printf(” 最 短路 径 长 度 : %d\n" ,minpathlen) ; 
Printf("” 最 短路 径 : "); 
printf("0—>"); 
for (int j=0;j < minpath. size();j 十 十 ) 
printf("%d->",minpathD]); 
printf("% d\n",0); 


void main( ) 


{ 


int A[J[MAXV]={ 

{0,8,5,36}, {6,0,8,5},{8,9,0,5},{7,7,8 
int n 一 4,e 一 12; 
CreateMat(g, A,n,e); 


// 比 较 求 最 短路 径 


// 输 出 最 短路 径 


// 一 个 带 权 有 向 图 


0)}; 


// 创 建 图 的 邻接 矩阵 g 
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TSPCg,s); 
} 


【算法 分 析 】 对 于 图 中 的 个 顶点 , 求 1~~n 一 1 全 排列 的 时 间 为 O(nn1), 对 于 
On1) 的 路 径 , 求 每 条 路 径 长 度 的 时 间 为 O(n) ,所 以 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nn1)。 


933 采用 动态 规划 求解 TSP 问题 


以 图 9. 16 所 示 的 4 城市 图 为 例 来 讨论 采用 动态 规划 法 求解 TSP 问题 扫 - 扫 
的 方法 。 i 
假设 从 顶点 s( 这 里 ;==0) 出 发 , 令 A(V ,让 表示 从 顶点 :出 发 经 过 V( 一 
个 顶点 的 集合 ) 中 的 所 有 顶点 有 且 仅 有 一 次 到 达 顶 点 i 的 最 短路 径 长 度 。 和 
(1) 如 果 VV 为 空 集 ,那么 f(V ,让 表示 从 顶点 s 不 经 过 任何 顶点 到 达 顶 视频 讲解 
点 显然 此 时 有 /(V ,i) 二 g. edges[s][i]。 
(2) 如 果 V 不 为 空 ,对 于 jEV ,那么 FCV 一 人) ,四 就 是 子 问题 的 最 优 和解 。 尝 试 V 中 的 
每 个 顶点 j ,并 求 出 最 优 解 FCV ,让 = 二 min{f(V 一 人 j) , 门 十 g. edges[jj[i])。 
对 应 的 状态 转移 方程 (s 二 0) 如 下 : 

















f(V,i)=g.edges[0][] 当 V={} 时 
f(V,D)=min(f(V—{j},N)+g.edges[j)][d | WEV} 当 V 关 {} 时 


了 A(V,0) 的 结果 即 为 所 求 。 对 于 图 9. 16 所 示 的 带 权 有 向 图 ,起 点 ;二 0,A({1,2,3),0) 就 
是 从 顶点 0 出 发 经 过 顶点 1、2、3 到 达 顶 点 0 的 最 短路 径 长 度 , 其 求解 过 程 如 图 9. 18 所 示 ， 
从 A({1,2,3),0) 出 发 进行 递 推 ,达到 叶子 结 点 后 进行 求 值 ,求解 结果 为 23, 对 应 的 最 短路 径 
是 0 2 3 dl 20。 


A{1,2.3},0)=23 






min 3 一 0 







2 一 0 












AL23)1)17 


ee 


A{1,3},2)=21 A{1,2},3)=19 




















3-1 /mm 3 1i3 ] mi \2-3 
XGj2F44] WE [437.43][A033] [#82014] [X216 
3 一 2 |min 2 一 3 |min ”3 一 1 | min 1 一 3 | min 2 一 1| min 1 一 2 |min 
AD3F36 | 区 于 [73336 | [ 70.08 | | 7025 | [AQ.D=8 
图 9.18 用 动态 规划 法 求解 TSP 问题 的 过 程 

注意 : 图 9. 18 中 的 min 并 不 是 直接 取 所 有 子 结 点 的 最 小 值 ,而 是 取 f(V 一 {j) ,站 十 g. 
edges[jj[ 引 的 最 小 值 ,例如 f({1,2,3},0) 二 min(f({2,3},1) 十 g. edges[1][0],f({1,3), 
2)+g. edges[2][0],/f({1,2},3)+g. edges[3][0])=(17+6,21 十 8,19 十 7) 二 23。 

采用 STL 的 set < int> 容 器 表示 顶点 集合 V, 对 应 的 递归 求解 程序 如 下 : 



























































# include "Graph. cpp" // 包 含 图 的 基本 运算 算法 
#include < stdio.h> 


@008 4 


#include < set> 
using namespace std; 
# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 


typedef set< int > SET; // 采 用 set< int> 表 示 顶 点 集合 
// 问 题 表示 
int s=0; // 指 定 起 点 为 0 
MGraph g; // 图 的 邻接 矩阵 
int f(SET V, int i) // 求 TSP 所 有 解 的 路 径 长 度 
{ int minpathlen 王 INF; // 最 短路 径 长 度 

if (V. size()==0) // 当 VV 为 空 时 

return g.edges[0] [1 ; 
else // 当 V 不 空 时 


{ SET::iterator it; 
for (it=V. begin() ;it!=V.end(); 十 十 ity/ 扫 描 集 合 V 中 的 顶点 j 
{ SET tmpV=V; 
int j= * it; 
tmpV. erase(j); //tmpV=V 一 人 
int pathlen={(tmpV,j)+g.edgesD] [0 ; 
minpathlen= min(minpathlen, pathlen) ; 
} 


return minpathlen; 


} 
} 
void main( ) 
{ int A[]J[MAXV]={ // 一 个 带 权 有 向 图 
{0,8,5,6},{6,0,8,5}, {8,9,0,5},{7,7,8,0}}; 
int n=4,e=12; 
CreateMat(g, A,n,e); // 创 建 图 的 邻接 矩阵 g 
SET V; 
for (int i 王 1;i<g.n;i 十 十 ) // 插 入 1、.2、3 顶点 
V.insert(i); 
printf("TSP 路 径 长 度 一 %d\n",fCV,s)); ”// 输 出 23 
} 


现在 采用 动态 规划 数组 dp 来 求解 ,用 dpLV][ 训 存放 /(V ,站 的 函数 值 ,但 V 是 一 个 集 
合 , 而 数组 下 标 只 能 是 整数 ,为 此 将 集合 用 二 进 制 表 示 ,n 为 图 中 除了 起 点 0 以 外 的 中 间 顶 
点 个 数 , 即 n==g.n 一 1。 

例如 ==3,V= 二 {3,2,1} 用 二 进 制 111(7) 表 示 ,{3,1} 用 二 进 制 101(5) 表 示 。 注 意 二 进 
制 数 从 低位 到 高 位 的 数位 编号 是 1~~n, 这 样 几 个 基本 的 位 操作 如 下 : 

(DV=Q 之 一 1, 则 V 的 二 进 制 是 由 nn 个 1 组 成 的 。 例 如 n=4,V=[1111];。 

(2) 判断 V 对 应 的 二 进 制 中 的 第 i 位 是 否 为 1, 可 以 通过 V 人 (1 <<(i 一 1)) 来 实现 ,如 
果 该 表达 式 返 回 0, 表 示 第 i 位 是 否 为 0, 否 则 返回 一 个 非 0 值 (22: ) ,表示 第 i 位 是 否 为 1。 
例如 ,V=[110j];,i=1 时 VV & (1<<(i 一 1)) 返 回 0,i==2 时 V & (1 <<(i 一 1)) 返 回 2,i=3 
时 V && (1 <<(i 一 1)) 返 回 4。 所 以 V 表示 顶点 集合 时 可 以 通过 V & (1 <<(i 一 1)) 是 否 为 true 
判断 V 集合 中 是 否 包含 顶点 i。 

(3) 如 果 V 对 应 的 二 进 制 中 的 第 i 位 为 1, 可 以 通过 位 操作 柬 =V^(l1<<(G 一 1)) 得 到 
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将 V 的 第 i 位 改变 为 0 的 结果 WW。 例如 ,V==[10001j]s, 若 i 二 1, 则 W=V^(1<<(i 一 1))= 
[10000]:; 车 i==5, 则 WW=V^(1<<(i 一 1)) 二 [00001];。 所 以 当 V 集合 中 包含 顶点 i 时 
V 一 {让 可 以 通过 V^(1 <<(i 一 1)) 得 到 。 

令 dp[LV][ 可 表示 从 起 点 0 出 发 经 过 V 中 的 所 有 顶点 (顶点 1 一 顶点 g.n 一 1) 到 达 
顶点 iiEV) 的 最 短路 径 长 度 。 首 先 将 dp 的 所 有 元 素 初始 化 为 0, 这 样 的 状态 转移 方 
程 如 下 : 





dp[V] [i]=g.edges[0] [7] 当 V= 人 时 ,1<i<n 
dp[V] 了 [=min(dp[V 一 {让 ][ 站 十 g.edges[ 门 四) iEV, 对 于 V 中 除了 i 以 外 的 其 他 中 间 顶 点 j 


通过 V 枚 举 所 有 的 顶点 , 即 V 从 0( 或 者 1) 到 2 一 1, 从 而 求 出 所 有 dp[VJ[ 门 ,包括 
dp[{1,2,… ,nn)][ 让 (i) ,那么 min(Cdp[{1,2,…,z 门 [ 朴 十 g.edges[z[0]) 即 为 所 求 。 
对 于 图 9. 15 所 示 的 带 权 有 向 图 ,求解 过 程 如 下 : 


Q@ V=000(0),V 一 (} ,没有 考虑 任何 顶点 . 
@V=001(1): 
i=1 zdp[VJ[1] =g.edges[0] [1]=8 
@ V=010(2): 
i=2 adp[V] [2] =g.edges[0] [2] =5 
@V=011(3): 
i=1,j=2 adp[VJ[1]=min{dp[2] [2]+g.edges[2] [1]}=14 
i=2,j=1 zdp[V] [2] =min{dp[1] [1] +g.edges[1] [2]}=16 
@V=100(4): 
i=3 adp[V] [3] =g.edges[0] [3] =36 
©@V=101(5): 
i=1,j=3 zdp[V][1] =min{dp[4] [3]+g.edges[3] [1]}=43 
i=3,j=1 adp[VJ[3]=min{dp[1] [1] +g.edges[1] [3]}=13 
@ V=110(6) : 
i=2,j=3 edp[V] [2]=min{dp[4] [3] +g.edges[3] [2]}=44 
i=3,j=2 adp[V][3] =min{dp[2] [2] +g.edges[2] [3]}=10 
® V=111(7): 
i=1,j=2 zdp[V] [1]=min{dp[6] [2] +g.edges[2] [1]}=53 
i=1,j==3 zdp[V][1] 二 min{dp[6][3] 十 g.edges[3][1]) 二 17(dp[V] [1] 最 终 值 ) 
i=2,j=1 adp[V] [2] =min{dp[5] [1] +g.edges[1] [2]}=51 
i=2,j=3 zdp[Vj[2] 二 min{dp[5] [3] 十 g.edges[3][2]} 二 21(dp[V][2] 最 终 值 ) 
i=3,j=1 zdp[VJ[3] =min{dp[3] [1]+g.edges[1] [3]}=19 
i=3,j 二 2 zdp[V][3] 二 min{dp[3] [2] 十 g.edges[2][3]} 二 19(dp[V][3] 最 终 值 ) 











算法 执行 的 最 终结 果 (V==[111], 二 7) 为 ans 二 min{dp[7][1] 十 g. edges[1][0],dp[7] 
[2] 十 g. edges[2][0],dp[7][3] 十 g.edges[3][0]} 王 (23,29,26} 一 23。 

由 dp 推导 最 短路 径 minpath 的 过 程 : V= 二 (1 <<n) 一 1( 含 除了 0 以 外 的 其 他 顶点 ) , 找 
到 最 小 的 dp[LV][minj] ,将 minj 添加 到 minpath 中 ; V==(V^(1 <<(minj 一 上))( 从 V 中 删 
除 顶 点 minj) ,查找 不 为 0 的 最 小 dpLV][minj] ,将 minj 添加 到 minpath 中 。 如 此 这 样 , 直 
到 V=0。minpath 中 存放 的 是 一 条 逆 路 径 , 反 向 输出 构成 一 条 正 向 的 最 短路 径 。 


对 应 的 完整 程序 如 下 : 


#include "Graph.cpp" 
#include < stdio.h> 
#include < string.h> 
#include < set> 
#include < vector> 
using namespace std; 
#define MAX 11 
# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 
typedef set< int > SET; 
// 问 题 表 示 
int s 一 0; 
MGraph g; 
// 求 解 结 果 表 示 
int dp[1 << MAX] [MAX] ; 
int minpathlen; 
vector < int > minpath; 
void solve( ) 
{ intn=g.n—1; 
memset(dp, 0, sizeof(dp)); 
for(int V=0; V<=(1 <<n)—1; V 十 十 ) 
{ for(inti=1; i<=n; i 十 十 ) 
if(V & (1<<(i 一 D)) 
Ci eC 1) 


dp[VJ [=g.edges[0] [1 ; 


else 


{ dp[V][]=INF; 


for(int j=1; j<=n; j 十 十 ) 
让 (V && (1<<(j 一 D)) && il=j)// 枚 举 V 中 顶点 i 以 外 的 其 他 项 点 j 


dp[W 回 一 


min(dp[VJ[i] ,dp[V “(1<<(i—1))]0]+g.edges0] [0]); 


} 
} 
void BuildPath() 
{ minpathlen=INF:; 
int n=g.n—1; 
int V=(1 <<n)—1,minj; 
for(int j=1; j<=nyjt+) 


{ if (minpathlen> dp[V]D]+g.edgesD] [0]) 


@08, 算法 设计 


// 顶 点 个 数 n 对 应 的 最 多 二 进 制 位 数 
// 采 用 set< int> 表 示 顶 点 集合 


// 指 定 起 点 为 0 
// 图 的 邻接 矩阵 


// 存 放 最 短路 径 长 度 

// 存 放 最 短路 径 (逆向 ) 

// 求 TSP 问题 

//n 为 顶点 个 数 减 1( 除 了 起 点 0) 
//dp 元 素 初 始 化 为 0 


// 先 对 1~n 的 顶点 枚 举 
// 顶 点 i 在 集合 V 中 的 情况 
// 如 果 V= 们 


// 构 建 最 短路 径 


// 求 最 短路 径 长 度 





{ minpathlen=dp[V] 0]+g.edgesD] [0]; 


minj 一 j; 
} 
} 
while (V!=0) 
{ minpath.push_back(minj); 
V=(V"“(] <<(minj—1))); 
int mindp= INF:; 


// 求 最 短路 径 


// 从 V 中 删除 顶点 minj 
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for (int i 一 1;i< 一 nii 十 十 ) // 查 找 dp[V][L*] 中 不 为 0 的 最 小 dp[V] [minj] 
{ 让 (dp[ 内 回 !=0 && dp[V] [J< mindp) 
{ mindp=dp[V][]; 
minj=i; 


} 
} 
void main( ) 
{ int A[JI[MAXV]={ // 一 个 带 权 有 向 图 
{0,8,5,6}, {6,0,8,5}, {8,9,0,5}, {7,7,8,0})}; 
int n=4,e=12; 
CreateMat(g, A,n, e); // 创 建 图 的 邻接 矩阵 g 
solve(); 
BuildPath() ; 
printf(" 求 解 结果 \n"); 
printf(” 最 短路 径 长 度 : %d\n", minpathlen) ; 
printf("” 最 短路 径 : 0 一 "); 
for (int i= minpath. size()—1;i>=0;i——) 
printf(" %d—>", minpath[i] ); 
printf("0\n"); 
b 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
最 短路 径 长 度 : 23 
最 短路 径 : 0 一 2 一 3 一 1 一 0 


【算法 分 析 】 对 于 图 中 的 个 顶点 ,本 算法 需要 对 {1,2,…,n 一 1} 的 每 个 子 集 都 进行 操 
作 , 时 间 复 杂 度 是 O(2") , 当 比较 大 时 是 非常 耗 时 的 。 
934 采用 回溯 法 求解 TSP 问题 

以 图 9. 16 所 示 的 4 城市 图 为 例 来 讨论 采用 回溯 法 求解 TSP 问题 的 
方法 。 

用 FCV,i 求 从 顶点 守 出 发 经 过 V( 它 是 一 个 顶点 的 集合 ) 中 的 各 个 顶点 
一 次 且 仅 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 * 的 最 短路 径 长 度 。minpath 保存 最 短路 











视频 讲解 





径 ,minpathlen 保存 最 短路 径 长 度 ,V 用 set < int > 容器 表示 ,初始 时 了 一 
PE {1,2,3}。 用 path .pathlen 表示 当前 路 径 和 路 径 长 度 , 采 用 的 剪 枝 规则 是 当 一 个 结 点 的 当前 


路 径 长 度 大 于 minpathlen 时 该 结 点 变 成 死结 点 。 
采用 回溯 法 求解 TSP 问题 的 基本 框架 如 下 : 
f(V,i, path, pathlen) 


{ ”顶点 i 添加 到 path, 求 出 pathlen; 
让 (V 为 空 ) 


@0e ， CE 


{ ”这 ( 顶 点 i 到 起 点 s 有 边 ) 
得 到 一 条 路 径 ; 
比较 求 minpath 和 minpathlen; 
} 
else 
{ ”对 于 V 中 的 每 个 顶点 j; 
tmpV=V—{)); 


这 (pathlen < minpathlen) // 剪 枝 处 理 
f(tmpV,j, path, pathlen) ; 


} 


对 于 图 9.16, 其 解 空间 如 图 9. 19 所 示 , 图 中 的 阴影 框 表示 最 优 解 结 点 ,每 个 结 点 劳 的 
数字 表示 访问 顺序 , 带 X 的 结 点 表示 死结 点 。 


A{1,2,3},0) 
0: 0 
































3 5 8 10 
R35D) [X23)| Far] [ans 
1 一 2: 16 1] 一 3: 13 2 一 1: 14 2 一 3: 10| 

4| ,3) | 5| Xo,2) | F A063) | fA 
2 一 3: 28 3 一 2: 29 1 一 3: 26| 3 一 1:; 23| 
0,1,2,3 0,1,3,2 O23 0,2,3,1 


叶子 结 点 层 的 路 径 长 度 已 累加 了 到 起 点 0 的 距离 ， 其 他 层 未 计 入 
9.19 用 回溯 法 求解 TSP 问题 的 搜索 空间 
采用 回溯 法 求解 TSP 问题 的 完整 程序 如 下 : 
# include "Graph. cpp" // 包 含 图 的 基本 运算 算法 
#include < vector> 
#include < set> 
using namespace std; 


# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 
typedef set< int > SET; 





// 采 用 set<int> 表 示 顶 点 集合 


// 问 题 表示 

int s; // 指 定 起 点 

MGraph g; // 图 的 邻接 矩阵 

// 求 解 过 程 表示 

int Count 一 1; // 路 径 条 数 累 计 
vector < int > minpath; // 保 存 最 短路 径 

int minpathlen= INF:; // 保 存 最 短路 径 长 度 
void dispasolution(vector < int> path,int pathlen) ”// 输 出 一 个 解 


算法 设计 与 分 析 N\ 上 GO 


{ ”printf(” 第 %d 条 路 径 :",Count 十 十); 
for (int i=0;i< path. size() ;i 二 十) 
printf(" %2d", path[]); 
printf("， 路径 长 度 : %d\n", pathlen) ; 
} 
void TSP(SET V, int i, vector < int > path, int pathlen) 
// 用 回溯 法 求 从 顶点 s 出 发 的 TSP 路 径 和 长 度 
{ int prev; 
if (path. size()> 0) 
prev= path. back() ; 
path. push_back(i) ; 
pathlen 十 一 g.edges[prev] [1 ; 
if (V. size()==0) 
{ if(g.edges[i][s]!=0 && g.edges[i] [sj]!=INF) 
{ path.push_back(0); 
pathlen+=g.edges[i] [s] ; 
dispasolution( path, pathlen) ; 
if (pathlen < minpathlen) 
{ minpathlen= pathlen; 
minpath= path; 


{ SET::iterator it; 
for (it=V. begin() ;it!=V.end();it+ 十 ) 
{ SET tmpV=V; 
int j= * it; 
tmpV.erase(j); 
if (pathlen < minpathlen) 
TSP(CtmpV,j, path, pathlen) ; 


} 
} 
void main( ) 
{ int A[JI[MAXV]={ 
{0,8,5,36}, {6,0,8,5}, {8,9,0,5}, {7,7,8,0)}; 


int n=4,e=12; 
CreateMat(g, A,n,e); 
aah 





vector< int> path; 

int pathlen=0; 

SET V; 

for (int i=1;i<g.n;i+ 二 ) 
V.insert(i); 

printf(" 求 解 结果 \n") ; 

TSP(V,0, path, pathlen) ; 

printf(" 最 短路 径 : "); 

for (int j=0;j<minpath. size() ;j 二 十) 


//path 不 为 空 

//Pprev 为 路 径 上 的 最 后 一 个 顶点 
// 添 加 当前 顶点 i 

// 累 计 路 径 长 度 

// 找 到 一 个 叶子 结 点 

// 顶 点 i 到 起 点 s 有 边 

// 路 径 中 加 入 起 点 0 

// 累 计 路 径 长 度 

// 输 出 一 条 路 径 

// 比 较 求 最 短路 径 


// 对 于 非 叶 子 结 点 


// 选 择 顶 点 j 

// 从 V 中 删除 顶点 j 得 到 tmpV 
// 剪 枝 

// 递 归 调 用 


// 一 个 带 权 有 向 图 


// 创 建 图 的 邻接 矩阵 存储 结构 g 


// 起 始 顶 点 为 0 


// 插 入 1.2、3 顶点 


// 输 出 最 短路 径 


_ @00 ,TTT 


printf("%3d", minpathD]); 
printf("\n 路径 长 度 : %d\n" ,minpathlen) ; 
} 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 

第 1 条 路 径 : 0 1 2 3 0, 路 径 长 度 : 28 
第 2 条 路 径 : 0 1 3 2 0, 路 径 长 度 : 29 
第 3 条 路 径 : 0 2 1 3 0, 路 径 长 度 : 26 
第 4 条 路 径 : 0 2 3 1 0, 路 径 长 度 : 23 
最 短路 径 : 0 2 3 1 0 
路 径 长 度 : 23 


说 明 : 本 算法 通过 顶点 集合 V 使 得 搜索 的 路 径 一 定 包含 所 有 顶点 并 且 路 径 中 没有 重复 
的 顶点 ,也 可 以 采用 一 般 的 回溯 DFS 十 剪 枝 来 实现 。 
【算法 分 析 】 对 于 图 中 的 个 顶点 ,上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 0(2”)。 


935 采用 分 枝 限 界 法 求解 TSP 问题 条 


以 图 9. 16 所 示 的 4 城市 图 为 例 来 讨论 分 枝 限 界 法 求解 TSP 问题 的 
方法 。 

采用 优先 队列 式 分 枝 限 界 法 求解 ,用 STL 的 priority_queue < NodeType > 四 
容器 作为 优先 队列 ,其 中 NodeType 的 类 型 声明 如 下 : ds 

















struct NodeType // 队 列 结 点 类 型 
{ intv; // 当 前 顶点 
int num; // 路 径 中 的 结 点 个 数 
vector<int> path; // 当 前 路 径 
int pathlen; // 当 前 路 径 长 度 
int visitedLMAXV] ; // 顶 点 访问 标记 


bool operator <(const NodeType &s) const 
{ 
return pathlen> s. pathlen; //pathlen 越 小 越 优先 出 队 
} 
}; 


先 将 根 结 点 (对 应 起 点 s) 进 入 优先 队列 qu, 队 不 空 时 循环 : 出 队 一 个 结 点 e, 若 该 结 点 
是 叶子 结 点 , 且 到 起 点 s 有 边 , 则 求 出 满足 条 件 的 一 条 路 径 , 通 过 比较 将 最 短路 径 长 度 保存 
在 minpathlen 中 ,将 最 短路 径 保存 在 minpath 中 ; 若 结 点 e 不 为 叶子 结 点 ,找到 顶点 e.v 的 
所 有 出 边 邻 接点 7, 若 其 路 径 长 度 pathlen 大 于 或 等 于 minpathlen, 该 结 点 变 成 死结 点 ( 剪 
枝 ) ,否则 构造 顶点 7 对 应 的 结 点 el 并 进 队 。 

用 结 点 e 的 (e.v,e. numye. pathlen) 表 示 状 态 ,对 于 图 9. 16 ,起 点 ==0, 采 用 分 枝 限 界 法 
求解 的 解 空间 如 图 9. 20 所 示 , 图 中 的 阴影 框 表示 最 优 解 结 点 ,每 个 结 点 旁 的 数字 表示 结 点 
出 队 的 顺序 , 带 X 的 结 点 表示 死结 点 。 
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叶子 结 点 层 的 路 径 长 度 已 累加 了 到 起 点 0 的 距离 ， 其 他 层 未 计 入 
图 9. 20 用 分 枝 限 界 法 求解 TSP 问题 的 搜索 空间 


对 应 的 完整 程序 如 下 : 


# include "Graph. cpp" 
#include < string.h> 
#include < vector> 
#include < queue> 
using namespace std; 
// 问 题 表示 
Int s; 
MGraph g; 
// 求 解 过 程 表 示 
int Count=1; 
vector < int > minpath; 
int minpathlen 一 INF; 
struct NodeType 
{ intvi 
int num; 
vector< int> path; 
int pathlen; 
int visited[LMAXV] ; 
bool operator <(const NodeType ®&s) const 
{ 
return pathlen> s. pathlen; 
} 
}; 
void dispasolution( vector < int > path, int pathlen) 
{ printf(” 第 %d 条 路 径 : ",Count 十 十 ); 
for (int i=0;i< path.size();i 十 十 ) 
print{(" %2d", path 器); 
printf("， 路 径 长 度 : %d\n", pathlen); 
} 
void TSP() 
{ NodeType e,el; 
priority_queue < NodeType> qu; 
ev=0; 


// 包 含 图 的 基本 运算 算法 


// 指 定 起 点 
// 图 的 邻接 矩阵 


// 路 径 条 数 累计 
// 保 存 最 短路 径 
// 保 存 最 短路 径 长 度 
// 队 列 结 点 类 型 
// 当 前 顶点 

// 路 径 中 结 点 的 个 数 
// 当 前 路 径 

// 当 前 路 径 长 度 
// 顶 点 访问 标记 


//pathlen 越 小 越 优先 出 队 


// 输 出 一 个 解 


// 用 分 枝 限界 法 求 起 点 为 s 的 TSP 问题 


// 定 义 优先 队列 qu 
// 建 立 起 点 s 对 应 的 结 点 e 


e.pathlen 一 0; 
eo 
e.num=1; 
memset(e. visited, 0, sizeof(e. visited)) ; 
e.visited[0]=1; 
qu. push(e); 
while (!1qu.empty()) 
{ ee=qu.top(); qu.pop(); 
if (e.num==g.n) 
{ if(g.edges[e.v][s]!=0 && 
{ e.path.push_back(s); 


e.pathlen 十 一 g.edges[e.v] [s] ; 
dispasolution(e. path, e. pathlen) ; 
if (e. pathlen < minpathlen) 


{ 
minpath=e. path; 


! 


} 


else 
{ for (int j=1;j<g.n;j 十 十 ) 


{ 这 (g.edges[e.v][]!=0 && g.edges[e. 可 中 !=INF)// 当 前 顶点 到 顶点 j 有 边 


{ if(e.visitedD]==1 
continue; 
oly 


el.num 一 e.num 十 1; 


el.path 一 e. path; 


el.path.push_back(j); 
el.pathlen=e. pathlen+g. edges[e.v] 0D]; 
for (int i=0;i<g.n; 

el.visited[i] =e. visited[] ; 
if (el. pathlen < minpathlen) 
{ el.visitedD]=1; 


qu. push(el); 
} 


} 
} 
void main( ) 
{ intA[J[MAXV]={ 


minpathlen= e. pathlen; 


@O, 算法 设计 


// 根 结 点 e 进 队 

// 队 不 空 时 循环 

// 出 队 结 点 e 

// 到 达 叶 子 结 点 
g.edges[e.vj[sj!=INF)//e.v 到 起 点 s 有 边 
// 路 径 中 加 入 起 点 s 
// 另 外 计 入 从 e.v 到 起 点 s 的 路 径 长 度 


// 比 较 求 最 短路 径 


// 非 叶子 结 点 
//j 从 顶点 1 到 顶点 n 一 1 循环 
) // 跳 过 路 径 中 重复 的 顶点 j 


// 建 立 e.v 的 相 邻 顶点 j 对 应 的 结 点 el 


//path 添加 顶点 j 
计 十 ) ” // 复 制 visited 


// 剪 枝 





// 一 个 带 权 有 向 图 


{0,8,5,36}, {6,0,8,5}, {8,9,0,5}, {7,7,8,0}}; 


int n=4,e=12; 

CreateMat(g, A,n,e); 

B= 

printf(" 求 解 结 果 \n"); 

TSPO; 

printf(” 最 短路 径 : "); 

for (int i=0;i< minpath. size();i 十 十 ) 


// 创 建 图 的 邻接 矩阵 g 
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printf(" %2d", minpath[1] ); 
printf("， 路 径 长 度 : %d\n", minpathlen) ; 


} 

上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 

求解 结果 
第 1 条 路 径 : 0 2310, 路 径 长 度 : 23 
第 2 条 路 径 : 0 2 1 3 0, 路 径 长 度 : 26 
第 3 条 路 径 : 0 1 3 20, 路 径 长 度 : 29 
第 4 条 路 径 : 0 1 2 3 0, 路 径 长 度 : 28 

最 短路 径 : 0 2 3 10, 路 径 长 度 : 23 


【算法 分 析 】 对 于 图 中 的 个 顶点 ,上 述 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 0(2") 。 
936 采用 贪心 法 求解 TSP 问题 

实际 上 TSP 问题 不 满足 贪心 法 的 最 优 子 结构 性 质 , 所 以 采用 贪心 法 不 
一 定 得 到 最 优 解 , 但 可 以 采用 合理 的 贪心 策略 ,例如 可 以 采用 最 近邻 点 策 
略 , 即 从 任意 城市 出 发 ,每 次 在 没有 到 过 的 城市 中 选择 最 近 的 一 个 ,直到 经 
过 了 所 有 的 城市 ,最 后 回 到 出 发 城市 。 








采用 最 近邻 点 策略 求解 图 9. 16 中 起 点 为 0 的 TSP 问题 的 算法 如 下 : 视频 讲解 
void TSP(MGraph g) // 用 贪心 法 求解 起 点 为 0 的 TSP 问题 
{ intij,k,minj,minedge; 

bool find; 

vector<int> minpath; // 存 放 路 径 

int minpathlen 一 0; // 存 放 路 径 长 度 

minpath. push_back(0); // 起 点 0 加 入 路 径 

i=0; // 当 前 顶点 为 起 点 0 


while (minpath. size()!=g.n) // 尚 未 找 完 所 有 顶点 时 循环 
{ find=false; 





minedge 一 INF; 
for (j 王 1;j<g.n;j 十 十 ) // 从 顶点 1 到 顶点 n 一 1 循环 找 距 离 顶 点 i 最 近 的 顶点 minj 
{ if(g.edges[i] 0]!=0 && g.edges0] 0]!=INF) // 当 前 顶点 i 到 顶点 ;有 边 
{ k=0% 
while (k < minpath. size() && j!=minpath[k]) // 判 断路 径 中 是 否 有 顶点 j 
ET 
if (k=minpath. size()) // 顶 点 j 不 在 路 径 中 
rl { if(g.edges[i 0]<minedge) 


{ minedge=g.edges[i] 0]; 
minj 一 j; 
} 
} 


} 
minpath. push_back(minj); 
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minpathlen 十 一 minedge; 


i=minj; 
} 
minpath. push_back(0); // 路 径 中 加 入 起 点 
minpathlen+=g.edgesLminj] [0] ; // 路 径 长 度 中 加 入 到 起 点 0 的 回 边 长 度 


printf(" 路 径 长 度 一 %d，",minpathlen) ; // 输 出 求解 结果 
printf(" 路 径 :"); 
printf("%d", minpath[0] ); 
for (i=1;i< minpath.size();i 十 十 ) 
printf("—%d", minpath[] ) ; 
printf("\n"); 


【算法 分 析 】 上 述 算法 共 进 行 了 "一 1 次 贪心 选择 ,每 一 次 选择 需要 查找 所 有 当前 顶点 


i 的 不 在 路 径 中 的 相 邻 顶点 j, 并 从 中 找 出 最 小 距离 的 相 邻 顶点 minj, 其 时 间 复 杂 度 为 
OC ), 所 以 整个 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OOz ) 。 


网 络 流 Sr 


在 日 常生 活 中 有 大 量 的 网 络 , 例 如 电网 、 交 通 运输 网 、 通 信和 网 、 生 产 管 理 网 等 。 近 三 十 年 
来 ,在 解决 网 络 方面 的 有 关 问 题 时 网 络 流 理论 及 其 应 用 起 着 很 大 的 作用 。 


94.1 相关 概念 


设 带 权 有 向 图 G 二 (V,E) 表 示 一 个 网 络 (network) ,其 中 两 个 分 别称 为 起 点 s 和 终点 7 
的 顶点 ,起 点 (origin) 的 入 度 为 零 , 终 点 (terminus) 的 出 度 为 零 ,其 余 顶 点 称 为 中 间 点 ,有 向 
边 <u,v> 上 的 权 值 c(u,v) 表 示 从 顶点 u 到 w 的 容量 。 图 9. 21 所 示 为 一 个 网 络 , 边 上 的 数 
值 表示 容量 。 








9.21 一 个 网 络 


定义 在 边 集合 上 的 一 个 函数 f(u,v) 为 网 络 G 上 的 一 个 流量 函数 (flow function) , 满 
足以 下 条 件 。 

(1) 容量 限制 (capacity constraints): V 中 的 任意 两 个 顶点 wv 满足 f (u,v) 三 c(u,v)， 
即 一 条 边 的 流量 不 能 超过 它 的 容量 。 

(2) 斜 对 称 (skew symmetry) : V 中 的 任意 两 个 顶点 wv 满足 (uv) 二 一 f/(v,w), 即 
从 到 wv 的 流量 必须 是 从 wv 到 的 流量 的 相反 值 。 
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(3) 流 守 人 恒 (flow conservation): V 中 的 非 s 的 任意 两 个 顶点 wu 、wv 满足 Df uv)= 
vEv 


0, 即 顶 点 的 净 流 量 (出 去 的 总 流量 减 去 进来 的 总 流量 ) 是 零 。 

满足 上 述 条 件 的 流量 函数 称 为 网 络 流 (network-flows) ,简称 为 流 。 如 图 9. 22 所 示 ,在 
边 < xu> 上 的 数值 对 c(x,o) ,juxsu) 中 ,前 者 表示 该 边 的 容量 ,后 者 表示 该 边 的 流量 , 设 起 
点 :一 0, 终 点 :一 6, 显 然 fCx,u) 满 足 前 面 的 条 件 。 例 如 ,对 于 顶点 3, 流 进 的 流量 = 二 3( 从 顶 
点 1 流 进 ) 十 0( 从 顶点 2 流 进 ) 十 1( 从 顶点 5 流 进 ) 二 4, 流 出 的 流量 二 1( 流 向 顶点 4) 十 3( 流 
向 顶点 6) = 二 4, 两 者 相等 。 那么 该 /(u,v) 就 是 一 个 网 络 流 , 显 然 该 网 络 流 并 非 是 该 网 络 的 
最 大 流 。 





9.22 一 个 网 络 流 


由 于 流 过 网 络 的 流量 具有 一 定 的 方向 , 边 的 方向 就 是 流量 流 过 的 方向 ,每 一 条 边 上 的 流 
量 应 小 于 其 容量 ,中 间 点 的 流入 量 总 和 等 于 其 流出 量 总 和 ,对 于 起 点 和 终点 ,总 输出 流量 等 
于 总 输入 流量 。 满 足 这 些 条 件 的 流 f 称 为 可 行 流 , 可 行 流 总 是 存在 的 。 

如 果 所 有 边 的 流量 均 取 0, 即 对 于 所 有 的 顶点 uv,f(u,v) 二 0, 称 此 可 行 流 为 零 流 (zero 
flow) ,这 样 的 零 流 一 定 是 可 行 流 。 如 果 某 一 条 边 的 流量 f(u,v) 三 cCusv), 则 称 流 (u,v) 
是 饱和 流 ,和 否则 为 非 锣 和 流 。/(x,v) 二 0 的 边 称 为 非 零 流 边 。 最 大 网 络 流 问 题 就 是 求 一 
这 样 的 可 行 流 / ,其 流量 达到 最 大 。 

流 /的 值 定义 为 | |= Df, 即 从 起 点 :出 发 的 总 流 (这 里 记号 1* | 表示 流 的 值 ， 


并 表示 绝对 值 ) 。 在 最 大 流 问题 中 给 出 一 个 具有 起 点 s 和 终点 上 的 网 络 流 G, 从 中 找 出 从 s 
到 1 的 最 大 值 流 。 

给 定 一 个 网 络 G 三 (V,E), 其 流量 函数 为 /, 由 / 对 应 的 残留 网 络 或 者 剩余 网 络 ( 若 
residual network)Gr 二 (V ,Ej) ,Gj 中 的 边 称 为 残留 边 (residual edge) , 若 G 中 有 边 <u,v> 且 
了 luv) 过 ca,v), 则 对 应 的 残留 边 <u,v> 的 流量 二 c(usv) 一 /(u,v) (表示 从 顶点 4 到 vw 可 
以 增加 的 最 大 额外 网 络 流量 ) , 若 G 中 有 边 <x,u> 有 上 且 /xu) 二 0, 则 对 应 的 残留 边 < wx > 的 
流量 = fx,u)( 表 示 从 顶点 wx 到 vw 可 以 减少 的 最 大 额外 网 络 流量 ) 。 

这 样 ,如果 f(sv) 二 cba,v), 则 <u,v> 和 <wv,u> 均 在 Ej 中 ,如 果 在 G 中 .wv 之 间 没 有 
边 , 则 <u,v> 和 <v,u> 均 不 在 Ej 中 ,这 样 EEy 的 边 数 小 于 两 倍 的 E 中 的 边 数 。 从 中 看 出 残留 
网 络 中 每 条 边 的 流量 为 正 。 图 9. 22 所 示 的 网 络 流 对 应 的 残留 网 络 如 图 9. 23 所 示 , 图 中 实 
线 表示 可 以 增加 的 最 大 额外 网 络 流量 边 ,虚线 表示 可 以 减少 的 最 大 额外 网 络 流量 边 。 

显然 ,残留 网 络 中 的 边 既 可 以 是 玉里 面 的 边 ,也 可 以 是 此 边 的 后 向 边 。 只 有 当 两 条 边 
<u,v> 和 <v,u> 中 至 少 有 一 条 边 出 现在 初始 网 络 中 时 边 <u.v> 才 会 出 现在 残留 网 络 中 。 

车 /是 G 中 的 一 个 流 ,Gy 是 由 G 导出 的 残留 网 络 , 广 是 Gyr 中 的 一 个 流 , 则 /十 六 是 G 中 
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图 9.23 图 9.22 对 应 的 残留 网 络 


的 一 个 流 , 且 其 值 |f 十 11=1f1 十 1f1。 

设 4 是 网 络 G 中 的 一 条 从 顶点 w 到 顶点 v 的 路 径 ,在 路 径 中 与 路 径 的 方向 一 致 的 边 称 
为 前 向 边 ( 为 可 以 增加 流量 的 边 ) ,其 集合 记 为 x* ; 在 路 径 中 与 路 径 的 方向 相反 的 边 称 为 后 
向 边 (为 可 以 减少 流量 的 边 ) ,其 集合 记 为 上 。 在 图 9. 21 中 ,对 于 路 径 pw 一 40,1,2,5,6} 有 
pt={<0,1>,<2,5>,<5,6>} ,1 ={<2,1>}。 

设 f 二 {f(u,v)}) 为 网 络 G 上 的 一 个 可 行 流 ,p 是 网 络 流 G 中 从 起 点 s 到 终点 上 的 一 条 
路 径 , 若 该 路 径 上 的 边 的 流量 满足 <u,v>Ept 时 ,f(D)<c(usw),<urwv>€Ep 时 ao) 二 
0, 则 称 yp 是 一 条 关于 可 行 流 f 的 增 广 路 径 (augmenting path), 记 为 py(/)。 在 图 9. 22 中 
4 三 {0,1,2,5,6) 就 是 一 条 增 广 路 径 , 显 然 一 个 网 络 流 中 的 增 广 路 径 可 能 不 止 一 条 。 

G 中 所 对 应 的 增 广 路 径 上 的 每 条 边 <u,v> 可 以 容纳 从 u 到 v 的 某 额外 正 流量 ,能 够 在 
这 条 路 径 上 的 网 络 流 的 最 大 值 一 定 是 该 增 广 路 径 中 边 的 残留 容量 的 最 小 值 。 因 为 如 果 该 增 
广 路 径 上 的 流量 大 于 某 条 边 上 的 残留 容量 ,必定 会 在 这 条 边 上 出 现 流 聚集 的 情况 。 所 以 沿 
着 增 广 路 径 y(/) 去 调整 路 径 上 各 边 的 流量 可 以 使 网 络 的 流量 增 大 , 即 得 到 一 个 比 的 流量 
更 大 的 可 行 流 。 求 网 络 最 大 流 的 方法 正 是 基于 这 种 增 广 路 径 。 
942 求 最 大 流 

常用 的 求 网 络 最 大 流 的 算法 是 福特 - 富 尔 克 逊 (Ford-Fulkerson) 算 法 ， 
它 是 一 种 在 图 上 和 迭代 计算 的 方法 。 该 算法 首先 给 出 一 个 初始 可 行 流 ( 可 以 
是 零 流 ) ,通过 标号 找 出 一 条 增 广 路 径 ,然后 调整 增 广 路 径 上 的 流量 ,得 到 更 
大 的 流量 。 
下 本 
福特 - 富 尔 克 逊 算法 的 步骤 如 下 : 
(1) 初始 化 一 个 可 行 流 , 通 常 是 从 所 有 边 的 流量 /二 {f(u,v) 二 0} 的 零 流 开始 的 。 
(2) 按 增 广 路 径 访 问 顶 点 序列 对 顶点 进行 标号 ,以 便 找到 一 条 增 广 路 径 : 























富 尔 








@ 起 点 *(s 一 0) 标 号 为 (0,co) 。 mm 


@ 选 一 个 已 标号 的 顶点 w, 找 它 的 一 个 相 邻 顶点 v: 若 < u,v> 是 一 条 前 向 边 且 f (u,v) 二 
C(40), 令 0 二 cud) 一 fasD0), 则 顶点 vv 标记 为 (u,0,); 若 < xu> 是 一 条 后 向 边 且 Fu 二 
0, 令 负 三 ua) , 则 顶点 口 标记 为 (一 上 0.) 。 

当 终 点 已 标号 时 说 明 已 找到 一 条 增 广 路 径 wx, 依据 终点 上 的 标号 反 向 推出 一 条 增 广 路 
径 py。 当 终点 1 不 能 得 到 标号 时 说 明 不 存在 增 广 路 径 , 当 前 流 即 为 最 大 流 , 算 法 结束 。 

这 一 步 实际 上 是 在 f 对 应 的 残留 网 络 Gjy 中 找 出 一 条 增 广 路 径 。 
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(3) 调整 流量 。 

@ 求 增 广 路 径 上 各 顶点 标号 的 最 小 值 ,得 到 9 一 MIN{16} 。 

@ 只 调整 增 广 路 径 六 上 各 边 的 流量 ,其 他 边 的 流量 不 变 。 调 整 增 广 路 径 yx 上 各 边 流量 
的 方式 如 下 : 


jeuo) 十 0 <uo>E 上 
fl(u,v) = 
一 和 


得 到 新 的 可 行 流 f ,去 掉 标 号 ,返回 第 2 步 从 起 点 s 出 发 重新 标号 寻找 增 广 路 径 , 直到 
找 不 到 增 广 路 径 为 止 ,此 时 的 可 行 流 就 是 最 大 流 。 

那么 如 何在 网 络 流 中 求 增 广 路 径 呢 ? 可 以 采用 改进 的 深度 优先 遍历 算法 , 即 DFS(s) 从 
5s 出 发 遍历 ,查找 顶点 s 所 有 前 向 边 对 应 的 顶点 v, 递 归 调 用 DFS(w) ,再 查找 顶点 所 有 后 
向 边 对 应 的 顶点 v, 递 归 调 用 DFS(v), 所 有 顶点 不 重复 访问 , 当 访 问 到 终点 1 后 结束 。 那 
么 ,从 起 点 ;到 终点 1 的 路 径 就 是 增 广 路 径 , 其 访问 序列 就 是 增 广 路 径 访问 顶点 序列 。 

【 例 9.3】 对 于 图 9. 22 所 示 的 网 络 容量 和 网 络 流 ,起 点 二 0, 终 点 :一 6, 给 出 求 其 最 大 
流 的 过 程 。 

求 最 大 流 的 过 程 如 下 。 

(1) 第 1 次 迭代 : 采用 DFS 得 到 增 广 路 径 访 问 顶点 序列 为 0,1,2,3,4,5,6, 各 顶点 标 
记 为 “0; (0,co),1: (0,2),2: (一 1,3),3: (2,3),4: (3,3),5: (3,2),6: (3,7)”, 求 得 增 广 
路 径 为 0 习 1 一 2 一 3 一 6, 最 小 调整 量 4=MIN{co.2,3,3,7} 一 2. 调整 该 增 广 路 径 上 的 各 边 ， 
即 调整 流 /(3,6) 为 5, 调 整流 /(2,3) 为 2, 调 整流 /(2,1) 为 1, 调 整流 /(0,1) 为 8。 

(2) 第 2 次 迭代 : 在 (1) 的 基础 上 采用 DFS 得 到 增 广 路 径 访 问 顶 点 序列 为 0,2,1,3,4， 
5,6, 各 顶点 标记 为 “0，(0v,ce),1: (2,4),2; (0,4),3: (251),4: (3,3),5: (3,52), 
6: (3,5)”, 求 得 的 增 广 路 径 为 02 一 3 一 6, 最 小 调整 量 0 二 MIN{oo,4,1,5} 二 1, 调 整 该 增 
广 路 径 上 的 各 边 , 即 调整 流 /(3,6) 为 6, 调 整流 /(2,3) 为 3, 调 整流 /(0,2) 为 11。 

(3) 第 3 次 迭代 : 在 (2) 的 基础 上 采用 DFS 得 到 增 广 路 径 访问 顶点 序列 为 0,2,1,5,3， 
4,6, 各 顶点 标记 为 “0: (0,co),1: (2,4),2: (0,3),3: (5,2),4: (3,3),5: (2,1),6: (3,4)”, 求 
得 的 增 广 路 径 为 0 一 2 一 5 一 3 一 6 ,最 小 调整 量 4 二 MIN{ce ,3,1,2,4} 王 1, 调 整 该 增 广 路 径 上 
的 各 边 , 即 调整 流 F(3,6) 为 7, 调 整流 F(5,3) 为 2, 调 整流 F(2,5) 为 8, 调 整流 F(0,2) 为 12。 

(4) 第 4 次 和 迭代 : 在 (3) 的 基础 上 采用 DFS 得 到 增 广 路 径 访问 顶点 序列 为 0,2,1, 顶 点 
t 没有 标记 ,不 再 存在 增 广 路 径 。 

此 时 求 出 的 太 即 为 最 大 流 ,该 最 大 流 / 如 图 9. 24 所 示 ,最 大 流量 = (0.1) 十 F(0,2) 一 
8 十 12 一 20。 
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例如 将 图 9. 21 中 的 每 个 顶点 看 成 一 台 计 算 机 ,将 边 看 成 连接 两 台 计 算 机 的 通信 电缆 ， 
容量 c(u,v) 表 示 从 计算 机 到 计算 机 wv 的 最 大 数据 传输 量 ,该 网 络 的 最 大 流量 就 是 从 0 到 
6 的 最 大 数据 传输 量 , 即 20。 

对 于 无 向 图 最 大 流 的 计算 ,将 所 有 边 都 看 成 前 向 边 , 对 于 一 条 边 (x,o) , 若 一 个 顶点 “已 
标记 而 另外 一 个 顶点 未 标记 ,只 要 满足 c(x, 一 Fu,o 过 0, 则 可 标记 cCx,u) 一 /xuo) ,调整 
流量 的 方法 与 有 向 图 相同 。 

那么 为 什么 要 考虑 后 向 边 呢 ? 看 一 个 示例 : 如 图 9. 25 所 
示 的 网 络 流 , 图 中 边 上 的 数字 为 容量 ,现在 求 该 网 络 的 最 大 
流量 。 

若 不 考虑 后 向 边 , 从 零 流 开始 , 求 最 大 流 的 过 程 如 下 。 

(1) 第 1 次 迭代 : 求 得 的 增 广 路 径 为 0 一 1 一 3 一 5, 最 小 调 
整 量 0 二 2, 调 整 该 增 广 路 径 上 的 各 边 , 即 调整 流 /(3,5) 为 2, 调 图 9.25 一 个 网 络 流 
整流 /(1,3) 为 2, 调 整流 /(0,1) 为 2。 

(2) 第 2 次 迭代 : 求 得 的 增 广 路 径 为 0 一 1 一 4 一 5, 最 小 调整 量 0==1, 调 整 该 增 广 路 径 上 
的 各 边 , 即 调整 流 /(4,5) 为 1, 调 整流 /(1,4) 为 2, 调 整流 /(0,1) 为 3。 

(3) 第 3 次 迭代 ; 此 时 找 不 到 增 广 路 径 , 结 束 。 求 出 的 最 大 流 如 下 : 





OO 
O00 2 LD 
00000 0 
0. 0 0 0 0 这 
O00 0 0 0 
J 0 


即 整 个 网 络 的 最 大 流量 二 3。 显 然 是 错误 的 。 

如 果 考 虑 后 向 边 , 从 零 流 开始 ,对 应 的 求 最 大 流 的 过 程 如 下 。 

(1) 第 1 次 迭代 : 求 得 的 增 广 路 径 为 0 一 1 一 3 一 5, 最 小 调整 量 0 二 2, 调 整 该 增 广 路 径 上 
的 各 边 , 即 调整 流 /(3,5) 为 2, 调 整流 /(1,3) 为 2, 调 整流 /(0.1) 为 2。 对 应 的 网 络 流 如 
图 9. 26 所 示 , 对 应 的 残留 网 络 如 图 9. 27 所 示 ( 图 中 虚线 表示 后 向 边 ) 。 








图 9.26 一 个 网 络 流 图 9.27 一 个 残留 网 络 


(2) 第 2 次 迭代 ; 各 顶点 标记 为 “0: (0,co),1: (0,1),2: (0,2),3: (一 5,2),4: (1,3)， 
5: (4,3)”, 最 小 调整 量 0 二 1, 求 得 的 增 广 路 径 为 0 一 1 一 4 一 5, 调 整 该 增 广 路 径 上 的 各 边 , 即 
调整 流 /(4,5) 为 1, 调 整流 f(1,4) 为 1, 调 整流 /(0,1) 为 3。 对 应 的 网 络 流 如 图 9. 28 所 示 ， 
对 应 的 残留 网 络 如 图 9. 29 所 示 。 
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图 9.28 一 个 网 络 流 图 9.29 一 个 残留 网 络 


(3) 第 3 次 迭代 :; 各 顶点 标记 为 “0: (0,co),1: (一 3,2),2:; (0,2),3: (2,3),4: (1,2)， 
5: (4,2)”, 最 小 调整 量 9 二 2, 求 得 的 增 广 路 径 为 0 一 2 一 3 一 1 一 4 一 5, 调 整 该 增 广 路 径 上 的 
各 边 , 即 调整 流 F(4,5) 王 3, 调 整流 /(1,4) 二 3, 调 整流 F(1,3) 王 0, 调 整流 F(2,3) 一 2, 调整 
流 /0,2) 王 2。 

(4) 第 4 次 迁 代 : 此 时 找 不 到 增 广 路 径 ,结束 。 求 出 的 最 大 流 如 下 : 


Deeeee 
区- 人 这 可 7 吉 L 呈 
SODS SN 
SOS MSS 
© SWS 
owMmooo 


即 整 个 网 络 的 最 大 流量 二 5, 结 果 正 确 。 所 以 车 不 考虑 后 向 边 , 会 过 早 地 找 不 到 增 广 路 径 , 使 
得 结果 错误 。 实 际 上 后 向 边 可 以 理解 为 “偷梁换柱”, 简 单 地 说 就 是 后 向 边 为 后 面 提供 反悔 
的 机 会 (类 似 回 漳 的 过 程 ), 即 反 向 增 广 。 

2 福特 - 富 尔 克 屠 算 决 设计 

网 络 G 的 容量 和 初始 可 行 流 分 别 采 用 二 维 数组 c 和 / 表示。 采用 深度 优先 遍历 方法 
求 从 起 点 * 到 终点 4 的 增 广 路 径 ,顶点 i 的 标记 为 (pre[ 门 ,a[ 引 ), 对 于 正 向 边 ,pre[ 门 表示 顶 
点 i 在 增 广 路 径 上 的 前 驱 顶 点 ; 如 果 为 后 向 边 ,pre[ 丫 表示 的 前 驱 结 点 前 加 上 一 个 负 号 。 采 
用 福特 - 富 尔 克 逊 算法 求 图 9. 22 所 示 网 络 流 的 最 大 流 和 最 大 流量 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string.h> 


# define INF 0x3f3f3f3f //co 

# define MAXV 20 

// 问 题 表示 

int n 一 7,s 一 0,t 一 n 一 1; // 分 别 表示 起 点 、 终 点 和 顶点 个 数 
int f{[] [MAXV] = {{0,6, 10, INF, INF, INF, INF}, // 一 个 网 络 流 


{INF, 0, INF, 3, 6, INF, INF}, {INF, 3,0,0, INF, 7, INF}, 
{INF, INF, INF, 0, 1, 1, 3}, {INF, INF, INF, INF, 0, INF, 7}, 
{INF, INF, INF, 1, INF, 0, 6}, {INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0} } ; 
int c[] [MAXV] = {{0, 8,14, INF, INF, INF, INF}, // 一 个 网 络 流 容量 
{INF, 0, INF, 3, 6, INF, INF} , {INF., 5,0, 3, INF, 8, INF}, 
{INF, INF, INF, 0, 4, 3, 10}, {INF, INF, INF, INF, 0, INF, 7}, 
{INF, INF, INF, 3, INF, 0, 6}, {INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0} } ; 
// 求 解 结果 表示 
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int maxf 一 0; 
// 求 解 过 程 表示 
int preLMAXV] ; 
int aLMAXV] ; 
int visitedLMAXV] ; 
void DFS(int u) 
{ intvi 
if (visited[1] ==1) 


return; 


visited[u] =1; 
for (v 王 1;v< 王 tiv 十 十 ) 


} 
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// 最 大 流量 


// 从 项 点 u 出 发 求 一 条 增 广 路 径 
// 若 终点 已 标记 ,返回 


// 置 已 访问 标志 
// 遍 历 前 向 边 


if (cL[u] [v]>0 && ec[ 四 [网 !=INF && visited[v] ==0 && cLu] [vJ>f[u] [v]) 


{alv]=c[uj[vyj fu [vy]; 
pre[v] =u; 
DFSCv); 

} 


for (v=1;v<=t;v 十 十) 


} 
} 


// 遍 历 后 向 边 


if (cL[v] [uJ>0 && cLv][u]!=INF && visited[v] ==0 && f[v] [uJ>0) 


{alv]=f[vyJ [uy]; 
pre[v]=—u; 
DFSCv); 


void argument(int pre[] ) 
{ intu,v,min=INF; 
for (v 一 siv< 一 tiv 十 十 ) 


if (a[v] !=0 && a[v]j< min) 
min 一 a[v] ; 


u=t; v=pre[u]; 
while (true) 


{ 


} 
} 


if (v>=0) 

{ fv [ut+=min; 
u 一 Vi; 

} 

else 

{ ffyj[—W] =min; 
an 

} 

if (u==s) break; 

v 一 pre[u] ; 


void FordFulkerson() 
{ while (true) 


memset( visited, 0, sizeof (visited)) ; 
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// 调 整 pre 指定 路 径 的 流量 


// 求 最 小 调整 流量 
// 从 路 径 的 终点 开始 调整 


// 调 整 前 向 边 


// 调 整 后 向 边 


// 到 达 起 点 结束 


// 求 最 大 流 的 福特 一 富 尔 克 逊 算法 
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memset(pre, 一 1, sizeof(pre)); 
memset(a, 0, sizeof(a)); 


pre[s]=0; a[s]=INF; 


DFSCs); 
if (visited[ 吕 一 一 0) // 没 有 标记 终点 时 退出 循环 
break; 
argument(pre); 
} 
for (int v 王 1;v< 一 t;v 十 十 ) // 从 起 点 流出 的 流量 和 为 最 大 流量 


if (c[s][v]!=0 && cLs][v]!=INF) 
maxf 十 一 fLs] [V] ; 

} 
void main( ) 
{ FordFulkerson(); 

printf( "求解 结果 \n"); 

printf(" 最 大 流量 = %d\n", maxf) ; // 输 出 :20 
} 


上 述 程序 是 从 一 个 非 0 的 可 行 流 开始 调整 的 ,实际 上 也 可 以 从 一 个 为 0 的 网 络 流 ( 零 
流 ) 开 始 调整 ( 即 在 main() 中 将 {LMAXVJLMAXVJ 的 所 有 元 素 设置 为 0), 此 时 最 大 流量 
maxf 等 于 所 有 最 小 调整 量 之 和 , 即 20( 和 从 任何 一 个 可 行 流 开始 调整 结果 相同 )。 

【算法 分 析 】 若 网 络 G 中 有 nn 个 顶点 和 e 条 边 , 在 FordFulkerson() 算 法 中 找 一 条 增 广 
路 径 的 时 间 为 O(e) ,调整 流量 的 时 间 为 O(e) , 设 广 表 示 算 法 找到 的 最 大 流 ,和 迭代 次 数 最 多 
为 | 广 | , 则 该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OCe| 广 |)。 


943 割 集 与 割 量 


一 个 网 络 G=(V,E) 的 割 集 (cut set) 用 (S,T) 表 示 , 它 是 V 的 一 个 划分 ,将 V 划分 为 S 
和 T=V 一 S 两 个 部 分 ,使 得 起 点 ;SE C, 终 点 :ET, 市 集 是 指 一 端 在 S 中 、 另 一 端 在 工 中 的 
所 有 边 构 成 的 集合 。 一 个 网 络 的 割 集 可 能 有 很 多 。 

对 于 一 个 网 络 流 /, 割 集 (S,T) 的 容量 (或 者 割 量 ) 是 S 到 了 中 所 有 边 的 容量 之 和 ,用 
c(S,T) 表 示 。 穿 过 割 集 (S,T) 的 净 流 量 为 人 S 到 荆 的 流量 之 和 减 去 从 T 到 S 的 流量 之 
和 ,用 f(S,T) 表 示 。 

例如 图 9. 24 所 示 的 网 络 G, 对 于 割 集 (S,T) ,有 S={0,1,2,3} ,T= 二 {4,5,6}), 则 有 
c(S,T)=c(1,4) 十 c(3,4) 十 c(3,6) 十 c(2,5) 一 6 十 4 十 10 十 8 一 28, 该 割 集 的 净 流 = F(1,4) 十 
f(3,4) 十 f(3,) 十 f(3,5) 十 f(2,5) 二 6 十 1 十 7 十 (一 2) 十 8 二 20。 

显然 , 若 f 为 任意 一 个 流 , 对 于 网 络 流 G 中 的 任意 割 集 (S,T) 有 f/(S,T)<c(S,T)。 

如 果 /是 具有 起 点 s 和 终点 上 的 一 个 流 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(1) f 是 G 的 最 大 流 。 

(2) 残留 网 络 Gy 中 不 包含 增 广 路 径 。 

(3) 对 于 G 的 某 个 割 集 (S,T) ,有 f(S,T)==c(S,T)。 

例如 在 图 9. 24 中 , 流 f 是 最 大 流 , 其 中 不 存在 增 广 路 径 。 对 于 S={0,1,2)、T 一 (3,4， 
5,6)} 的 割 集 (S,T) ,有 f(S,T)=c(S,T)。 
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944 求 最 小 费用 最 大 流 


在 给 定 的 网 络 G 二 (V,E) 中 ,对 于 每 条 边 (i,)) ,除了 给 出 其 容量 c(i,j) 
以 外 还 给 出 单位 流量 费用 5(i,j) 宇 0。 当 最 大 流 不 唯一 时 在 这 些 最 大 流 中 
求 一 个 ,使 流 的 总 费用 达到 最 小 , 即 : 

















视频 讲解 
mincost 一 MON| 站 f(i'7) 00] 
可 


DES 


这 便 是 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 例 如 辆 卡车 要 运送 物品 ,从 ;地 到 1 地 ,由 于 每 条 路 段 
都 有 不 同 的 路 费 要 缴纳 ,每 条 路 能 容纳 的 车 的 数量 有 限制 ,最 小 费用 最 大 流 问 题 指 如 何 分 配 
卡车 的 出 发 路 径 可 以 达到 费用 最 低 ,物品 又 能 全 部 送 到 。 

2 来 最 下 费用 最 大 流 的 原理 





求 最 小 费用 最 大 流 的 方法 之 一 是 采用 前 面 介绍 的 福特 - 富 尔 克 还 算法 思路 ,首先 给 出 零 
流 作 为 初始 流 。 这 个 流 的 费用 为 零 ,当然 是 费用 最 小 的 。 然 后 寻找 一 条 从 起 点 s 到 终点 1 
的 增 广 路 径 ,但 要 求 这 条 增 广 路 径 必须 是 所 有 增 广 路 径 中 费用 最 小 的 一 条 。 如 果 能 找 出 增 
广 路 径 , 则 在 增 广 路 径 上 增 流 , 得 出 新 流 。 将 这 个 新 流 作 为 初始 流 看 待 ,继续 寻找 增 广 路 径 
增 流 。 这 样 迭 代 下 去 ,直到 找 不 出 增 广 路 径 , 这 时 的 流 即 为 最 小 费用 最 大 流 。 

为 此 将 原来 的 DFS 改 为 求 费用 的 最 短路 径 算法 (例如 BellmanFord 或 者 SPFA 算法 ) 
来 寻找 最 短路 径 ( 最 小 费用 的 路 径 ) 。 只 要 初始 流 是 最 小 费用 可 行 流 , 每 次 增 广 后 的 新 流 都 
是 最 小 费用 流 。 最 终 求 出 的 流 为 最 小 费用 最 大 流 。 

显然 费用 与 单位 流量 费用 5b(i,j) 有 关 , 现 在 改 为 按 单位 流量 费用 值 求 最 短路 径 。 在 求 
最 短路 径 时 需要 考虑 前 向 边 和 后 向 边 , 这 个 比较 麻烦 ,可 以 在 网 络 中 为 每 条 边 添 加 一 条 前 向 
边 和 相应 的 后 向 边 。 由 于 添加 了 后 向 边 ,在 查找 最 短路 径 时 将 前 向 边 和 后 向 边 同样 看 待 ,从 
而 简化 算法 。 

这 样 可 以 构造 一 个 赋 权 有 向 图 W(f/”), 它 的 顶点 与 原来 的 网 络 G 的 顶点 相同 ,但 把 G 
中 的 每 一 条 边 (i,j) 变 成 两 个 方向 相反 的 边 (i, 站 和 (j ,站 ,分 别 为 前 向 边 和 后 向 边 ,两 边 的 权 
分 别 为 ww(i, 站 各 (j ,让 ): 
6(isj) 车 fi 站 过 cis)) 一 bi 车 f(i,j) 二 0 

w(j ,i) = 
若 f(D = ei cx 若 大友 四 二 0 

实际 上 就 是 把 单位 流量 费用 45(i,j) 看 成 边 权 值 wi, 丫 , 当 f(i,j) 达 c(i,j) 时 ,该 边 取 值 


w(i,j) 一 





5(i, 门 表示 可 以 增 广 , 当 f(i, 门 二 c(i, 门 时 ,该 边 取 值 = 表 示 不 可 以 增 广 ( 相 当 于 删除 该 边 ); Do 


否则 ,该 边 取 值 一 Gi, 站 表示 可 以 反 向 增 广 (后 向 边 ,这 里 采用 负数 表示 , 即 考虑 反悔 的 情况 )。 
那么 这 样 按 单位 流量 费用 b(i,j) 调 整 是 否 正 确 呢 ? 设 沿 着 一 条 可 行 流 f 的 增 广 路 径 
上 ,以 0 调整 ,得 到 一 个 新 的 可 行 流 广 , 则 : 


cost(f )—cost(f)= DFO EB) 一 > fi)j) #0(i,j) 
(DEV (DEV 


= DFG 6G) — Df,j) #6(i,j) 
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= > 7GJ)(COGJ) 十 十 >) CrG 让 一 0 一 > GD)xOG7 
p+ # 一 四 


=0* (B/G Bre) 
这 是 因为 对 于 yp 以 外 的 边 (i, 站 ,6(i,7) 二 65(i,j)。 记 作 : 
cost(y) = 2 1 Df 


Acost(p) 是 沿 着 增 广 路 径 ， 当 可 行 流 增加 单位 流量 时 费用 的 增 量 ， 当 确定 时 它 是 确 
定 的 。 可 以 证 明 车 了 是 费用 最 小 流 ( 若 初始 零 流 看 成 是 费用 最 小 流 ) ,而 p 是 所 有 增 广 路 径 
中 费用 最 小 的 增 广 路 径 , 即 在 网 络 G 中 关于 /的 最 小 费用 增 广 路 径 等 价 于 在 W(/) 中 求 s 
到 1 的 最 短路 径 , 则 沿 着 增 广 路 径 py 去 调整 得 到 的 可 行 流 就 是 费用 最 小 的 流 。 

也 就 是 说 , 按 赋 权 有 向 图 W( 对 应 单位 流量 费用 5(i, 站 ) 求 从 :到 1 的 最 短路 径 jp， 
按 f(i, 丫 求 y 上 的 最 小 调整 量 0 并 调整 /得 到 一 个 新 的 可 行 流 。 若 从 零 流 开始 ,直到 


不 存在 增 广 路 径 , 所 有 的 0 之 和 为 最 大 流量 maxf, 所 有 前 面 的 eost CD —eost( 1) ( 


* (Br Bc]) 之 和 为 最 大 流 最 小 费用 mincost。 
4 十 4 


3~ 求 最 相交 用 最 大 沈 的 步 又 

采用 和 迭代 法 求 最 小 费用 最 大 流 的 步骤 如 下 : 

(1) 取 k=0,1'9 二 0,/ 是 零 流 中 费用 最 小 的 流 。 

(2) 由 fc 和 bb 构造 出 赋 权 有 向 图 Wf )。 

(3) 采用 求 最 短路 径 算法 (例如 贝尔 曼 -福特 算法 ) 在 赋 权 有 向 图 WC ) 中 求 出 起 点 s 
到 终点 1 的 最 短路 径 , 此 时 分 为 以 下 两 种 情况 : 

J@ 若 不 存在 最 短路 径 , 则 /就 是 最 小 费用 最 大 流 , 算 法 结束 。 

@ 车 存在 最 短路 径 , 记 为 4, 则 是 原 网 络 ( 由 c、f 构成 ) 中 的 一 个 增 广 路 径 ,在 增 广 路 
径 py 上 对 /进行 如 下 调整 。 

a. 求 /的 增 广 路 径 py 上 所 有 边 的 最 小 值 ,得 到 一 个 该 增 广 路 径 的 最 小 调整 量 0。 

b. 调整 流量 : 只 调整 /* 的 增 广 路 径 py 上 各 边 的 流量 ,其 他 边 的 流量 不 变 。 调 整 增 广 
路 径 py 上 各 边 流 量 的 方式 为 车 边 <i,j >EpT, 则 (i, 门 增 大 0; 若 边 <i,j>Ep7, 则 
(i, 门 减少 0, 从 而 得 到 一 个 新 的 可 行 流 Ps 。 

(4) 令 k=k 十 1, 转 第 (2) 步 。 直 到 求 出 最 小 费用 最 大 流 Fe 。 

【 例 9.4】 对 于 图 9. 30 所 示 的 网 络 ,起 点 ;二 0, 终 点 1 二 5, 边 <i,j > 的 权 为 <c (i,j)， 
0(i,j)>, 其 中 c(i, 站 表示 容量 ,b(i,j) 表 示 单 位 流量 费用 。 给 出 求 最 小 费用 最 大 流 的 过 程 。 








9.30 一 个 网 络 
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首先 初始 化 最 大 流量 maxf 王 0, 最 大 流 最 小 费用 mincost 二 0, 求 maxf 和 mincost 的 
过 程 如 下 。 


最 短路 径 为 0~1 一 3 一 5, 由 c、f 求 出 该 路 径 上 的 最 小 调整 量 0 二 3。 将 f'” 中 的 FL3][5] 调 


整 为 


w[3] 


5 的 最 短路 径 为 0>1 一 2 一 4 一 3 习 5, 由 c、f 求 出 该 路 径 上 的 最 小 调整 量 0 二 1。 将 /中 中 的 


f[L3] 
得 到 


co 


w[ 


5 的 最 短路 径 为 02 一 4 一 3 一 5, 由 c、f 求 出 该 路 径 上 的 最 小 调整 量 0 二 1。 将 /中 的 


fL3] 
图 9. 


][4] 十 zw[4][3] 十 zw[3][5]) 王 1X(1 十 1 十 4 十 1 十 2) 一 18, 求 出 mincost 二 27。 


(1) A 一 0, 取 ”一 0 为 初始 可 行 流 ( 即 从 零 流 开始 调整 ) 。 
(2) 构造 一 个 赋 权 有 向 图 到 (Co ) ,如 图 9.31(a) 所 示 , 求 出 其 中 从 起 点 0 到 终点 5 的 


3、/JL1]L3] 调 整 为 3、7LO][1] 调 整 为 3, 得 到 的 /如 图 9. 31(b) 所 示 。 

执行 maxf 十 ==0, 求 出 maxf 王 3, 另 外 执行 mincost 十 ==0X (w[0j[1j 十 w[1jJ[3j 十 
[5])==3X (1 十 3 十 2)==18, 求 出 mincost 二 18。 

(3)& 二 1, 构 造 一 个 赋 权 有 向 图 WC/) ,如 图 9.31(c) 所 示 , 求 出 其 中 从 起 点 0 到 终点 


[5J 调 整 为 4、f[4J[3J 调 整 为 1、f[2J[4] 调 整 为 1、f[1][2j 调 整 为 1、f[0J[1] 调 整 为 4， 
的 f2 如 图 9.31(d) 所 示 。 
执行 maxf 十 =0, 求 出 maxf 王 3 十 1 一 4, 另 外 执行 mincost 十 二 0X (w[0J[1j 十 w[1j[2j 十 


(4) k= 二 2, 构 造 一 个 赋 权 有 向 图 WC/'?), 如 图 9.31(e) 所 示 , 求 出 其 中 从 起 点 0 到 终点 





[5J 调 整 为 5、/[L4jJL3] 调 整 为 2、f/[2][4] 调 整 为 2、fL0][2] 调 整 为 1, 得 到 的 /如 
31( 人 ) 所 示 。 








-4 
(©) M1®), Ep=10 (Df 中 ， 调 整 量 =1 


图 9.31 求 最 小 费用 最 大 流 的 过 程 
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执行 maxf 十 一 0, 求 出 maxf 王 5, 另 外 执行 mincost 十 二 0X (w[0][2] 十 w[2][4] 十 
zw[4][3] 十 ww[3][5]) 王 1X(3 十 4 十 1 十 2) 王 10, 求 出 mincost 二 37。 

(5) 二 3, 再 构造 一 个 赋 权 有 向 图 W(f”), 此 时 找 不 出 从 起 点 0 到 终点 5 的 路 径 , 算 法 
结束 ,图 9. 31(e) 即 为 最 小 费用 最 大 流 。 

最 后 得 到 maxf 二 5,mincost 二 37。 注 意 , 上 述 过 程 要 求 从 了 为 零 流 开始 调整 。 实 际 上 ， 
无 论 是 否 从 零 流 开始 调整 ,在 求 出 最 大 流 / 后 可 以 通过 求 起 点 的 净 流出 得 到 最 大 流量 


maxf : 





int maxf 一 0; 
for (int i 王 0;i<nii 十 十 ) maxf 十 一 f[Ls] 口 ; 


或 者 求 终点 1 的 净 流 入 得 到 最 大 流量 maxf: 





int maxf 一 0; 
for (int i 王 0;i< ni;i 十 十 ) max{ 二 =f[] [9 ; 


基于 最 大 流 / 求 最 小 费用 mincost 的 代码 如 下 : 


mincost=0; 
for (int i=0;i<n;i+ 十 ) 
for (int j=0;j<n;j+ 二 ) 
mincost+={f[] DG] * b[i] DO]; 


49“ 求 最 政史 用 最 大 济 算 尖 设 i 
由 于 赋 权 有 向 图 W 中 可 能 存在 负 权 边 , 可 以 采用 贝尔 曼 一 福特 算法 或 者 SPFA 算法 求 
从 起 点 * 到 终点 上 的 最 短路 径 。 求 图 9. 30 所 示 网 络 流 的 最 小 费用 最 大 流 的 完整 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < string. h> 
#define MAXV 10 
# define INF 0x3f3f3f3f 
// 问 题 表示 
int n=6, s=0,t=n—1; // 分 别 表示 起 点 、 终 点 和 顶点 个 数 
int c[MAXV]CMAXV] 二 {{0,4,5,INF,INF,INF}， // 一 个 网 络 流 的 容量 
{INF, 0, 1, 3, INF, INF}, {INF., INF, 0, INF, 2, INF} , 
{INF, INF, INF, 0, INF, 5} , {INF., 1, INF, 3,0,2}, 





a {INF, INF, INF, INF, INF, 0} } ; 


int b[MAXV] [MAXV] 二 {{0,1,3,INF,INF,INF)}， // 一 个 网 络 流 的 单位 流量 费用 
{INF, 0, 1, 3, INF, INF}, {INF, INF, 0, INF, 4, INF}, 
{INF, INF, INF, 0, INF, 2} , {INF, 2, INF, 1,0,4), 
{INF, INF, INF, INF, INF, 0} } ; 


// 求 解 结果 表示 

int w[MAXV] [MAXV] ; // 一 个 赋 权 图 w 
int {[MAXV] [MAXV]; // 网 络 流 

int maxf 一 0; // 最 大 流量 
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int mincost=0; // 最 大 流 最 小 费用 
void Createw() // 由 ce.b 和 f 构 造 赋 权 图 w 
{ inti,j; 

for (i=0;i<n;i+ 十 ) //w 数 组 元 素 初始 化 


for (j 一 0;j<njj 十 十 ) 
w[] GJ]=INF; 
for (i=0;i<n;i 二 十 ) 
for (j=0;j<n;j+ 十 ) 
{ if C0!=0 && cL] Ol<INF) 
{ 证人 回国 <c 加 加) 
w[J0G]=b[]0]; 
else if ({[]0]==c[]0]) 
w[] 0]=INF:; 
if [00>0) 
ww 四国 = 一 b 品 车 ; 
else if (f{[] 0]==0) 
w0] [J]=INF; 
} 
else if (i==)) 





w[]0]=0; 
} 
} 
bool BellmanFord(int path[] ) // 对 w 求 从 s 到 t 的 最 短路 径 path 
{ intdist[MAXV]; //dist 趾 存放 从 s 到 顶点 i 的 最 短路 径 长 度 
for (int i=0;i<n;i+ 十 ) // 初 始 化 
{ 
dist[] =w[s] 口 ; // 对 dist* 加 初始 化 
if (il=s && dist[]< INF) 
path[] =s; // 对 path? 口 初始 化 
else 
path[i] =—1; 
} 
for (int k 王 1;k<n;k 十 十 ) 
{ for (intu=0;u<n; u 十 十 ) // 修 改 每 个 顶点 的 dist[u] 和 path[u] 
{ if(ul=s) 
{ for (inti=0;i<n;it+) // 考 虑 其 他 每 个 顶点 
{ iiE(Cw 吕 [四 <INF && dist[u]> dist 四 十 w 吕 [中 ) 
{ dist[ 四 =dist 中 十 w 品 [; 
path[u] =i; 
} 
} 
} = 
} 
} 
if (path[t] ==—1) 
return false; // 当 没有 从 起 点 到 终点 的 最 短路 径 时 返回 false 
else 
return true; // 当 存在 从 起 点 到 终点 的 最 短路 径 时 返回 true 
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int Getargpathmin(int path[] ) 
{ inti,j,min=INF; 
j=t; i 一 pathD] ; 
while (true) 
{ if Cc0I0]>0 && ec 器 四 <INF) 
{ 首 (c 回 国 一 上 器 团 < min) 
min 一 c 四 加 一 f 品 器; 
} 
if (cD] [I>0 && cD CI<INF) 
{ if dA0]0<min) 
min={0] 0]; 





if a s) break 
j=i;i= path0]; 
} 
return min; 
} 
void argument(int path[] ,int min) 
{ inti,j; 


j=t,i=path0]; 
maxf 十 一 min; 
while (true) 
{ if (cI0]>0 &e& ec 中 四 <INF) 
{ 口中 十 =min; 
mincost 十 一 minx b[i] 0]; 
} 
if (cD)] [I>0 && ec 中 器 < INF) 
{ 四 加 一 一 min; 
mincost 十 一 一 minx bD] 0] ; 
} 
if (i==s) break; 
j=i;i=path0]; 


} 
} 
void FordFulkerson( ) 
{ intk=0; 


int pathLMAXV] ,min; 
while (true) 
{ Createw(); 
if (BellmanFord(path)) 
{ min=Getargpathmin(path); 
argument(path, min) ; 





} 
else break; 
} 
} 
void main() 
{ memset(f,0, sizeof(f)); 
FordFulkerson(); 


// 由 c 和 f 求 path 上 的 最 小 调整 量 min 
// 从 终点 t 向 前 调整 


// 处 理 前 向 边 


// 处 理 后 向 边 


// 当 到 达 起 点 时 退出 循环 


// 根 据 最 小 调整 量 min 对 f 中 path 上 的 流量 进行 调整 


// 前 向 边 调整 

// 累 计 最 小 费用 

// 后 向 边 调整 

// 累 计 最 小 费用 ,出 现 反悔 的 情况 


// 当 到 达 起 点 时 退出 循环 


// 求 最 小 费用 最 大 流 f 
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printf(" 求 解 结果 \n"); 

printf(" 最 大 网 络 流量 : %d\n", maxf); 

printf(" 最 大 流 最 小 费用 : %d\n", mincost); 
} 


【算法 分 析 】 对 于 具有 个 顶点 、e 条 边 的 网 络 ,每 次 采用 贝尔 曼 -福特 算法 求 最 小 增 
广 路 径 的 时 间 为 O(ne), 设 f/* 表示 算法 找到 的 最 大 流 ,迭代 次 数 最 多 为 | 1* | , 则 上 述 算法 
的 时 间 复 杂 度 为 O(ne|* |)。 

说 明 : 在 有 向 图 中 一 条 边 看 成 正 向 和 反 向 两 条 边 , 对 于 无 向 图 ,每 条 边 的 两 个 方向 都 是 
可 以 走 的 ,所 以 将 原来 的 一 条 边 看 成 4 条 边 , 即 两 条 原 有 边 ( 前 向 边 ) 两 条 后 向 边 ,两 条 原 有 
边 相 互 独立 ,不 能 将 这 两 个 原 有 边 看 成 互 为 后 向 边 ,否则 就 出 现 了 环 路 。 例 如 一 条 无 向 边 
(Czyy), 其 流量 为 /容量 为 cap、 费 用 为 cost, 则 4 条 边 如 下 : 


x,y,f, cap, cost // 原 有 边 1( 前 向 边 ) 
y= 10;=vont // 原 有 边 1 的 后 向 边 
y, x,f, cap, cost // 原 有 边 2( 前 向 边 ) 


x,y,—f,0,—cost // 原 有 边 2 的 后 向 边 


【 例 9.5】 问题 描述 : 当 FJ 的 朋友 在 农场 拜访 他 时 ,他 喜欢 向 他 们 展 和 -得 
示 整 个 农场 。 他 的 农场 有 N(1 达 N 达 1000) 个 编号 分 别 为 1~NN 的 区 域 ,第 
1 个 区 域 包含 他 的 房子 ,其 中 第 N 个 包含 大 谷 仓 ; 共有 M(1M<10 000) 
条 道路 ,每 条 道路 连接 两 个 不 同 的 区 域 ,并 且 具 有 小 于 35 000 的 非 零 长 度 。 
为 了 以 最 好 的 方式 展示 自己 的 农场 ,他 走 一 趟 从 他 家 开始 到 达 大 谷 仓 的 旅 宙 册 涛 
行 , 其 中 可 能 会 穿 过 一 些 区 域 ,再 重新 回 到 他 家 。 他 希望 旅程 尽 可 能 短 , 但 又 不 想 在 返回 时 
走 前 面 重复 的 线路 。 请 计算 FJ 的 最 短 行程 长 度 。 

例如 ,N= 二 4,M 二 5,5 条 道路 为 1 2 1( 表 示 从 区 域 1 到 达 区 域 2 的 长 度 为 1)、2 3 1、 
3 4 1、1 3 2.2 4 2, 求 解 结果 为 6。 

本 例 给 定 一 个 含 n 个 顶点 的 无 向 图 ,从 起 点 出 发 , 走 到 终点 再 回 到 起 点 ,每 条 边 都 
对 应 一 个 长 度 , 求 来 回路 径 不 重复 所 需 的 最 短路 径 长 度 。 

从 表面 上 看 是 一 个 最 短路 径 问题 ,但 实际 上 是 一 个 最 小 费用 最 大 流 问 题 ,可 以 等 效 为 求 
从 起 点 到 终点 两 次 的 最 短 行程 长 度 ,这 两 次 走 过 的 边 没 有 交集 ,所 以 把 每 条 边 对 应 的 容量 设 
置 为 1, 这 样 可 以 确保 只 能 走 一 次 ,费用 就 是 路 径 长 度 ,再 加 入 一 个 超级 起 点 0 和 一 个 超级 
终点 2 十 1, 增 加 超级 起 点 0 到 顶点 1 的 一 条 边 ,其 容量 为 2, 增 加 顶点 n 到 超级 终点 十 1 的 
一 条 边 ,其 容量 为 2, 相 当 于 求 从 超级 起 点 0 到 超级 终点 n 十 1 的 最 小 费用 最 大 流 。 























这 里 采用 邻接 表 存储 图 ,edges 向 量 存放 所 有 边 , 每 条 边 包含 信息 from( 边 的 起 始点 )、 aa 


边 和 后 向 边 ),G[ 站 向 量 包含 顶点 i 的 所 有 关联 边 在 edges 中 的 下 标 。 
例如 ,对 于 如 图 9. 32 所 示 的 无 向 网 络 ,图 中 边 上 的 数字 为 容 


0 3 
量 , 从 顶点 0 到 1、 从 顶点 1 到 2 的 费用 为 1,edges 数组 的 8 个 元 素 


如 下 : 图 9.32 一 个 无 向 网 络 
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下 标 0 form: 0,to: 1,flow: 0,cap: 1,cost: 1 //(0,1) 的 前 向 边 
下 标 1 form: 1,to: 0,flow: 0,cap: 0,cost: 一 1 //(0,1) 的 后 向 边 
下 标 2 form: 1,to: 0,flow: 0,cap: 1,cost: 1 ”//(1,0) 的 前 向 边 
下 标 3 form: 0,to: 1,flow: 0,cap: 0,cost: 一 1 //(1,0) 的 后 向 边 
下 标 4 form: 1,to: 2,flow: 0,cap: 3,cost: 1 //(1,2) 的 前 向 边 
下 标 5 form: 2,to: 1,flow: 0,cap: 0,cost: 一 1 //(1,2) 的 后 向 边 
下 标 6 form: 2,to: 1,flow: 0,cap: 3,cost: 1 //(2,1) 的 前 向 边 
下 标 7 form: 1,to: 2,flow: 0,cap: 0,cost: 一 1 //(2,1) 的 后 向 边 


而 G 数 组 中 的 3 个 元 素 如 下 : 


G[0]:03 //(0,1) 的 前 向 边 和 (0,1) 的 后 向 边 
G[1]:1247 
G[2]:56 


查找 最 短路 径 采用 SPFA 算法 ,对 应 的 完整 程序 如 下 (程序 中 采用 题目 给 定 的 测试 
用 例 ): 


#include < iostream> 

#include < algorithm > 

#include < vector> 

#include < queue> 

using namespace std; 

# define min(x,y) ((x)<(y)?(x):(y)) 
#define N 1050 

# define INF 0x3f3f3f3f 





// 问 题 表 示 
int n,m; // 网 络 的 顶点 个 数 和 边 数 
struct Edge // 边 类 型 
{ int from, to; // 一 条 边 (from, to) 
int flow; // 边 的 流量 
int cap; // 边 的 容量 
int cost; // 边 的 费用 
}3 
vector < Edge > edges; // 存 放 网 络 中 的 所 有 边 
vector < int> G[N]; // 邻 接 表 ,G[ 中 表示 顶点 i 的 第 j 条 边 在 edges 数组 中 的 下 标 
// 求 解 结果 表示 
int maxf 一 0; // 最 大 流量 (这 里 没有 使 用 ,用 于 说 明 求 最 大 流量 的 过 程 ) 
int mincost=0; // 最 大 流 的 最 小 费用 
bool visited[N] ; 
int pre[N] ,a[N] , dist[N] ; 
EE void Init(int n) // 初 始 化 
{ for (int i==0; i<=n; i 十 十 ) // 删 除 顶 点 的 关联 边 
GD 加 .clear(); 
edges.clear(); // 删 除 所 有 边 
} 
void AddEdge(int from, int to, int cap, int cost) // 添 加 一 条 边 
{ Edge templ = {from,to,0,cap,cost}; // 前 向 边 ,初始 流 为 0 
Edge temp2 = {to,from,0,0, 一 cost }; // 后 向 边 ,初始 流 为 0 
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edges. push_back(templ) ; 
G[from] .push_back(edges. size()—1); 
edges. push_back( temp2) ; 
G[to] .push_back(edges. size()—1); 
} 
bool SPFA(int s, int t) 
{ for (inti=0; i<Ni;i 十 十 ) 
dist[] =INF:; 
dist[s] 一 0; 
memset( visited, 0, sizeof( visited) ) ; 
memset(pre, —1, sizeof(pre)); 
pre[s]=—1; 
queue <int> qu; 
qu. push(s); 
visited[s]=1; 
a[s] =INF; 
while (!qu.empty()) 
{ int u=qu.front(); qu.pop(); 
visited[u] =0; 
for (int i=0; i<G[u.size(O);i 十 十 ) 
{ Edge &e=edges[G[u] [i]]; 


if (e.cap> e.flow && dist[e.to]> dist[u] +e.cost) 


{ dist[e.to]=dist[u]++e.cost; 
pre[e.to] =G[u [1 ; 
a[e.to] =min(a[u], e.cap—e.flow); 
if (!visited[e. to] ) 
{ qu.push(e.to); 
visited[e. to] =1; 
} 


} 
} 
if (dist[1 ==INF) 
return false; 
maxf++==a[d] ; 
mincost 十 一 dist[t] * a[t] ; 
for (int j=t; j!=s; j=edges[preD]] .from) 
{ edges[preD]].flow 十 = a[d]; 


edges[preDj]+1].flow 一 = a[t]; 
人 true; 
MinCost(int s, int t) 
| while (SPFA(s,t)); 
2 main() 
"n=,m=5 


JInitCn 十 1); 
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// 添 加 前 向 边 
// 前 向 边 的 位 置 
// 添 加 后 向 边 
// 后 向 边 的 位 置 


// 用 SPFA 算法 求 cost 最 小 的 路 径 
// 初 始 化 dist 设置 


// 超 级 起 点 的 前 驱 为 一 1 
// 定 义 一 个 队列 


// 队 列 不 空 时 循环 


// 查 找 顶 点 u 的 所 有 关联 边 

// 关 联 边 e=(u,G[uj[) 

// 松 弛 

// 顶 点 e.to 的 前 驱 顶 点 为 G[u][ 


//e.to 不 在 队列 中 
// 将 e.to 进 队 


// 找 不 到 超级 终点 ,返回 false 
// 累 计 最 大 流量 

// 累 计 最 小 费用 

// 调 整 增 广 路 径 中 的 流 

// 前 向 边 增加 a[ 

// 后 向 边 减 少 a[ 昌 

// 找 到 超级 终点 ,返回 true 
// 求 出 最 小 费用 


//SPFA 算法 返回 真 继续 





PR 的 单 源 最 长 路 径 : 将 每 次 选择 dist 最 小 的 顶点 u 改 为 选择 


PIGOOO 


AddEdge(1,2,1,1); AddEdge(2,1,1,1); ”//1 2 1( 这 里 是 无 向 图 ) 
AddEdge(2,3,1,1); AddEdge(3,2,1,1); //231 
AddEdge(3,4,1,1); AddEdge(4,3,1,1); //341 
AddEdge(1,3,1,2); AddEdge(3,1,1,2); //132 
AddEdge(2,4,1,2); AddEdge(4,2,1,2); //242 


AddEdge(0, 1,2,0); // 从 超级 起 点 0 出 发 到 顶点 1 的 边 容量 设置 为 2 
AddEdge(n, n+1,2,0); // 从 顶点 n 到 超级 终点 n 十 1 的 边 容量 设置 为 2 
MinCost(0,n 十 1); 

cout << mincost << endl; // 输 出 6 





从 中 看 出 ,本 例 求解 的 关键 是 如 何 将 原 问 题 转化 为 网 络 流 问题 ,构造 
匹配 的 网 络 ,再 求 出 最 大 流 最 小 费用 ( 原 题 参考 网 址 为 http://poj. org/ 
problem?id 王 2135) 。 














练习 题 米 


1. 以 下 不 属于 贪心 算法 的 是 ( 5 
A. Prim 算法 B. Kruskal 算 法 C. Dijkstra 算 法 D. 深度 优先 遍历 
2. 一 个 及 个 顶点 的 连通 图 的 生成 树 是 原 图 的 最 小 连通 子 图 ,包含 原 图 中 的 个 顶 
点 ,并 且 有 保持 图 连通 的 最 少 的 边 。 最 大 生成 树 就 是 权 和 最 大 生成 树 ,现在 给 出 一 个 无 向 带 
权 图 的 邻接 矩阵 为 {{0,4,5,0,3},{4,0,4,2,3},{5,4,0,2,0)},{0,2,2,0,1},{3,3,0,1,0)}， 
其 中 权 为 0 表示 没有 边 。 一 个 图 为 求 这 个 图 的 最 大 生成 树 的 权 和 是 ( Ys 
A, 型 B. 12 G13 
D. 14 下 ‘15 
3. 某 个 带 权 连通 图 有 4 个 以 上 的 顶点 ,其 中 恰好 有 两 条 权 值 最 小 的 边 , 尽 管 该 图 的 最 
小 生成 树 可 能 有 多 个 ,这 两 条 权 值 最 小 的 边 一 定 包含 在 所 有 的 最 小 生成 树 中 吗 ? 如 果 有 3 
条 权 值 最 小 的 边 呢 ? 
4. 为 什么 TSP 问题 采用 贪心 算法 求解 不 一 定 得 到 最 优 解 ? 
5. 求 最 短路 径 的 4 种 算法 适合 带 权 无 向 图 。 
6. 求 单 源 最 短路 径 的 算法 有 Dijkstra 算法 、Bellman-Ford 算法 和 SPFA 算法 ,比较 这 
些 算 法 的 不 同 点 。 
7. 有 人 这 样 修改 Dijkstra 算法 以 便 求 一 个 带 权 连通 图 





最 大 的 顶点 wx ,将 按 路 径 长 度 小 进行 调整 改 为 按 路 径 长 度 大 
调整 。 这 样 可 以 求 单 源 最 长 路 径 吗 ? 

8. 给 出 一 种 方法 求 无 环 带 权 连通 图 (所 有 权 值 非 负 ) 中 
从 顶点 到 顶点 上 的 一 条 最 长 简单 路 径 。 

9. 一 个 运输 网 络 如 图 9. 33 所 示 , 边 上 的 数字 为 (c(i,j)， 
5(i,7)) ,其 中 c(i, 站) 表示 容量 ,6(i,j) 表 示 单 位 运输 费用 ,给 图 9.33 一 个 运输 网 络 
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出 从 1.2、3 位 置 运输 货物 到 位 置 6 的 最 小 费用 最 大 流 的 过 程 。 

10. 本 书 中 的 Dijkstra 算法 采用 邻接 矩阵 存储 图 ,算法 时 间 复 杂 度 为 O(n*)。 请 从 各 方 
面 考虑 优化 该 算法 ,用 于 求 从 源 点 v 到 其 他 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 

11. 有 一 个 带 权 有 向 图 G( 所 有 权 为 正 整 数 ) ,采用 邻接 矩阵 存储 ,设计 一 个 算法 求 其 中 
的 一 个 最 小 环 。 


实验 1. 求解 自行 车 慢 速 比赛 问题 

【问题 描述 】 一 个 美丽 的 小 岛 上 有 许多 景点 ,景点 之 间 有 一 条 或 者 多 条 道路 。 现 在 进 
行 自行 车 慢 速 比赛 (最 慢 的 选手 获得 冠军 ) ,工作 人 员 在 道路 上 标 出 自行 车 的 单 向 行驶 方向 ， 
所 有 比赛 线路 不 会 出 现 环 ,选手 不 能 在 中 途 的 任何 地 方 停 下 来 ,否则 犯规 ,退出 比赛 。 首 先 
给 定 一 行 两 个 整数 N 和 M,N 为 岛 上 的 景点 数 (景点 编号 为 0 一 N 一 1,N 近 100) , 接 下 来 的 
M 行 ,每 行为 a.b\4, 表 示 景 点 a 和 景点 0 之 间 的 单 向 路 径 长 度 为 !(! 为 整数 )。 最 后 一 行为 
s 和 4 ,表示 比赛 的 起 点 s 和 终点 :。 所 有 选手 水 平 高 超 , 都 能 够 以 自行 车 的 最 低速 度 行驶 ,并 
且 所 有 自行 车 的 最 低速 度 相 同 。 问 冠军 所 走 的 路 径 长 度 是 多 少 ? 假设 只 有 一 组 测试 数据 。 

实验 2. 求解 股票 经 纪 人 问题 

【问题 描述 】 股票 经 纪 人 要 在 一 群 人 (n 个 人 的 编号 为 0~n 一 1) 中 散布 一 个 传言 ,传言 
只 在 认识 的 人 中 间 传 递 。 题目 中 给 出 了 人 与 人 的 认识 关系 以 及 传言 在 某 两 个 认识 的 人 中 传 
递 所 需要 的 时 间 。 编 写 程序 求 出 以 哪个 人 为 起 点 可 以 在 耗 时 最 短 的 情况 下 让 所 有 人 收 到 
消息 。 

例如 ,2 一 4( 人 数 ) ,m= 二 4( 边 数 ) ,4 条 边 如 下 。 


012 
025 
031 
233 


输出 : 3 

实验 3. 求解 最 大 流 最 小 费用 问题 

采用 例 9. 4 的 方式 求 最 大 流 最 小 费用 ,并 以 图 9. 25 所 示 的 网 络 进行 测试 ,假设 单位 流 
量 费用 均 为 1 。 





在 线 编程 题 2 


在 线 编程 题 1. 求解 全 省 畅通 工程 的 最 低 成 本 问题 
【问题 描述 】 省 政府 “畅通 工程 ”的 目标 是 使 全 省 的 任何 两 个 村 庄 之 间 都 可 以 实现 公路 
交通 (不 一 定 有 直接 的 公路 相连 ,只 要 能 间接 通过 公路 可 达 即 可 )。 现 得 到 城镇 道路 统计 表 ， 
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表 中 列 出 了 任意 两 城镇 之 间 修 建 道路 的 费用 以 及 该 道路 是 否 已 经 修 通 。 请 编写 程序 计算 出 
全 省 畅通 需要 的 最 低 成 本 。 

输入 描述 : 测试 输入 包含 若干 个 测试 用 例 。 每 个 测试 用 例 的 第 1 行 给 出 村 庄 数目 
NI<N<100); 随后 的 N(N 一 1)/2 行 对 应 村 庄 之 间 道 路 的 成 本 及 修建 状态 ,每 行 4 个 正 
整数 ,分 别 是 两 个 村 庄 的 编号 (1 一 N) 以 及 两 村 庄 之 间 道 路 的 成 本 和 修建 状态 (1 表示 已 建 ， 
0 表示 未 建 )。 当 N 为 0 时 输入 结束 。 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 的 输出 占 一 行 ,输出 全 省 畅通 需要 的 最 低 成 本 。 

输入 样 例 : 


样 例 输出 : 


3 
1 
0 


在 线 编程 题 2. 求解 城市 的 最 短 距离 问题 

【问题 描述 】 N 个 城市 ,标号 为 0 一 N 一 1,M 条 道路 ,第 玉 条 道路 (K 从 0 开始) 的 长 
度 为 2* , 求 编号 为 0 的 城市 到 其 他 城市 的 最 短 距 离 。 

输入 描述 : 第 1 行 两 个 正 整 数 N(2 过 N100) 和 M(M<500) ,表示 有 N 个 城市 .M 条 
道路 , 接 下 来 的 M 行 ,每 行 两 个 整数 ,表示 相连 的 两 个 城市 的 编号 (时 间 限 制 : 1 秒 ,空间 限 
制 : 32768KB) 。 

输出 描述 : N 一 1 行 ,表示 0 号 城市 到 其 他 城市 的 最 短 距离 ,如 果 无 法 到 达 ,输出 一 1, 数 





EBP 值 太 大 的 以 取 模 100000 后 的 结果 输出 。 


输入 样 例 : 
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样 例 输出 : 
8 


11 


在 线 编程 题 3. 求解 小 人 移动 最 小 费用 问题 

【问题 描述 】 在 一 个 网 格 地 图 上 有 若干 个 小 人 和 房子 ,在 每 个 单位 时 间 内 每 个 人 可 以 
往 水 平方 向 或 垂直 方向 移动 一 步 , 走 到 相 邻 的 方 格 中 。 对 于 每 个 小 人 , 走 一 步 需 要 支付 一 美 
元 ,直到 他 走 人 房子 , 且 每 栋 房 子 只 能 容纳 一 个 人 。 求 让 这 些小 人 移动 到 这 些 不 同 的 房子 所 
需要 支付 的 最 小 费用 。 

输入 描述 : 输入 包含 一 个 或 者 多 个 测试 用 例 。 每 个 测试 用 例 的 第 1 行 包 含 两 个 整数 M 
和 N(2<M、N<100) ,分 别 为 网 格 地 图 的 行 \ 列 数 ,其 他 M 行 表 示 网 格 地 图 ,地 图 中 的 'H' 
和 'm' 分 别 表示 房子 和 小 人 的 位 置 ,个 数 相同 ,最 多 有 100 栋 房 子 , 其 他 空位 置 用 '. ' 表 示 。 输 
入 的 N 和 M 等 于 0 表示 结 

输出 描述 : 每 个 测试 用 例 的 输出 对 应 一 行 ,表示 最 少 费 用 。 

输入 样 例 ; 


工 工 工 
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样 例 输出 : 
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OA 莘 放 计算 几何 | 


计算 几何 作为 计算 机 科学 中 的 一 个 分 支 ,主要 研究 解决 几何 问题 的 算法 ,在 计算 机 图 形 
学 ,科学 计算 可 视 化 和 图 形 用 户 界面 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 。 本 章 以 二 维 空间 为 例 讨论 在 
计算 几何 中 常用 的 算法 设计 方法 。 


向 量 运 算 米 


在 二 维 空间 ( 即 平面 上 ) 中 每 个 输入 对 象 都 用 一 组 点 {pi ,ps，…,p,) 来 表示 ,其 中 每 个 
i 二 《zisyi) zisyi 分 别 是 点 ;的 行 、 列 坐标 ,用 实数 表示 。 设 计 点 类 Point, 后 面 分 别 讨论 这 
些 友 元 函数 的 设计 : 


elass Point // 点 类 

{ 

public: 
double x; // 行 坐标 
double y; // 列 坐标 
Point() {} // 默 认 构 造 函 数 
Point(double xl,double y1) // 重 载 构造 函数 
{ x=xl; 

y=yl; 

} 
void disp() 


{ printf("(%eg, Hg) ",x,y); } 

friend bool operator 一 一 (Point &pl,Point &p2); // 重 载 == 运 算 符 
friend Point operator 十 (Point &pl, Point &p2); ”// 重 载 十 运算 符 
friend Point operator 一 (Point &pl,Point &p2);  // 重 载 一 运算 符 


friend double Dot( Point pl1, Point p2); // 两 个 向 量 的 点 积 
friend double Length(Point &p); // 求 向 量 长 度 
friend int Angle( Point pO0, Point pl, Point p2); // 求 两 线段 p0pl 和 p0p2 的 夹 角 
friend double Det(Point pl, Point p2); // 两 个 向 量 的 叉 积 
friend int Direction(Point p0, Point pl, Point p2);  // 判 断 两 线段 p0pl 和 p0p2 的 方向 
friend double Distance(Point p1, Point p2); // 求 两 个 点 的 距离 
friend double DistPtoSegment(Point p0, Point pl, Point p2) ; 
// 求 p0 到 plp2 线段 的 距离 


friend bool InRectAngle(Point p0, Point pl1, Point p2) ; 
// 判 断 点 p0 是 否 在 pl 和 p2 表示 的 矩形 内 
friend bool OnSegment(Point p0, Point pl, Point p2); 





// 判 断 点 p0 是 否 在 plp2 线段 上 ee 


friend bool Parallel(Point pl, Point p2, Point p3, Point p4); 
// 判 断 plp2 和 p3p4 线段 是 否 平行 
friend bool SegIntersect(Point pl, Point p2, Point p3, Point p4); 
// 判 断 plp2 和 p3p4 两 线段 是 否 相交 
friend bool PointInPolygon(Point p0,vector< Point> a); 
// 判 断 点 p0 是 否 在 点 集 a 所 形成 的 多 边 形 内 
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线段 是 直线 在 两 个 定点 之 间 ( 包 含 这 两 个 点 ) 的 部 分 ,线段 可 以 通过 两 个 点 pi 、ps 来 表 
示 ,通常 线段 是 有 向 的 ,有 向 线段 pips 是 从 起 点 pi 到 终点 户 ,将 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 
量 看 成 向 量 (vector) , 即 起 点 为 pi 、 端 点 为 ps 的 向 量 。pip: 向 量 的 长 度 或 模 为 点 pi 到 点 
p;: 的 距离 , 记 为 | pips|。 

在 本 章 中 默认 将 一 个 点 p 看 成 是 坐标 原点 为 (0,0) 的 向 量 p。 


10.1.1 向 量 的 基本 运算 


对 于 两 个 点 表示 的 向 量 pl 和 p: (起 点 均 为 原点 (0,0)) ,向量 加 法 定义 
为 pi 十 ps 二 (pi. 十 pa. 式 ,Pi1.y 十 pz. y) ,其 结果 仍 为 一 个 向 量 。 

向 量 加 法 一 般 可 用 平行 四 边 形 法 则 ,如 图 10. 1 所 示 , 两 个 向 量 为 
pi1(2,—1) .pa(3,3), 则 ps=pi 二 p= (5,2)。 

求 两 个 向 量 请 和 ps 的 加 法 运算 的 算法 如 下 : 

















Point operator + (const Point &pl, const Point &p2) // 重 载 十 运算 符 
{ 

return Point(pl. x+p2.x,pl.y+p2.y); 
} 


向 量 减 法 是 向 量 加 法 的 逆 运 算 ,一 个 向 量 减 去 另 一 个 向 量 等 于 加 上 那个 向 量 的 负 向 量 ， 
即 pp 一 ps 二 志 十 (一 p2) 二 (pi1. x 一 p2. 工 ,Pi1.y 一 pz.y) ,其 结果 仍 为 一 个 向 量 。 
求 两 个 向 量 p! 和 ps 的 减法 运算 的 算法 如 下 : 











Point operator — (const Point &pl,const Point &p2) // 重 载 一 运算 符 
{ 

return Point(pl. x—p2.x,pl.y—p2.y); 
} 








显然 有 性 质 pi 十 ps 二 ps 十 pi ,pi 一 ps (ps—p1)。 

如 图 10. 2 所 示 , 两 个 向 量 为 p1(2, 一 1)、ps(5,4), 则 ps 二 ps 一 二 (3,5), 将 ps 平移 到 
Pi 一 ps 处 (图 中 虚线 ) ,会 看 出 ps 的 长 度 与 p! 和 ps 连接 线 的 长 度 相 同 ,方向 相同 。 用 |2| 
表示 向 量 p 的 长 度 , 有 |ps 一 p11 二 点 pi 与 ps 的 长 度 。 

实际 上 ,pz 一 pi 向 量 可 以 看 成 是 以 pi 为 原点 的 ps 向 量 。 


p33,5) 





{0.0) 


7 
PiQ2—1) 





图 10.1 向 量 的 加 法 


@09, 计算 几何 





两 个 向 量 p, 和 ps 的 点 积 (或 内 积 ) 定 义 为 p * ps 二 1pi|X|ps|Xcos0= 
pi. Xpz. 工 十 Pi. yX ps. y， 其 结果 是 一 个 标量 ,其 中 向 量 p 的 长 度 |p|= 
V .zx 十 p.y ,9 表示 两 个 向 量 的 夹 角 ,如 图 10. 3 所 示 。 显 然 有 性 质 p, 。 
p:—=p:* pi。 

















求 两 个 向 量 如 和 ps 点 积 的 算法 如 下 : y 加 
double Dot(Point pl1, Point p2) // 两 个 向 量 的 点 积 
{ 0 hi 
return pl.x* p2.x+pl.y* p2.y; x 
FE (0.0) 


图 10.3 两 个 向 量 的 点 积 
可 以 通过 点 积 的 符号 判断 两 向 量 相 互 之 间 的 夹 角 关系 : 


。 若 锯 。 思 二 0, 向 量 pl 和 ps 之 间 的 夹 角 为 锐角 。 
。 若 pl，* ps 二 0, 向 量 p 和 ps 重 直 , 即 夹 角 为 直角 。 
。 若 名. 加 一 0, 向 量 pl 和 ps 之 间 的 夹 角 为 钝 角 。 
利用 点 积 求 一 个 向 量 p 的 长 度 的 算法 如 下 : 


double Length( Point &p) // 求 向 量 的 长 度 
{ 
return sqrt(Dot(p, p)); 
} 
对 于 具有 公共 起 点 的 两 个 线段 po pi 和 pop: ,只 需要 把 po 作为 原点 就 可 以 , 即 pi 一 po 


和 ps 一 po 都 是 向 量 ,它们 的 点 积 为 7 二 (pi 一 po)* (ps 一 po), 则 : 
。 若 ">0, 两 线段 pip。 和 pspo 的 夹 角 为 锐角 。 
。 若 r= 二 0, 两 线段 pip。 和 pspo 的 夹 角 为 直角 。 
。 若 + 二 0, 两 线段 pip。 和 pspo 的 夹 角 为 钝 角 。 
求 两 条 线段 pop1 到 加 ps 的 夹 角 的 算法 如 下 : 


int Angle( Point p0, Point p1, Point p2) 
{ double d=Dot((pl—p0),(p2—p0)); 


if (d==0) 

return 0; // 两 线段 pp 和 pspe 的 夹 角 为 直角 
else if (d>0) 

return 1; // 两 线段 pp 和 ppo 的 夹 角 为 锐角 
else 

return —1; // 两 线段 pip。 和 pzpe 的 夹 角 为 钝 角 


} 


两 个 向 量 p; 和 ps 的 叉 积 (外 积 )pi Xps=|pi|lX|ps|Xsin0=pi.xX 
pz.y 一 p2. Xpi1.y, 其 结果 是 一 个 标量 ,其 中 0 表示 两 个 向 量 的 夹 角 ,如 
图 10.4 所 示 。 显 然 有 性 质 pi X ps 二 一 ps X pi1。 
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求 两 个 向 量 户 和 ps 又 积 的 算法 如 下 : 


double Det(Point p1, Point p2) // 两 个 向 量 的 叉 积 
{ 

return pl.x* p2.y—pl.y* p2.x; 
} 


向 量 又 积 的 计算 是 关于 线段 算法 的 核心 。 如 图 10.4 所 示 , 叉 积 pi X ps 可 以 看 作 是 由 
(0,0) .Pi、ps 和 pi 十 ps 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 带 符号 的 面积 , 当 pi X ps 值 为 正 时 向 量 pp 
可 沿 着 平行 四 边 形 内 部 逆 时 针 旋 转 到 达 p; , 当 pi Xp: 值 为 负 时 向 量 p 可 沿 着 平行 四 边 形 
内 部 顺 时 针 旋 转 到 达 p,。 

可 以 通过 又 积 的 符号 判断 两 向 量 相互 之 间 的 顺 逆 时 针 关系 : 

。 若 piXps 记 0, 则 pi 在 ps 的 顺 时 针 方 向 (图 10.4 所 示 就 是 这 种 情况 ) 。 

。 若 piXps 二 0, 则 pi 在 ps 的 道 时 针 方向 。 

。 若 pi1Xps 二 0; 则 pi 与 ps 共 线 ,但 可 能 同 向 也 可 能 反 向 。 

对 于 具有 公共 起 点 的 两 个 线段 po pl 和 pops, 只 需要 把 po 作为 原点 就 可 以 进行 向 量 又 
积 运 算 , 即 pi 一 p。 和 ps 一 po 都 是 向 量 ,它们 的 叉 积 为 -=(pi1 一 po) XX (ps 一 po)= (pi. 一 po 
TX (pz y 一 po y) 一 (pz. 一 po.) XX(pi.y 一 po. y), 可 以 通过 该 又 积 的 符号 判断 两 线段 
相互 之 间 的 顺 / 逆 时 针 关 系 : 

。 若 旋 一 po 和 ps 一 po 的 又 积 大 于 0, 则 popi 在 pop: 的 顺 时 针 方 向 上 ,如 图 10. 5(a) 
所 示 。 或 者 说 po 、p1、ps 在 右手 螺旋 方向 上 ,pi 一 po 和 ps 一 po 的 又 积 大 于 0。 

若 户 一 po 和 ps 一 po 的 叉 积 等 于 0, 则 po 、pl 和 pp; 5 
车 记 一 po 和 ps 一 po 的 又 积 小 于 0, 则 popi 在 pop: 的 道 时 针 方向 上 ,如 图 10.5(b) 
所 示 。 或 者 说 po 、p1、ps 在 左手 螺旋 方向 上 ,pi 一 po 和 ps 一 po 的 叉 积 小 于 0。 


和 

















和 pi 局 人 
» 
顺 时 针 逆 时 针 
Po Po 
(0,0) (a) 又 积 大 于 0 (b) 又 积 小 于 0 
图 10.4 两 个 向 量 的 叉 积 图 10.5 利用 叉 积 确定 加 加 和 pop: 线段 的 转向 


判断 两 条 线段 如 加 和 pop; 方向 的 算法 如 下 : 


int Direction( Point p0, Point pl, Point p2) // 判 断 两 线段 pp 和 pop: 的 方向 
{ ， double d=Det((pl—p0), (p2—pO)); 
过 d==0) 
return 0; // 三 点 共 线 
else if (d>0) 
return 1; //poPi 在 pop: 的 顺 时 针 方向 上 
else 
return 一 1; //pspi 在 pops 的 逆 时 针 方 向 上 
} 
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两 个 点 pi 、ps 之 间 的 距离 为 Vpi. zz 一 p2.) 十 (pi. y 一 py. y)* 。 对 应 的 算法 如 下 : 





double Distance( Point pl1, Point p2) 
{ 

return sqrt((p1.x 一 p2.x) * (p1.x 一 p2.x) 十 (pl1.y 一 p2.y) * (pl.y—p2.y)); 
} 


求 点 po 到 线段 pip: 的 距离 。 设 po 在 线段 p1p: 上 的 投影 点 为 g, 设 向 
量 w 二 ps 一 志 wz 王妃 一 psvs 二 po 一 Pio 二 po 一 pz。 点 9 的 3 种 可 能 情 
况 如 图 10.6 所 示 。 

若 满足 图 10. 6(a) 所 示 的 情况 ,p。 到 线段 pp 的 距离 为 向 量 ww 的 长 度 ， 生生 
若 满足 图 10.6(b) 所 示 的 情况 ,po 到 线段 pips 的 距离 为 向 量 w 的 长 度 ; 若 满足 图 10. 6(c) 
所 示 的 情况 ,po 到 线段 户 的 距离 为 向 量 w 和 ws 叉 积 的 绝对 值 (平行 四 边 形 的 面积 ) 除 以 
底 长 。 
































Po Dot(w'z3)<0 Dot(w>w)<0 Po 













vv 
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9 为 钝 角 pi 9 为 钝 角 
NS —e se 一 
pi Ul wa ’ 
(a) 4 在 PP 射线 上 (b) 9 在 PP 射线 上 (c) 4 在 线段 上 


图 10.6 投影 点 4 的 3 种 情况 
对 应 的 算法 如 下 : 


double DistPtoSegment(Point p0, Point pl, Point p2) // 求 p0 到 plp2 线段 的 距离 
{ Point vl=p2—pl,v2=pl—p2,v3=p0—pl,v4=p0—p2; 





if (pl==p2) // 两 点 重合 
return Length(p0 一 pl1); 

if (Dot(v1,v3)<0) // 满 足 图 10.6(a) 条 件 
return Length(v3); 

else if (Dot(v2, v4)<0) // 满 足 图 10.6(b) 条 件 
return Length(v4); 

else // 满 足 图 10.6(c) 条 件 


return fabs(Det(vl,v3))/Length(v1); 





10.1.2 判断 一 个 点 是 否 在 一 个 矩形 内 


设 一 个 矩形 的 左上 和 角 为 点 pi 、 右 下 角 为 点 加 , 另 有 一 个 点 加 , 现 要 判断 
将 pop: 和 pops 看 成 是 具有 公共 起 点 的 两 个 线段 ,把 po 作为 原点 , 显 
然 pop! 和 pops 两 线段 的 夹 角 0 为 直角 或 钝 角 时 点 p。 便 落 在 该 矩形 内 ( 含 
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点 Pi1、ps) ,如 图 10.7 所 示 。 所 以 点 po 在 该 矩形 内 应 满足 条 件 (p1 一 po)* (ps 一 po) 夺 0。 





(0,0) 


图 10.7 判断 点 p 是 否 在 矩形 内 
对 应 的 判断 算法 如 下 : 


bool InRectangle( Point p0, Point pl1, Point p2) // 判 断 点 ps 是 否 在 p 和 p; 表示 的 矩形 内 
{ 

return Dot(pl—p0, p2— pO0)<=0; 
} 


另 一 种 更 直观 的 判断 方法 是 po 在 该 矩形 内 应 满足 以 下 条 件 : 


MIN(pi .zx,p:.7)<po. TEMAXCGp .x, p27) BLMINGp.y, ps.y) Spo.ySMAXCD .yy, ps.y) 


101.3 判断 一 个 点 是 否 在 一 条 线段 上 Ee 
设 点 为 如、 线段 为 p1ps;, 若 点 po 在 该 线段 上 ( 含 点 pi 、ps) ,应 同时 满足 
两 个 条 件 ; 一 是 点 po 在 线段 pips 所 在 的 直线 上 , 另 一 个 是 点 po 在 以 pi 、 1 
p: 为 对 角 顶 点 的 矩形 内 。 前 者 保证 点 po 在 直线 p1ps 上 ,后 者 保证 点 po 不 本 
在 线段 pi ps 的 延长 线 或 反 向 延长 线 上 。 
(1) 点 po 在 线段 pips 所 在 的 直线 上 应 满足 的 条 件 是 (pi 一 po) X (ps 一 po) 二 0。 
(2) 点 po 在 以 pi、p; 为 对 角 顶 点 的 矩形 内 应 满足 的 条 件 是 (pi 一 po)* (ps 一 po) 三 0。 
对 应 的 判断 算法 如 下 : 






bool OnSegment( Point p0, Point pl, Point p2) // 判 断 点 ps 是 否 在 线段 pp; 上 
{ 

return Det(p1 一 p0,p2 一 p0) 一 一 0 && Dot(p1 一 p0,p2 一 p0)< 一 0; 
} 


10.1.4 判断 两 条 线段 是 否 平行 


设 两 条 线段 为 pip。 和 psps ,如 果 它 们 的 夹 角 为 零 , 则 是 平行 的 ,所 以 
两 条 线段 pi1p: 和 psps 平行 应 满足 的 条 件 是 (ps 一 p1) X (ps 一 ps) 二 0。 
对 应 的 算法 如 下 : 








bool Parallel( Point pl, Point p2, Point p3, Point p4) 
{ 

return Det(p2—pl,p4—p3)==0; 
} 
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10.15 


边 , 那 么 这 两 条 线段 必然 相交 。 


那么 如 何 判 断 两 点 是 否 在 一 条 线段 的 两 边 呢 ? 令 : 


di=psp: X pap =Direction( ps, pi, ps:) 
d; = psp: X psp,=Direction( ps,p;,p:) 
ds=p1ps Xpips:—=Direction( pi , pa, p:) 
di=pips Xp'ip:=Direction(pi, p's, p:) 


这 两 条 线段 相交 的 情况 如 下 : 


判断 两 条 线段 是 否 相交 
设 两 条 线段 为 pps 和 psps ,如 图 10.8 所 示 , 要 判断 它们 是 否 相 交 ( 包 
含 端点 ), 只 要 点 pi、pz 在 线段 psps 的 两 边 且 点 ps、ps 在 线段 pip; 的 两 


O00 














// 求 psp' 在 psps 的 哪个 方向 上 
// 求 psp: 在 psp: 的 哪个 方向 上 
// 求 pips 在 pip 的 哪个 方向 上 
// 求 pips 在 pip: 的 哪个 方向 上 


pa 


(1) di 二 0(pspi 在 psps 的 逆 时 针 方向 上 或 者 说 ps、pi、ps 在 


左手 螺旋 方向 上 ) 且 d; 


-0(paps 在 psps 的 顺 时 针 方 向 上 或 者 说 pi 


ps、ps、p 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,图 10. 8 就 是 这 种 情况 。 


(2) a 


-0(pspi 在 psps 的 顺 时针 方 向 上 ) 且 d; 二 0(p;p; 在 
psps 的 逆 时 针 方向 上 ) ,将 图 10. 8 中 的 pi 、ps 交换 就 是 这 种 情况 。 


上 述 两 种 情况 表示 pi、p: 两 个 点 在 psps 线段 的 两 边 , 即 条 件 


为 di X ds 二 0。 


同 理 , 若 有 ds Xd, 二 0, 则 ps、ps 两 个 点 在 pips 线段 的 两 边 。 
另外 , 若 d; 二 0(1 志 i 三 4), 还 需要 判断 对 应 的 点 是 否 在 线段 上 。 例 如 ,车 di 二 0, 表 示 
pivps\pr 三 点 共 线 ,还 需要 判断 点 pi 在 psps 线段 上 。 


对 应 的 判断 算法 如 下 : 


bool SegIntersect( Point p1, Point p2, Point p3, Point p4) 


{ int dl,d2,d3,d4; 


// 判 断 两 线段 是 否 相交 





dl= Direction(p3, pl, p4); 

d2= Direction( p3, p2, p4); 

d3=Direction( pl, p3, p2); 

d4=Direction(pl, p4, p2); 

if (dl * d2<0 && d3x*d4<0) 
return true; 

if (dl==0 && OnSegment(pl, p3, p4)) 
return true; 

else if (d2==0 && OnSegment(p2,p3,p4)) 
return true; 

else if (d3==0 && OnSegment(p3, pl, p2)) 
return true; 

else if (d4==0 路 & OnSegment(p4,p1,p2)) 
return true; 

else 
return false; 


// 求 psp 在 psps 的 哪个 方向 上 
// 求 psp: 在 psps 的 哪个 方向 上 
// 求 pips 在 pip: 的 哪个 方向 上 
// 求 pips 在 pips 的 哪个 方向 上 
// 车 所 为 0 且 pl 在 psps 线段 上 
// 车 岂 为 0 且 p2 在 psps 线段 上 
// 若 d3 为 0 且 p3 在 plps 线段 上 


// 车 和 为 0 且 p4 在 pip: 线段 上 


P2 


ps 


图 10.8 判断 两 条 线段 
是 否 相交 
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10.1.6 判断 一 个 点 是 否 在 多 边 形 内 


一 个 多 边 形 由 个 顶点 a[L0..n] 构 成 (aLn] 二 aL0J]) ,假设 其 所 有 的 边 不 
相交 , 称 之 为 简单 多 边 形 , 这 里 讨论 的 多 边 形 默 认 都 是 简单 多 边 形 。 现 有 一 
个 点 po ,要 判断 点 po 是 否 在 该 多 边 形 内 ( 含 边界 ) 。 

其 基本 思想 是 从 点 po。 引 一 条 水 平 向 右 的 射线 ,统计 该 射线 与 
多 边 形 相交 的 情况 ,如 果 相 交 次 数 是 奇数 ,那么 就 在 多 边 形 内 , 否 
则 在 多 边 形 外 。 例 如 ,如 图 10.9 所 示 ,多 边 形 由 8 个 顶点 构成 ,从 
点 po 引出 的 射线 与 多 边 形 相交 的 交点 个 数 为 3, 它 在 多 边 形 内 ， 
而 从 点 i 引出 的 射线 与 多 边 形 相交 的 交点 个 数 为 2, 它 在 多 边 


形 外 。 图 10.9 判断 点 是 否 在 
对 于 多 边 形 的 一 条 边 pip;, 它 构成 的 直线 的 方程 为 > 一 户 . 一 个 多 边 形 内 


y 一 ACz 一 户 ,z) ,其 中 斜率 人 一 经 2 一 血 .2 学 ,所 以 有 z= 全 


2.T—pi.T 




















bb Dp 从 点 po 引 一 条 水 平 向 右 的 射线 的 方程 为 y= po. 








ye 如 果 这 两 条 直线 有 交点 , 则 交点 为 (zpo. 3) ,其 中 一 2 一 Pas 一人 | 


irs 

判断 点 po。 是否 在 多 边 形 a[0..n]j 中 的 步骤 如 下 : 

(1) 置 cnt=0,i 从 0 到 循环 。 

(2) pi 二 a[ 门 ,ps 二 a[i 十 1j, 若 po 在 pip: 线段 上 , 则 返回 true。 

(3) 若 pips 是 一 条 水 平 线 , 或 者 po 在 pips 线段 的 上 方 或 下 方 , 则 没有 交点 ,转向 下 一 
条 线段 进行 求解 。 

(4) 求 出 射线 与 线段 pps 的 交点 的 xz。 

(5) 若 z> 加 .zz, 则 交点 个 数 cnt 增 1。 

(6) oe 结束 后 返回 cnt%2 二 二 1 值 。 即 交点 个 数 为 奇数 表示 该 点 在 多 边 形 内 。 


对 应 的 判断 算法 如 下 : 
bool PointInPolygon( Point p0,vector< Point> a) // 判 断 点 pe 是 否 在 点 集 a 的 多 边 形 内 
{ inti,cnt=0; //cnt 累加 交点 个 数 

double x; 


Point pl, p2; 
for (i=0;i<a. size();i+ 二 +) 


{ pl=a[li]; p2=a[i+]]; // 取 多 边 形 的 一 条 边 
if (OnSegment(p0, pl, p2)) 
return true; // 如 果 点 po 在 多 边 形 边 pip: 上 ,返回 true 
// 以 下 求解 > 一 p0.y 与 plp2 的 交点 
if (pl.y==p2.y) continue; // 如 果 pip: 是 水 平 线 ,直接 跳 过 


// 以 下 两 种 情况 是 交点 在 plp2 的 延长 线 上 

让 (p0.y<pl.y 8&& p0.y<p2.y) continue; ”//po 在 pipz 线段 下 方 ,直接 跳 过 

让 (p0.y> 一 p1.y &&& p0.y> 一 p2.y) continue; //po 在 pip: 线段 上 方 ,直接 跳 过 

x 一 (p0.y 一 p1.y) * (p2.x—pl.x)/(p2.y—pl.y)+pl.x; // 求 交点 坐标 的 x 值 
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if (x> p0.x) cnt 十 十 ; // 只 统计 射线 的 一 边 
} 


return (cnt%2==1); 





10.1.7 求 3 个 点 构成 的 三 角形 的 面积 


对 于 3 个 顶点 po 、p1、p: 构成 的 三 角形 , 求 面积 有 多 种 计算 公式 。 从 向 
量 的 角度 看 ,3 个 向 量 构成 的 三 角形 如 图 10. 10(a) 所 示 ,可 以 将 其 两 条 边 看 成 
以 po 为 原点 的 三 角形 ,这 两 条 边 分 别 是 pp 一 po 和 户 一 谓 , 如 图 10.10(b) 所 
示 , 则 该 三 角形 面积 SCpo , 户 ,pz) 等 于 以 pi 一 po 和 ps 一 po 向 量 构 成 的 平行 四 边 形 面积 的 一 
半 , 即 SC(po ,pi,ps)= (pi1—po) X (ps— po)/2。 














po 


(0,0) 





(a) 3 个 向 量 构成 的 三 角形 (b) 以 po 为 原点 构成 的 三 角形 
图 10.10 求 三 角形 面积 


而 (pi 一 po)X(ps 一 po) 的 结果 有 正 有 人 负 ,所 以 SCpo ,pisp2)== (pi 一 po)X (ps 一 po)/2 
称 为 有 向 面积 ,实际 面积 为 其 绝对 值 。 对 应 的 算法 如 下 : 


double triangleArea( Point p0, Point pl, Point p2) // 求 三 角形 面积 
{ 

return fabs(Det(p1 一 p0,p2 一 p0))/2; 
} 


根据 向 量 又 积 运算 规则 有 : 

。 若 (pi 一 po) 在 (ps 一 po) 的 顺 时 针 方 向 ,或 者 说 po、pPi1、ps 在 右手 螺旋 方向 上 , 则 
(Pi 一 po) X(p: 一 po) 记 0。 图 10. 10 中 就 是 这 种 情况 。 

。 若 (pi 一 po) 在 (ps 一 po) 的 逆 时 针 方向 ,或 者 说 po、pi、ps 在 左手 螺旋 方向 上 , 则 
(pi—po) Xps— po)=0。 


10.1.8 求 一 个 多 边 形 的 面积 


若 一 个 多 边 形 由 个 顶点 构成 ,采用 vector < Point > p 存储 , 求 其 面积 的 方法 有 多 种 。 
常用 的 是 采用 三 角形 剖 分 的 方法 , 取 一 个 顶点 作为 剖 分 出 的 三 角形 的 顶点 ,三 角形 的 其 他 项 
点 为 多 边 形 上 相 邻 的 点 ,如 图 10. 11 所 示 。 
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已 知 三 角形 的 3 个 顶点 向 量 ,可 以 通过 向 量 又 
积 得 到 其 面积 ,还 可 以 通过 向 量 又 积 解决 凹 多 边 形 
中 重复 面积 的 计算 问题 。 在 图 10. 11 中 7 个 顶点 分 
别 是 po (5,0) .pi (9,3) pz (10,7) ps (4,9) .pi(0,6)、 
ps (3,5) 、ps 《0,2) ,以 po 为 前 分 点 ,求解 过 程 如 下 : 


(1) (p[1J—p[L0J) x (pL2j—pL0J])/2=6. 5, 得 























到 S(po ,pi,pz) 二 6.5(p[L0]、p[L1]、pL2] 在 右手 螺旋 
方向 上 )。 
(2) (pL2]—pL0]) Xx (pL3] 一 pL0J)/2==26, 得 到 (0,0) 2 4p6 8 10 
S(po ,pz ,ps)=26。 
(3) (p[L3]—pL0J) X (pL4] 一 pL0J)/2=19. 5, 得 
到 S(po spssp) 二 19.5, 含 ps 一 ps 一 x 部 分 (不 应 该 包括 在 多 边 形 面积 中 ) 面 积 和 po 一 ps 一 x 
部 分 面积 。 
(4) (p[4] 一 pL0]) XCp[5] 一 pL0J)/2= 一 6. 5(p[L0]、p[L4]、p[5j 在 左手 螺旋 方向 上 ), 得 到 
S(po ,pisps) 王 一 6.5, 其 绝对 值 含 p, 一 ps 一 z 部 分 面积 和 po 一 ps 一 zx 部 分 面积 。 由 于 为 负数 ， 
SCpo ,ja 加) 十 SCpo ,pps) 恰 好 得 到 po 一 ps 一 ps 一 ps 部 分 的 面积 。 


(5) (p[5]—pL0]) Xx (pL6J—p[L0J)/2=10. 5, 得 到 S(po ,ps ,ps)=10.5。 


(6) 上 述 所 有 有 向 面积 相 加 得 到 多 边 形 的 面积 56。 
对 应 的 算法 如 下 : 















































图 10.11 一 个 多 边 形 














double polyArea( vector < Point > p) // 求 多 边 形 的 面积 
{ double ans=0.0; 
for (int i=1;i< p.size() 一 1;i 十 十 ) 
ans 二 二 Det(p[] —p[0],p[i+1]—p[0]); 
return fabs(ans)/2; // 累 计 有 向 面积 结果 的 绝对 值 


求解 凸 包 问题 二 


简单 多 边 形 分 凸 多 边 形 和 四 多 边 形 两 类 。 囊 多边形 是 没有 任何 “凹陷 处 ”的 ,而 凹 多 边 形 
至 少 有 一 个 顶点 处 于 “四 陷 处 ”( 称 为 四 点 )。 凸 多 边 形 上 任意 两 个 顶点 的 连 线 都 包含 在 多 边 形 
中 ,在 四 多 边 形 中 总 能 找到 一 对 顶点 ,它们 的 连 线 有 一 部 分 在 多 边 形 外 。 图 10. 12 所 示 的 多 边 





EE 形 是 一 个 凸 多 边 形 ,而 图 10. 11 所 示 的 多 边 形 是 一 个 凹 多 边 形 。 


沿 西 多 边 形 周边 移动 ,在 每 个 顶点 的 转向 都 是 相同 的 。 对 于 凹 多 边 形 ,一 些 是 向 右 转 , 一 
些 是 向 左 转 , 在 四 点 的 转向 是 相反 的 。 

点 集 A 的 凸 包 (Convex Hull) 是 指 一 个 最 小 凸 多 边 形 , 满 足 A 中 的 点 或 者 在 多 边 形 边 上 或 
者 在 其 内 ,也 就 是 说 任意 两 点 的 连 线 都 在 A 点 集 内 的 点 集 就 是 一 个 凸 包 。 

图 10. 13 所 示 的 二 维 平面 上 有 10 个 点 , 即 ao (4,10) vai(3,7)、azs (9,7) vas(3,4)、as (5,6)、 
as(5,4) .as(6,3) .az(8,1) .as(3.0) 和 as(1,6) ,其 凸 包 是 由 点 ao .az .ar as 和 os 构成 的 。 





ao al 





4 as 12345678910 


图 10.12 ”一 个 凸 多 边 形 图 10. 13 ”一 个 点 集 的 凸 包 


求 一 个 点 集 的 凸 包 是 计算 几何 的 一 个 基本 问题 ,目前 有 多 种 求解 算法 ,本 节 主 要 介绍 两 种 
找 凸 包 的 算法 。 
1021 礼品 包 应 算法 

礼品 包 玩 算法 也 称 为 卷 包 更 算法 ,其 原理 比较 简单 , 先 找 一 个 最 边缘 的 点 扫 - 归 
(一 般 是 最 左边 的 点 ,如 有 多 个 这 样 的 点 则 选择 最 下 方 的 点 )。 假 设 有 一 条 强 “| 加; 
子 , 以 该 点 为 端点 向 右边 逆 时 针 旋 转 直到 碰 到 另 一 个 点 为 止 ,此 时 找 出 凸 包 的 
一 条 边 ; 然后 用 新 找到 的 点 作为 端点 ,继续 旋转 绳子 ,找到 下 一 个 端点 ; 重复 人 
这 一 步骤 直到 回 到 最 初 的 点 ,此 时 围 成 一 个 凸 多 边 形 , 所 选 出 的 点 集 就 是 所 要 视频 讲解 
求 的 凸 包 。 

对 于 给 定 的 个 点 ea[0..2 一 1, 求 解 的 凸 包 顶点 序列 存放 在 凸 包 数组 ch 中 ,其 步骤 
如 下 : 

(1) 从 所 有 点 中 求 出 最 左边 的 最 低 点 w (z 坐标 最 小 者 , 若 有 多 个 这 样 的 点 , 选 其 中 y 
坐标 最 小 者 ) , 置 tmp 一 7 。 

(2) 将 点 编号 7 作为 凸 包 中 的 一 个 顶点 编号 ,存放 到 ch 中 。 

(3) 对 于 点 aj , 找 一 个 点 a; ,使 得 aja; 与 以 aj 为 起 . 

















点 的 水 平方 向 射线 的 角度 最 小 ,如 图 10.14 所 示 。 若 \ 。/” 若 Direetion(o anab>0， 
存在 两 个 点 w 和 at, 并 有 ajvaivar 三 点 共 线 , 则 选取 a a 
离 aj 最 远 的 点 a;。 9 
(4) j= 二 tmp, 表 示 已 求 出 凸 包 顶 点 序列 ch, 算 法  “ 水 平 射线 
结束 。 图 10.14 求 点 ai, 使 得 aja; 与 以 aj 为 
对 于 图 10. 13 所 示 的 点 集 a, 采 用 礼品 包 玩 算法 起 点 的 水 平方 向 射线 的 角 
求 凸 包 的 过 程 如 下 度 最 小 


(1) 选取 最 左边 的 最 下 点 os 。 

(2) 当前 点 为 as ,从 os 出 发 在 其 余 所 有 点 中 找到 角度 最 小 的 点 as 。 
(3) 当前 点 为 as ,从 as 出 发 在 其 余 所 有 点 中 找到 角度 最 小 的 点 a; 。 
(4) 当前 点 为 w ,从 w 出 发 在 其 余 所 有 点 中 找到 角度 最 小 的 点 az 。 
(5) 当前 点 为 aa ,从 az 出 发 在 其 余 所 有 点 中 找到 角度 最 小 的 点 ae 。 
(6) 当前 点 为 ,从 ao 出 发 在 其 余 所 有 点 中 找到 角度 最 小 的 点 as 。 
(7) 回 到 起 点 ,算法 结束 。 找 到 的 凸 包 顶 点 序列 是 as ,as ,ay ,az yao 。 





} 


{ 


} 


{ 
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采用 礼品 包 里 算法 求解 图 10. 13 中 凸 包 的 完整 程序 如 下 : 


# include "Fundament. cpp" // 包 含 Point 基本 运算 算法 
bool cmp( Point aj, Point ai, Point ak) // 比 较 两 个 向 量 方向 的 函数 
{ intd=Direction(aj,ai,ak); 
if (d==0) // 共 线 时 ,车 aiai 更 长 则 返回 true 
return Distance(aj, ak)< Distance(aj,ai) ; 
else if (d>0) //aa 在 aiak 的 顺 时 针 方 向 上 ,返回 true 
return true; 
else // 否 则 返回 false 


return false; 


void Package( vector < Point > a, vector < int> &ch) // 礼 品 包裹 算法 


int i,j,k,tmp; 
D0 
for (i=1;i<a. size();i+ 十 ) 
if (a[].x<aD].x || (ali].x==aD].x && ali].y<aD].y)) 
j=i; // 找 最 左边 的 最 低 点 a 
tmp 一 j; //tmp 保存 起 点 
while (true) 
{ k=—1; 
ch. push_back(j); // 顶 点 a 作为 凸 包 上 的 一 个 点 
for (i 一 0;i<a.size();ii 十 十 ) 
if (il=j && (k==—1 || cmp(aD] ,a[] ,a[k]))) 
| // 从 ai 出 发 找 角度 最 小 的 点 ai 
if (k== tmp) break; // 找 到 起 点 时 结束 
jk; 
} 


void main( ) 


vector < Point > a; 
.push_back( Point(4,10)); 
.push_back(Point(3,7)); 
push_back( Point(9,7)); 
push_back( Point(3,4)); 
push_back( Point(5,6)); 
push_back( Point(5,4)); 
push_back( Point(6,3)); 
push_back( Point(8, 1)); 
push_back( Point(3,0)); 
.push_back( Point(1,6)); 
Point stLMAXN] ; 
vector <int> ch; 
Package(a, ch) ; 
printf(" 求 解 结果 \n"); 
printf(" 凸 包 的 顶点 : "); 
for (vector< int>: :iterator it 一 ch.begin() ;it!=ch.end() ;it 十 十 ) 
printf("%d ", * it); 
Printf("\n"); 
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【算法 分 析 】 上 述 Package(a,ch) 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 OCzw) 或 002 ) ,其 中 半 为 所 有 
点 的 个 数 ,h 为 求 得 的 凸 包 中 的 点 数 。 


1022 Graham 扫描 算法 


Graham 扫描 法 ( 葛 立 恒 扫描 法 ) 的 原理 是 沿 道 时 针 方 向 通过 西 包 时 在 
每 个 点 处 应 该 向 左 拐 ,而 删除 出 现 右 拐 的 点 。 

通过 设置 一 个 关于 候选 点 的 栈 ch 来 解决 凸 包 。 输 入 点 集 A 中 的 每 个 总 洲 
点 都 进 栈 一 次 , 非 凸 包 中 的 顶点 最 终 将 出 栈 , 当 算法 终止 时 栈 中 仅 包 含 凸 包 中 的 点 ,其 顺序 
为 各 点 在 边界 上 出 现 的 逆 时 针 方向 排列 的 顺序 。 

对 于 给 定 的 nn 个 点 a[0..n 一 1],Graham 扫描 法 求 凸 包 的 步骤 如 下 , 

(1) 从 所 有 点 中 找 最 下 且 偏 左 的 点 aL[kj(y 坐标 最 小 者 ,车 有 多 个 这 样 的 点 , 选 其 中 zx 
坐标 最 小 者 )。 通 过 交换 将 a[k] 放 到 a[L0] 中 ,并 和 置 全 局 变量 po 二 a[0j]。 

(2) 对 a 中 的 所 有 点 按 以 p。 为 中 心 的 极 角 . 
从 小 到 大 排序 。 如 图 10. 15 所 示 , 对 于 两 个 点 
Qj 和 ai, 车 Direction(po aid) 二 0, 点 a; 排 在 点 
aj 的 前 面 ; 否则 ,点 ai; 排 在 点 aj 的 后 面 。 

(3) 在 点 集 a 排序 后 , 先 将 a[0]、a[1] 和 ”六 ”水平 射线 
a[2]3 个 点 进 栈 到 ch 中 ,因为 一 个 凸 包 至 少 含 ”图 10.15 相对 于 点 po ,点 a 排 在 点 aj 之 前 
有 3 个 点 。 

(4) 扫描 点 集 a 中 余下 的 所 有 点 (从 i 二 3 开始 )。 若 扫描 点 a[ 门 , 栈 顶 点 为 chLtopj ,次 
栈 顶 点 为 ch[top 一 1]; 车 有 Direction(ch[top 一 1],a[i],ch[Ltop]) 过 0, 如 图 10. 16 所 示 ， 
ch[Ltop 一 可 je[i、chLtop] 在 右手 螺旋 方向 上 , 即 存在 着 右 拐 , 则 栈 顶 点 ch[Ltop] 一 定 不 是 凸 
包 中 的 点 ,将 其 退 栈 ,如 此 循环 直到 该 条 件 不 成 立 或 者 栈 中 少 于 两 个 元 素 为 止 ,然后 将 当前 
扫描 点 a[ 妇 进 栈 。 

对 于 图 10. 13 所 示 的 点 集 a, 采 用 Graham 扫描 法 求 凸 包 的 过 程 如 下 : 

(1) 先 求 出 起 点 as (3,0)。 

(2) 按 极 角 从 小 到 大 排序 后 得 到 as (3,0) .ay (8,1) .as(6,3) .az(9,7) vas (5,4) vas(5,6)、 
ao(4,10) .a1(3,7)、as(3,4) .as(1,6) ,如 图 10.17 所 示 。 

















车 Direction(po.awa)>>0， 则 

po、aj、gq 在 右手 螺旋 方向 上 ， 
era 即 极 角 关系 为 0192， 则 a 
排 在 a 的 前 面 








车 Direction(ch[top-1],ali],ch[top]) 二 0， 
® chltop] 则 chftop-1] 一 ch[top] 一 a 四 存在 右 拐 
< 四 (9 天 9)， 不 满足 左 拐 条 件 ， 点 
ch[top] 退 栈 ， 点 c[ 进 栈 





ch[top-1] 
图 10.16 扫描 遇 到 右 拐 的 情况 图 10.17 以 as 为 源 点 , 按 极 角 从 小 到 大 排列 


(3) 将 as ay 和 as 3 个 点 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 as ,ay ,as 。 
(4) 处 理 点 wz: 点 as 存在 右 拐 关系 (ay .az as 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,将 其 退 栈 ,如 
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图 10. 18(a) 所 示 ,点 as 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 cs ,ay ,az 。 

(5) 处 理 点 ai : az \as as 在 左手 螺旋 方向 上 ,不 存在 右 拐 关系 ,如 图 10. 18(b) 所 示 ,点 
as 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 cs ,ay ,az ,as 。 

(6) 处 理 点 wu: 点 as 存在 右 拐 关 系 (as .ak \as 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,将 其 退 栈 ,如 
图 10. 18(c) 所 示 ,a 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 as ,ay ,as ,a4。 

(7) 处 理 点 wo: 点 as 存在 右 拐 关系 (os .oo \as 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,如 图 10. 18(d) 所 
示 ,将 其 退 栈 ,a 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 as ,ay ,az ,ao 。 

(8) 处 理 点 ai : az .ai \a 在 左手 螺旋 方向 上 ,不 存在 右 拐 关系 ,如 图 10. 18(e) 所 示 ,ai 
进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 as ,ay ,az ,ao ya 。 


G0 ao 
. 9 








. 
as 
(a) 处 理 点 a，as 右 拐 ， 删 除 之 (b) 处 理 点 a;、as 没 有 右 拐 
和 ao 
0 2 
a 
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as 
(9 处 理 点 44，as 有 描 ， 删 除 之 


ls 





(8) 处 理 点 ce， 右 拐 ， 删 除 之 (h) 继续 处 理 点 co，al 右 拐 ， 删 除 之 
图 10.18 求 凸 包 的 过 程 
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(9) 处 理 点 as : ao \as \al 在 左手 螺旋 方向 上 ,不 存在 右 拐 关系 ,如 图 10. 18(f) 所 示 ,as 
进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 QsyaTyQ2y ao QlyQ3a 。 

(10) 处 理 点 as : 点 as 存在 右 拐 关系 (ai .as 、\as 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,如 图 10. 18(Cg) 所 
示 , 将 其 退 栈 ; 点 a 存在 右 拐 关系 (ao .as .ai 在 右手 螺旋 方向 上 ) ,如 图 10. 18(h) 所 示 ,将 其 
退 栈 ; 点 as 进 栈 。 栈 中 元 素 从 栈 底 到 栈 顶 为 as ,ay ,as ,aoyas 。 

最 后 求 出 逆 时 针 方 向 的 凸 包 为 as (3,0) ,ay(8,1),az(9,7),ao(4,10) ,as (1,6)。 

采用 Graham 扫描 法 求解 图 10. 13 中 凸 包 的 完整 程序 如 下 : 


#include "Fundament.cpp” 


Point p0; // 起 点 ,全 局 变量 
void swap(Point &x,Point &y) // 交 换 x 和 y 两 个 点 
{ Point tmp=x; 

x=y; y=tmp; 
} 
bool cmp(Point &a, Point &b) // 排 序 比 较 关系 函数 


{ if (Direction(p0,a,b)>0) 
return true; 
else 
return false; 


} 


int Graham( vector < Point > &a, Point ch[]) // 求 凸 包 的 Graham 算法 
{ inttop=—1,i,k=0; 
for (i=1;i<a. size();i+ 十 ) // 找 最 下 且 偏 左 的 点 a[k] 
it (Cali].y<a[lk].y) || (ali] .y==a[k].y && a[i] .x<a[lk].x)) 
k=i; 
swap(a[0] ,a[k]); // 通 过 交换 将 a[k] 点 指定 为 起 点 a[0] 
p0 一 a[O] ; // 将 起 点 a[0] 放 入 p0 中 
sort(a.begin() 十 1,a.end() ,cmp); // 按 极 角 从 小 到 大 排序 
top 十 十 ;ch[o] 一 a[o] ; // 前 3 个 点 先进 栈 


top 二 十 ;ch[1] =a[1]; 

top 十 十 ;ch[2] =a[2] ; 

for (ij 一 3;i<a.size();i 十 十 ) // 判 断 与 其 余 所 有 点 的 关系 

{ while (top > 一 0 && (Direction(ch[top—1],a[i],ch[top])>0 || 
Direction(ch[top—1] ,a[i] ,ch[top])==0 && 
Distance(ch[top—1] ,a[i] )> Distance(ch[top—1],ch[top]))) 





{ 





top——; // 存 在 右 拐 关系 , 栈 项 元 素 出 栈 
} 
top 十 十 ; ch[top] =a[i] ; // 当 前 点 与 栈 内 所 有 点 满足 向 左 关系 , 进 栈 
} 
return top 十 1; // 返 回 栈 中 元 素 个 数 CT 


} 

void main( ) 

{ vector< Point> a; 
a. push_back( Point(4,10)); 
a. push_back( Point(3,7)); 
a. push_back( Point(9,7)); 
a. push_back(Point(3,4)); 
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a.push_back(Point(5,6)); 

a.push_back(Point(5,4)); 

a. push_back(Point(6,3)); 

a. push_back( Point(8,1)); 

a.push_back( Point(3,0)); 

a. push_back( Point(1,6)); 

Point st[MAXN]; // 用 作 栈 

int n; 

n=Graham(a, st); 

printf(" 求 解 结果 \n"); 

printf("” 凸 包 的 顶点 :"); 

for (int i=0;i<n;i 二 十 ) // 栈 中 所 有 元 素 为 凸 包 
st 加 .disp(); 

Printf("\n"); 


【算法 分 析 】 对 于 ”个 点 ,上 述 Graham (a,ch) 算 法 中 排序 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 
O(nlogzn) ,for 循环 次 数 少 于 n, 所 以 整个 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogsn)。 


求解 最 近 点 对 问题 2 


二 维 空间 中 最 近 点 对 问题 是 给 定 平 面 上 的 个 点 , 找 其 中 的 一 对 点 ,使 得 在 个 点 的 所 
有 点 对 中 该 点 对 的 距离 最 小 。 这 类 问题 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 。 例 如 ,在 空中 交通 控制 问 
题 中 , 若 将 飞机 作为 空间 中 移动 的 一 个 点 来 看 待 , 则 具有 最 大 碰撞 危险 的 两 架 飞 机 就 是 这 个 
空间 中 最 接近 的 一 对 点 。 本 节 介 绍 求解 最 近 点 对 的 两 种 算法 。 


10.3.1 用 蛮 力 法 求 最 近 点 对 


用 蛮 力 法 求 最 近 点 对 的 过 程 是 分 别 计算 每 一 对 点 之 间 的 距离 ,然后 找 出 距离 最 小 的 
一 对 。 

对 于 给 定 的 点 集 a, 采 用 蛮 力 法 求 a[Lleftindex..rightindexj 中 的 最 近 点 对 之 间距 离 的 算 
法 如 下 : 


double ClosestPoints( vector < Point > a, int leftindex, int rightindex) 
{ inti,j; 





| double d, mindist =INF; 


for (i=leftindex;i<= rightindex;i 二 十 ) 
for (j=i+1;j<=rightindex;j 二 十 ) 
{ d=Distance(a[i] ,a0]); 
if (d< mindist) 
mindist= d; 


return mindist; 


O00 ,AT 





【算法 分 析 】 上 述 算法 中 有 两 重 for 循环 , 当 求 a[0..n 一 1] 中 丸 个 点 的 最 近 点 对 时 算 
法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?)。 


1032 用 分 治 法 求 最 近 点 对 


对 于 给 定 的 点 集 a[0..n 一 起 ,采用 分 治 法 求 最 近 点 对 距离 的 步骤 如 下 : 

(1) 对 a 中 的 所 有 点 按 z 坐标 从 小 到 大 排序 ,将 a 中 点 集 复制 到 4b 中 ， 
对 5 中 的 所 有 点 按 y 坐标 从 小 到 大 排序 。 设 a 中 最 近 点 对 距离 为 d 。 

(2) 如 果 a 中 点 数 少 于 4, 则 采用 蛮 力 法 直接 计算 各 点 的 最 近 距离 d。 

(3) 求 出 & 中 间 位 置 的 点 aLmidindex], 以 此 位 置 夯 一 条 中 轴线 1 
(对 应 的 工 坐 标 为 ceLmidindex].z) ,将 a 的 所 有 点 分 割 为 点 数 大 致 相同 的 两 个 子 集 , 左 
部 分 包含 a[0..midindexj 的 点 , 右 部 分 包含 aLmidindex 十 1..n 一 1] 的 点 ,同样 将 5 中 的 点 相 
应 分 为 两 部 分 leftb 和 rightb , 左 部 分 称 为 S1( 含 a[0..midindex] 和 leftb) , 右 部 分 为 S, ( 含 
a[midindex 十 1..n 一 1] 和 rightb) ,如 图 10. 19 所 示 。 递 归 调用 求 出 S, 中 点 集 的 最 近 点 对 的 
距离 为 di ,递归 调用 求 出 S; 中 点 集 的 最 近 点 对 的 距离 为 d; ,并 求 出 当前 最 近 点 对 的 距离 为 
d= MIN(di ,cd: ) 。 

















视频 讲解 


垂直 带 形 区 








a[midindex]x 
图 10.19 采用 分 治 法 求 最 近 点 对 


(4) 显然 S 和 Ss 中 任意 点 对 之 间 的 距离 小 于 或 等 于 d, 但 SS: 交界 的 垂直 带 形 区 
(由 所 有 与 中 轴线 的 z 坐标 值 相差 不 超过 4d 的 点 构成 ) 中 的 点 对 之 间 的 距离 可 能 小 于 4d。 将 
0 ge ey. 中 ,对 于 中 的 任 一 点 记 , 仅 需要 考虑 紧 随 p 后 的 7 

点 ,计算 出 从 p 到 这 7 个 点 的 距离 ,并 和 4 进行 比较 ,将 最 小 的 距离 存放 在 d 中 ,最 后 求 
Pim d 即 为 a 中 所 有 点 的 最 近 点 对 距离 。 

对 于 6b 中 的 点 ,为 什么 只 需要 考虑 紧 随 pp 后 的 7 个 点 呢 ? 
如 果 pL E PL,prEPr: 且 pL 和 pr 的 距离 小 于 d, 则 它们 必定 位 
于 以 1 为 中 轴线 的 dX24 的 矩形 区 内 ,如 图 10. 20 所 示 , 该 区 内 
最 多 有 8 个 点 ( 左 、 右 阴影 正方 形 中 最 多 有 4 个 点 ,否则 它们 的 
距离 小 于 d, 与 PL、Pr 中 所 有 点 的 最 小 距离 大 于 或 等 于 d 也 
盾 )。 所 以 为 了 求 PL 和 Pe 中 点 之 间 的 最 小 距离 ,只 需 考 虑 每 个 
点 了 之 后 的 7 个 点 就 可 以 了 。 


对 于 图 10. 13 所 示 的 点 集 a, 采 用 分 治 法 求 最近 点 对 的 过 程 ” 图 10.20 以 ?为 中 轴线 的 
如 下 : dX24d 的 矩形 区 
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(1) 排序 前 的 a[0..9] 为 : 

ao (4,10) a1(3,7) as (9,7) as(3,4) as(5,6) as(5,4) as (6,3) a1(8,1) as(3,0) as (1,6) 

a[0..9] 按 z 坐标 排序 后 为 : 

as(1,6) al(3,7) as(3,4) as (3,0) ao(4,10) as(5,6) as(5,4) as (6,3) ay(8,1) as(9,7) 

将 a 复制 到 5 中 ,5L0..9] 按 y 坐标 排序 后 为 : 

as (3,0) ar (8,1) as (6,3) as(3,4) as(5,4) as (1,6) as (5,6) a1(3,7) az(9,7) ao (4,10) 

(2) 求 出 中 间 位 置 midindex 一 4, 对 应 顶点 ao , 左 部 分 为 (as ,al,as,as，ao), 右 部 分 为 
(ayaiyasyaryaz), 中 间 部 分 为 (as ,as ,aiyatyalyao)( 按 > 从 小 到 大 排列 ) 。 其 中 , 左 部 分 包 
含 中 间 位 置 的 顶点 。 

(3) 处 理 左 部 分 (as ,ai ,as ,as ,ao)。 

Qa 求 出 中 间 位 置 midindex 一 2, 对 应 顶点 as , 左 部 分 为 (as ,al,as ) , 右 部 分 为 (as ,ao )， 
中 间 部 分 为 (as ,as yasyai)( 按 > 从 小 到 大 排列 )。 其 中 , 左 部 分 包含 中 间 位 置 的 顶点 。 

@ 处 理 左 部 分 (as ,al,as)。 由 于 顶点 个 数 少 于 4, 采 用 蛮 力 法 求 出 最 近 距 离 du 一 
2. 236 07, 对 应 的 点 对 是 ce 和 al。 

@ 处 理 右 部 分 (as ,ao)。 由 于 顶点 个 数 少 于 4, 采 用 蛮 力 法 求 出 最 近 距 离 dis = 
10. 0499 ,对 应 的 点 对 是 as 和 ao。 

左右 部 分 合 起 来 求 出 di 二 min(dn ,diz) 二 min(2. 236 07，10. 0499) 一 2. 236 07, 对 应 的 
点 对 是 we 和 al。 

@ 中 间 部 分 为 (as ,as ,as ,ai)( 按 > 从 小 到 大 排列 ) 。 

考虑 as ,在 > 方向 上 后 面 没有 小 于 di 的 顶点 。 

考虑 as ,在 > 方向 上 后 面 小 于 di 的 顶点 只 有 顶点 as , 求 出 os 到 as 的 距离 为 2. 828 43 。 

考虑 ao, 在 y 方 向 上 后 面 小 于 di 的 顶点 只 有 顶点 a1, 求 出 as 到 w 的 距离 为 2. 236 07。 

考虑 w ,在 y 方 向 后 面 没有 其 他 项 点。 

求 出 中 间 部 分 的 最 近 距 离 ds 二 2.236 07 ,对 应 的 点 对 是 cs 和 ai 。 

这 样 合并 得 到 左 部 分 (as ,ai ,as ,as ,ao ) 的 结果 di 二 min(di ,ds) 一 (2.236 07,2.236 07) 一 
2. 236 07 ,对 应 的 点 对 是 ce 和 ai 。 

(4) 处 理 右 部 分 (a4 ,as ,asyay az) 。 

中 求 出 中 间 位 置 midindex 一 7, 对 应 顶点 a6, 左 部 分 为 (as ,as'as) , 右 部 分 为 (ay ,az)， 
中 间 部 分 为 (as ,as ,ai)( 按 > 从 小 到 大 排列 )。 其 中 , 左 部 分 包含 中 间 位 置 的 顶点 。 

@ 处 理 左 部 分 (a4,as,as)。 由 于 顶点 个 数 少 于 4, 采 用 蛮 力 法 求 出 最 近 距 离 dz 一 
1. 414 21, 对 应 的 点 对 是 os 和 as。 

@ 处 理 右 部 分 (a; ,az ) 。 由 于 顶点 个 数 少 于 4, 采 用 蛮 力 法 求 出 最 近 距 离 de 一 6. 082 76， 
对 应 的 点 对 是 a; 和 oa; 。 

左右 部 分 求 出 d; 二 min(da1 ,dzs) 二 min(1. 414 21,6. 08276) 王 1. 414 21, 对 应 的 点 对 是 
as 和 ae。 

@ 中 间 部 分 为 (as ,as ,as)( 按 y 从 小 到 大 排列 ) 。 

考虑 as ,在 y 方 向 上 后 面 小 于 ds* 的 顶点 只 有 顶点 as : 求 出 as 到 as 的 距离 为 1. 414 21 。 

考虑 as ,在 y 方 向 上 后 面 没 有 小 于 ds 的 顶点 。 

考虑 ui ,在 yy 方向 后 面 没有 其 他 顶点 。 
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求 出 中 间 部 分 的 最 近 距离 d,s 二 1. 414 21 ,对 应 的 点 对 是 ce 和 as 。 

这 样 合并 得 到 右 部 分 (os ,as ,as ,ar ,az ) 的 结果 ds 二 min(d, ,d,s) 二 (1.414 21,1.414 21) 一 
1. 414 21, 对 应 的 点 对 是 cs 和 as 。 

(5) 考虑 左右 部 分 , 求 出 d= 二 min(di,d:) 二 1.414 21。 

中 间 部 分 点 集 为 (as ,as ,ai ,as ,al ,ao)( 按 y 从 小 到 大 排列 ) 。 

考虑 as ,在 y 方 向 上 后 面 没有 小 于 4d 的 顶点 。 

考虑 as ,在 y 方 向 上 后 面 小 于 d 的 顶点 只 有 顶点 as, 求 出 cs 到 as 的 距离 为 2。 

考虑 a; ,在 y 方 向 上 后 面 没有 小 于 d 的 顶点 。 

考虑 ,在 y 方 向 上 后 面 小 于 4d 的 顶点 只 有 顶点 ai , 求 出 as 到 ai 的 距离 为 2.23607。 

考虑 a1, 在 y 方 向 上 后 面 没有 小 于 d 的 顶点 。 

考虑 a ,在 > 方向 后 面 没有 其 他 顶点 。 

求 出 中 间 部 分 (as ,as ,as ,as sa,ao) 的 最 近 距 离 ds 二 2, 对 应 的 点 对 是 cs 和 as 。 

(6) 合并 最 终结 果 : d= 二 min(d,d;) 二 min(1. 414 21,2) 王 1.414 21, 对 应 的 点 对 是 as 


和 as。 


采用 分 治 法 求 最 近 点 的 算法 如 下 : 


bool pointxemp( Point &pl,Point &p2) // 用 于 点 按 x 坐标 递增 排序 


{ 


} 


return pl.x<p2.x; 


bool pointyemp( Point &pl, Point &p2) // 用 于 点 按 y 坐标 递增 排序 


{ 


} 


return pl.y<p2.y; 


double ClosestPoints11 (vector < Point > &a, vector < Point > b, int leftindex, int rightindex) 
// 递 归 求 a[leftindex..rightindex] 中 最 近 点 对 的 距离 


{ 


Vector < Point > leftb, rightb, bl; 
int i,j, midindex; 
double dl,d2,d3=INF, d; 
if ((rightindex— leftindex+1)<=3) // 少 于 4 个 点 ,直接 用 蛮 力 法 求解 
{ d=ClosestPoints(a, leftindex, rightindex) ; 
return d; 
} 
midindex 二 (leftindex 十 rightindex)/2; ”// 求 中 间 位 置 
for (i=0;i<b. size();it+) // 将 b 中 点 集 分 为 左右 两 部 分 
if (b[] .x<a[midindex] .x) 
leftb. push_back(b[] ); 
else 
rightb. push_back(b[] ); 
dl=ClosestPointsl1(a, leftb, leftindex, midindex) ; 
d2= ClosestPointsl1(a, rightb, midindex++ 1, rightindex) ; 


d=min(d1, d2); // 当 前 最 小 距离 d==MIN(d1,d2) 
// 求 中 间 部 分 点 对 的 最 小 距离 
for (i=0;i<b. size() ;it+) // 将 b 中 间 宽 度 为 2Xd 的 带 状 区 域内 的 子 集 复制 到 bl 中 


if (fabs(b[] .x—a[midindex] .x)<=d) 
bl. push_back(b[] ); 
double tmpd3; 
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for (i=0;i<bl]. size() ;i++) // 求 bl 中 最 近 点 对 
for (j=i+1;j<bl. size() ;j++) // 对 于 点 bl 口 ,这 样 的 点 bl 中 最 多 7 个 
{ if(bl0G].y—bl[i].y>=4d) break; 
tmpd3= Distance( bl [i] ,bl10]); 
if (tmpd3 <d3) 
d3=tmpd3; 
} 
d=min(d, d3); 
return d; 
} 
double ClosestPoints1 (vector < Point > &a, int leftindex, int rightindex) 
// 求 a[leftindex..rightindex] 中 最 近 点 对 的 距离 
{ inti; 
vector < Point > b; 
vector < Point >: :iterator it; 
printf( "排序 前 :\n"); 
for (it=a. begin() ;it=a. end() ;it++ ) 
(xit). disp(); 
printf("\n"); 
sort(a. begin(), a. end(), pointxcmp) ; // 按 x 坐标 从 小 到 大 排序 
printf(" 按 x 坐标 排序 后 :\n"); 
for (it=a. begin() ;it=a.end() ;it++ ) 
Cx it). disp(); 


printf("\n"); 

for (i=0;i<a. size() ;it+) // 将 a 中 点 集 复制 到 b 中 
b. push_back(a[i] ); 

sort(b. begin(), b. end(), pointycmp) ; // 按 y 坐标 从 小 到 大 排序 


printf(" 按 y 坐标 排序 后 :\n") ; 

for (it=b. begin() ;it=b.end();it++) 
(xit). disp(); 

printf("\n"); 

return ClosestPointsl1(a,b,0,a.size() 一 1); 


} 


【算法 分 析 】 在 求 a[0..n 一 1] 中 个 点 的 最 近 点 时 , 设 执 行 时 间 为 T(n) , 求 左 、 右 部 分 
中 最 近 点 对 的 时 间 为 T(rn/2), 求 中 间 部 分 的 时 间 为 O00) , 则 : 


T(n)=001) 当 n<4 时 
Tn)=2T(n/2)+O(n) 其 他 情况 





EE 从 而 推出 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OCnlog:n) 。 


求解 最 远 点 对 问题 。 光 


在 二 维 空间 中 求 最 远 点 对 问题 与 最 近 点 对 问题 相似 ,也 具有 许多 实际 应 用 价值 。 本 节 
介绍 求解 最 远 点 对 的 两 种 算法 。 
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104.1 用 蛮 力 法 求 最 远 点 对 


用 蛮 力 法 求 最 远 点 对 的 过 程 是 分 别 计 算 每 一 对 点 之 间 的 距离 ,然后 找 出 距离 最 大 的 一 对 。 
对 于 给 定 的 点 集 ,采用 蛮 力 法 求 a 中 的 最 远 点 对 a[maxindexl] 和 a[maxindex2] 的 算 
法 如 下 : 


double Mostdistp( vector < Point > a, int &maxindex] ,int &maxindex2) 
// 用 蛮 力 法 求 a 中 的 最 远 点 对 
imi 
double d, maxdist=0.0; 
for (i=0;i<a. size();i+ 十 ) 
for (j=i+1;j<a. size();j 二 十 ) 
{ d=Distance(a[i] ,a0]); 
if (d> maxdist) 
{ maxdist=d; 
maxindexl1 =i; 
maxindex2 一 j; 
} 
上 
return maxdist; 


} 


【算法 分 析 】 上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 OO ) 。 


1042 用 旋转 卡 壳 法 求 最 远 点 对 


旋转 卡 壳 法 的 基本 思想 是 对 于 给 定 的 点 集 , 先 采用 Graham 扫描 法 求 上 
出 一 个 凸 包 ,然后 根据 凸 包 上 的 每 条 边 找到 离 它 最 远 的 一 个 点 , 即 卡 着 外 视频 讲解 
壳 转 一 圈 , 这 便 是 旋转 卡 壳 法 名 称 的 由 来 。 

图 10.21(a) 所 示 是 一 个 凸 包 ,10.21(b) 一 (D 是 找 最 远 点 对 的 过 程 ,虚线 指示 当前 处 理 
的 边 , 粗 线 表 示 离 虚线 边 最 远 的 点 所 在 的 边 , 从 中 看 到 ,虚线 恰好 绕 凸 包 转 了 一 圈 , 而 粗 线 也 


《YA FAY 























(a) 一 个 凸 包 (b) 处 理 边 aoal (0) 处 理 边 aias (d) 处 理 边 qza3 
2 03 a as I 
NA 
ao a Ao a 
(e) 处 理 边 aaas (f) 处 理 边 auas (g) 处 理 边 asao 


图 10.21 用 旋转 卡 壳 算 法 求 最 远 点 对 的 过 程 
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只 绕 凸 包 转 了 一 圈 。 每 次 处 理 一 条 边 aia;+1 时 ,车 对 应 的 粗 线 为 ajaj+1, 求 出 点 a; 和 aj 及 点 
ait1 和 aj 之 间 的 距离 ,通过 比较 求 出 较 大 距离 存放 到 maxdist 中 。 当 所 有 边 处 理 完毕 后 ， 
maxdist 即 为 最 大 点 对 的 距离 。 

现在 需要 解决 两 个 问题 : 

一 是 如 何 求 当前 处 理 的 边 对 应 的 粗 边 。 以 当前 处 理 的 边 为 aoai 为 例 ,如 图 10. 22 所 
示 , 先 从 j==1 开始 , 即 看 aias 是 否 为 粗 边 , 显 然 它 不 是 。 那 么 如 何 判断 呢 ? 对 于 边 ajaj+1 
(图 中 j 二 2) ,由 向 量 arao 和 ww 构成 一 个 平面 四 边 形 ,其 面积 为 S: ,由 向 量 ayao。 和 aai+ 
构成 一 个 平面 四 边 形 ,其 面积 为 S ,由 于 这 两 个 平行 四 边 形 的 底 相 同 , 如 果 S 之 S: ,说 明 
aj+1 离 当前 处 理 边 越 远 ,表示 边 ajaj+1 不 是 粗 边 ,需要 通过 j 增 1 继续 判断 下 一 条 边 ,直到 
这 样 的 平行 四 边 形 面积 出 现 S1 达 5; 为 止 ,此 时 边 ajaj+1 才 是 粗 
边 , 图 10. 22 中 当前 边 aa 找到 粗 边 为 a4as , 较 大 距离 的 点 为 aa 
和 a4。 

二 是 如 何 求 平行 四 边 形 的 面积 。 两 个 向 量 的 叉 积 为 对 应 平 
行 四 边 形 的 有 向 面积 (可 能 为 负 ) ,通过 求 其 绝对 值得 到 其 面积 。 
在 图 10. 22 中 ,Si = fabs(Det(ai ,ao,as )),S: = fabs(Det(ai,ao, 
as)), 其 中 Det 是 求 叉 积 。 

对 于 图 10. 13 所 示 的 点 集 a, 采 用 旋转 卡 壳 法 求 最 远 点 对 的 过 程 如 下 : 

(1) 采用 Graham 扫描 法 求 出 一 个 凸 包 ch 为 as (3,0),ar(8,1),as(9,7),ao(4,10)， 
as(1,6) 。 

(2) i 二 0, 处 理 边 asar (对 应 chL0]chL1]) ,找到 粗 边 为 7 一 3, 即 边 aoas , 求 出 os 到 ae 的 
距离 为 10.0499,a; 到 ao 的 距离 为 9. 848 86 ,maxdist 一 10. 0499 。 

(3) ;一 1, 处 理 边 aras ,找到 粗 边 为 7 一 4, 即 边 asas , 求 出 as 到 os 的 距离 为 8. 602 33 ,as 
到 os 的 距离 为 8.062 26,maxdist 不 变 。 

(4) i 二 2, 处 理 边 asao ,找到 粗 边 为 7 一 0, 即 边 asar , 求 出 es 到 as 的 距离 为 9.219 54,ao 
到 as 的 距离 为 10.0499,maxdist 不 变 。 

(5) i 一 3, 处 理 边 aoas ,找到 粗 边 为 7 一 1, 即 边 ayas , 求 出 we 到 o 的 距离 为 9. 848 86 ,as 
到 ww 的 距离 为 8. 602 33 ,maxdist 不 变 。 

(6) i 二 4, 处 理 边 asas ,找到 粗 边 为 7 一 2, 即 边 azao , 求 出 as 到 as 的 距离 为 8. 062 26 ,as 
到 as 的 距离 为 9. 219 54,maxdist 不 变 。 

最 后 求 得 的 最 远 点 对 为 cs(3,0) 和 ao(4,10) ,最 远 距离 为 10. 0499 。 

旋转 卡 壳 算法 如 下 : 





图 10.22 找 粗 边 的 过 程 


double RotatingCalipers1 (Point ch[] ,int m, int &maxindexl ,int &maxindex2) 
{ // 由 RotatingCalipers 调用 

int i,j; 

double maxdist=0.0, dl, d2; 

ch[m]=ch[0]; // 添 加 起 点 

jls 

for (i=0;i<m;it 二 ) 

{ while (fabs(Det(ch[]—ch[it+1],chD+1]—ch[i+1))> 

fabs(Det(ch[i] —ch[it+1],chD]—ch[it+1]))) 
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j=G+D)%m; // 以 面积 来 判断 ,面积 大 则 说 明 要 离 平行 线 远 一 些 
dl=Distance(ch[i] ,ch0]); 
if (dl > maxdist) 
{ maxdist=d]; 
maxindexl1=i; 
maxindex2=j; 
} 
d2= Distance(ch[i+1] ,chD]); 
if (d2> maxdist) 
{ maxdist=d2; 
maxindexl 一 i 十 1; 
maxindex2 一 j; 
} 
} 
return maxdist; 
} 
void RotatingCalipers(vector < Point> &a) ”// 旋 转 卡 这 算法 
{ intm,indexl,index2; 
Point chLMAXN] ; 
m= Graham(a, ch); 
double maxdist= RotatingCalipersl (ch, m, index] , index2) ; 
printf(" 最 远 点 对 :(%g, %g) 和 (%g, %g), 最 远 距离 =%g\n"， 
ch[indexl] .x,ch[indexl] .y, ch[index2] . x, ch[index2] .y, maxdist) ; 
} 


【算法 分 析 】 对 于 ”个 点 集 , 其 中 Graham 算法 的 执行 时 间 为 O(nlogzn) , 若 求 出 的 凸 
包 中 含有 m(m 三 四) 个 点 , 则 RotatingCalipersl 算法 的 执行 时 间 为 OCm) ,所 以 整个 算法 的 
时 间 复 杂 度 为 O(nlogsn) ,显然 优 于 采用 蛮 力 法 求解 。 


练习 题 米 


1. 对 如 图 10. 23 所 示 的 点 集 A, 给 出 采用 Graham 扫描 算法 求 凸 包 的 过 程 及 结果 。 

2. 对 如 图 10. 23 所 示 的 点 集 人, 给 出 采用 分 治 法 求 最 近 
点 对 的 过 程 及 结果 。 

3. 对 如 图 10. 23 所 示 的 点 集 A, 给 出 采用 旋转 卡 壳 法 求 
最 远 点 对 的 结果 。 

4. 对 应 3 个 点 向 量 pi 、ps、ps, 采 用 S(pi,pz:p3) 二 (ps 一 
Pi1) XX (ps 一 Pp1)/2 求 它们 构成 的 三 角形 的 面积 ,请 问 什么 情况 | 
下 计算 结果 为 正 ? 什么 情况 下 计算 结果 为 负 ? 0 Dr 

5. 已 知 坐标 为 整数 ,给 出 判断 平面 上 的 一 点 p 是 否 在 一 图 10.23 一 个 点 集 A 
个 逆 时 针 三 角形 p1 一 p: 一 p; 内 部 的 算法 。 
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上 机 实验 题 hs 


实验 1. 求解 判断 三 角形 类 型 问题 

【问题 描述 】 给 定 三 角形 的 3 条 边 ab、e, 判 断 该 三 角形 的 类 型 。 

输入 描述 : 测试 数据 有 多 组 ,每 组 输入 三 角形 的 3 条 边 。 

输出 描述 : 对 于 每 组 输入 ,输出 直角 三 角形 、 锐 角 三 角形 或 钝 角 三 角形 。 
输入 样 例 : 


345 
样 例 输出 ; 
直角 三 角形 


实验 2. 求解 凸 多 边 形 的 直径 问题 

所 谓 凸 多 边 形 的 直径 , 即 凸 多 边 形 任意 两 个 顶点 的 最 大 距离 。 设 计 一 个 算法 ,输入 一 个 
含有 个 顶点 的 西 多 边 形 ,上 且 顶 点 按 逆 时 针 方 向 依次 输入 , 求 其 直径 ,要 求 算法 的 时 间 复 杂 
度 为 O(n) ,并 用 相关 数据 进行 测试 。 


在 线 编程 题 米 


在 线 编程 题 1. 求解 两 个 多 边 形 公共 部 分 的 面积 问题 

【问题 描述 】 贝蒂 喜欢 剪纸 ,有 两 个 新 剪 出 的 凸 多 边 
形 需要 粘 在 一 起 ,她 打算 用 粮 糊 涂抹 两 张 剪 纸 的 共同 区 
域 ,如 图 10. 24 所 示 。 请 帮忙 求 出 两 个 多 边 形 的 公共 部 分 
的 面积 。 

输入 描述 : 输入 由 两 部 分 组 成 ,每 个 部 分 的 第 1 行 是 
一 个 3 一 30 的 整数 ,指定 多 边 形 的 顶点 数 , 紧 接 的 行 指出 
多 边 形 的 顶点 的 坐标 (由 两 个 实数 构成 )。 实 数 的 小 数 部 
分 包含 6 个 数字 ,其 绝对 值 低 于 1000, 所 有 项 点 按 着 时 针 











人 方向 给 出 。 


输出 描述 : 输出 一 个 实数 ( 含 两 位 小 数 ) ,表示 两 个 多 图 10.24 用 粮 糊 涂抹 两 张 剪纸 
边 形 的 公共 部 分 的 面积 。 的 共同 区 域 
输入 样 例 : 


4 
1.500000 一 0.500000 
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剃 NO 齐 忆 “计算 几 人 条 


3.500000 1.500000 
1.500000 3.500000 
一 0.500000 1.500000 
4 

0.000000 0.000000 
3.000000 0.000000 
3.000000 3.000000 
0.000000 3.000000 


样 例 输出 ; 


7.00 


在 线 编程 题 2. 求解 最 大 三 角形 问题 

【问题 描述 】 老师 在 计算 几何 这 门 课 上 给 Eddy 布置 了 一 道 题目 , 即 给 定 二 维 平面 
上 上 个 不 同 的 点 ,要 求 在 这 些 点 里 寻找 3 个 点 ,使 它们 构成 的 三 角形 的 面积 最 大 。Eddy 
对 这 道 题目 百 思 不 得 其 解 , 想 不 通用 什么 方法 来 解决 ,因此 他 找到 了 聪明 的 你 ,请 你 帮 他 
解决 。 

输入 描述 : 输入 数据 包含 多 组 测试 用 例 ,每 个 测试 用 例 的 第 1 行 包含 一 个 整数 ,表示 
一 共有 nn 个 互 不 相同 的 点 , 接 下 来 的 n 行 每 行 包含 两 个 整数 xz; 、y; ,表示 平面 上 第 ;个 点 的 z 
与 y 坐标 。 可 以 认为 3 三 n 志 50 000, 而 且 一 10 000<xi;,y; 筷 10 000。 

输出 描述 : 对 于 每 一 组 测试 数据 ,请 输出 构成 的 最 大 三 角形 的 面积 ,结果 保留 两 位 小 
数 。 每 组 输出 占 一 行 。 

输入 样 例 : 
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@0 计算 复杂 性 理论 简介 





除了 能 够 设计 求解 问题 的 算法 以 外 ,还 需要 具备 基本 的 计算 理论 ,了 解 哪些 问题 是 可 计 
算 的 ,哪些 问题 是 不 可 计算 的 。 本 章 从 图 灵机 模型 简要 介绍 计算 复杂 性 理论 。 


计算 模型 类 


11.1.1 求解 问题 的 分 类 


算法 呈现 不 同 的 时 间 复 杂 度 ,有 的 属于 多 项 式 级 复杂 度 算 法 ,有 的 属于 指数 级 复杂 度 算 
法 ,通常 将 存在 多 项 式 时 间 算 法 的 问题 看 作 易 解 问题 ,将 需要 指数 时 间 级 算法 解决 的 问题 看 
作 难 解 问题 。 

归纳 起 来 ,各 种 求解 问题 按 算法 的 时 间 复 杂 度 可 分 为 三 大 类 : 第 一 类 是 存在 多 项 式 算 
法 的 问题 ,第 二 类 是 肯定 不 存在 多 项 式 算法 的 问题 ,第 三 类 是 尚未 找到 多 项 式 算法 ,也 不 能 
证 明 其 不 存在 多 项 式 算法 的 问题 。 第 三 类 问题 介 于 第 一 类 问题 和 第 二 类 问题 之 间 。 

随 着 计算 科学 理论 的 发 展 ,第 三 类 问题 将 逐步 向 第 一 类 和 第 二 类 分 化 。 第 三 类 问题 中 
有 一 个 子 类 ,这 个 子 类 的 问题 之 间 有 着 非常 密切 的 联系 ,或 者 全 体 转化 为 第 一 类 问题 ,或 者 
全 体 转化 为 第 二 类 问题 ,至 今 已 经 知道 属于 这 个 子 类 的 问题 有 数 千 个 ,而 且 还 在 不 断 增 加 ， 
这 个 子 类 就 是 后 面 讨论 的 NPC 问题 (NP 完全 问题 ) 。 为 了 准确 地 描述 NPC 问题 ,需要 有 
关 图 灵机 的 概念 。 


11.12 图 灵机 模型 


图 灵机 (Turing machine) 是 于 1936 年 由 英国 数学 家 图 灵 (A. M. Turing) 提 出 的 一 种 计 
算 模 型 。 图 灵机 模型 的 基本 结构 包括 一 条 向 右 无 限 延 伸 的 输入 带 ( 可 读 可 写 ) 一 个 有 限 状 
态 控制 器 和 连接 控制 器 与 输入 带 的 读 写 头 。 图 灵机 的 输入 带 由 一 个 个 格 组 成 ,每 一 格 可 以 
存放 一 个 字符 ,如 图 11.1 所 示 。 









控制 器 


图 11.1 图 灵机 的 基本 结构 


当 图 灵机 的 读 写 头 扫描 到 一 个 格 的 字符 时 ,根据 控制 器 的 当前 状态 和 扫描 到 的 字符 决 ns 
定 图 灵机 的 动作 ,包括 3 个 方面 , 即 控制 器 进行 状态 转换 (决定 下 一 状态 )、 读 写 头 在 当前 格 
上 写 上 新 的 字符 ,决定 读 写 头 向 左 或 向 右 移动 一 格 。 

图 灵机 分 为 确定 性 图 灵机 和 非 确定 性 图 灵机 两 种 。 


“确定 性 图 灵机 


确定 性 图 灵机 (deterministic Turing machine, DTM) 的 定义 如 下 : 图 灵机 是 一 个 七 元 
组 M= (Q,>),P,6,w,B,F), 其 中 Q 是 有 限 状 态 集 ,w(qEQ) 是 初始 状态 ,FCFSQ) 是 
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终止 状态 集 , 厂 是 输入 带 的 符号 集 ,B(BET) 是 空白 符 ，》) 是 卫 中 除了 以 外 的 输入 字母 表 。 
6: QXT>QXTX {L,R} 是 动作 函数 ,其 中 工 表示 左 移 一 格 ,R 表示 右 移 一 格 ,对 于 某 些 
gEQ 和 aET,6(g,a) 可 以 无 定义 。 

与 人 在 日 常 中 用 笔 纸 计算 以 及 计算 机 进行 类 比 , 输 入 带 起 着 纸 的 作用 ,相当 于 计算 机 中 
存储 器 的 角色 , 读 写 头 起 着 人 的 眼 和 手 的 作用 ,也 起 着 计算 机 中 运算 器 寄存 器 和 输出 设备 
所 起 的 作用 ,控制 器 和 人 的 大 脑 .计算 机 的 CPU 有 着 相似 的 地 位 。 

图 灵机 M 的 工作 过 程 是 这 样 的 : 把 输入 串 aras…a, (a: E 2》) ) 放置 在 输入 带 上 ,例如 
放置 在 最 左 端 ,开始 时 读 写 头 注视 输入 带 上 的 某 一 格 , 如 注视 最 左 端 的 第 一 格 (开始 时 读 写 
头 可 以 注视 输入 带 上 的 任 一 格 ),M 的 初始 状态 为 go。。 在 每 一 步 , 读 写 头 把 扫描 到 的 字符 
( 设 为 x,) 传 送 到 有 限 状 态 控制 器 ,有 限 状 态 控制 器 根据 当前 状态 g 和 动作 函数 8(o,z;) 确 
定 状态 的 变化 ,在 当前 格 写 上 新 字符 以 及 移动 读 写 头 。 当 进入 某 个 终止 状态 或 8Cg,z;) 无 
定义 时 ,图 灵机 M 停机 。 

用 符号 性 表示 推导 关系 ,其 中 “x "表示 多 步 推导 。 

设 当前 瞬 像 为 xm …zi-iqzi…zw* 表 示 当 前 状态 为 g, 读 写 头 正 注视 着 zx; 字符 。 若 8(q， 
zi) 二 (psy,), 则 i 二 1 时 不 能 进行 下 一 步 推导 ( 读 写 头 无 法 向 左 移 ), 当 i>1 时 有 : 








TI Ti IT Tn RY … Ti 2 PT 1 ITH Tn 


即将 zi; 改 为 y, 读 写 头 左 移 一 格 并 注视 x;-! 字 符 ,状态 变 为 p。 
车 6(g,zi) 二 (p,y,R), 则 有 : 


Tl TI-1 ITi …Tn TL ee Ti 1 IPTitl Tn 


即将 zi 改 为 >, 读 写 头 右 移 一 格 并 注视 zi+1 字 符 , 状 态 变 为 p。 

对 于 图 灵机 M, 能 够 从 初始 状态 出 发 ,最 终 到 达 某 个 终止 状态 的 输入 串 为 该 图 灵机 所 
接受 的 符号 串 , 所 有 这 样 的 符号 串 构成 的 集合 称 为 该 图 灵机 所 接受 的 语言 。 

【 例 11.1】 设计 一 个 图 灵机 M, 它 接受 的 语言 工 ={0"1"| 之 1} ,设计 该 图 灵机 。 

假设 输入 串 w 为 00…011…1BB… ,设计 出 来 的 图 灵机 的 主要 功能 是 检查 0 的 个 数 
和 1 的 个 数 是 否 相 等 。 使 读 写 头 往返 移动 ,每 往返 移动 一 次 就 成 对 地 对 输入 符号 串 w 左 端 
的 一 个 0 和 右 端 的 一 个 1 做 标记 。 如 果 恰 好 把 输入 串 的 全 部 符号 都 做 了 标记 ,说 明 左边 的 
符号 0 与 右边 的 符号 1 的 个 数 相等 , 则 w 属于 工 ; 或 者 左边 的 0 已 全 部 标记 ,右边 还 有 若干 
个 1 没有 标记 ,或 者 右边 的 1 已 全 部 标记 ,左边 还 有 若干 个 0 没有 标记 ,这 说 明 左 边 的 符号 
0 与 右边 的 符号 1 的 个 数 不 等 ,或 者 0 与 1 交替 出 现 , 则 w 不 属于 工 。 

该 图 灵机 M 的 工作 过 程 为 首先 用 x 蔡 换 输入 带 最 左边 的 0, 再 右 移 (余下 的 0 或 y 暂 时 
不 修改 ) 至 最 左边 的 1 用 y 替换 之 ,然后 左 移 ( 遇 到 0 或 y 暂时 不 修改 ) 寻 找 最 右边 的 x, 然 
后 右 移 一 单元 到 最 左边 的 0, 重复 循环 。 如 果 在 寻找 1 时 M 找到 了 空白 符 B, 则 M 停止 ,不 
接受 该 串 ( 此 时 0 的 个 数 大 于 1 的 个 数 ) 。 如 果 将 1 改 为 y 后 左边 再 也 找 不 到 0, 此 时 若 右边 
再 无 1 ,接受 ; 若 仍 有 1, 则 1 的 个 数 大 于 0 的 个 数 .不 接受 。 

例如 ,识别 输入 串 zw 王 0011 的 过 程 如 图 11. 2 所 示 。 
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初始 状态 o[o[ el …] 
下 
第 1 步 x| 0[ 1 [1 TB[ … ] 遇 到 0， 将 0 改 为 x 并 右 移 
Tf 
第 2 步 x|0[1[1[B| … ] 过 到 0， 古 移 
F 
第 3 步 xl|oly|i B| … |] 过 到 1， 将 1 改 为 y 并 左 移 
TF 
第 4 步 x| 0[y[1[B[ … ] 地 到 0, 左 移 
下 
第 5 步 x| o[y| 1 TB … ] 过 到 x, 右 移 
第 6 步 x|x[y|[1[B| … | 过 到 0， 将 0 改 为 x 并 右 移 
+ 
第 7 步 [x|x[y[1lsl : 遇 到 y， 右 移 
第 8 步 xj|xly|ly|B| … | 遇 到 1， 将 1 改 为 y 并 左 移 
于 
第 9 步 。 [TsTyTyT5[ ] 这 2y, 如 
* 
第 10 步 遇 到 x， 右 移 
第 11 步 遇 到 y， 右 移 
第 12 步 x|xlyly B| “| 遇 到 y， 右 移 
人 
第 13 步 xx[y[y[B[ … ] 过 到 B,， 停机 





图 11.2 识别 0011 的 过 程 


该 图 灵机 M 对 应 的 状态 转换 图 如 图 11. 3 所 示 , 其 中 结 点 表示 状态 , 结 点 内 的 L、R 表 
示 读 写 头 的 移动 方向 , 边 上 的 标记 x/y 表示 该 读 写 头 原 注视 的 符号 x 改 为 y。 


go 0/x 外 








R on. yy 





图 11.3 状态 转换 图 
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为 此 ,在 图 灵机 的 输入 带 符号 中 除 0、1、B 以 外 还 应 有 x 和 y。 为 实现 上 述 功 能 ,图 灵机 
应 该 设置 5 个 状态 。 

(1) go: 初始 状态 。 

(2) qn: 在 go。 下 读 到 0, 把 0 改 为 x, 同 时 状态 改 为 gi。 在 gi 下 读 到 0, 不 改动 ,只 右 移 。 

(3) gs: 在 qr 下 读 到 1, 把 1 改 为 y, 同 时 状态 改 为 g, 向 左 移 。 在 q 下 读 到 0, 不 改动 ， 
继续 左 移 , 直 到 读 到 x, 状 态 改 为 oo 。 

(4) gs: 在 go。 下 读 到 y, 状 态 改 为 qs 。 

(5) gq4: 在 gs 下 读 到 B, 状 态 改 为 qs,g 为 终止 状态 。 

对 应 的 动作 函数 6 设计 如 下 。 

dS(gq0,0)=(gqi,x,R),d(g,y)= (gq,y,R) 

6(q1,0)=(q1,0,R),d(gq,y)=(gq,y,R), dq,1)=(g:,y,L) 


(qs,0)=(g:,0,L),6(g:,x)=(go,x,R),d(g:,y)= (gq:,y,L) 
(gq,y)= (gs,y,R),d(g,B)= (gq,B,R) 


采用 表格 形式 描述 的 动作 函数 6 如 表 11. 1 所 示 。 
表 11.1 动作 函数 6 





6 0 1 x y B 

go (qi,x,R) pe > (gq3,y,R) 

gq (gq1,0,R) (qz yy*L) 至 (qa ,yyR) 择 

ga (gq2,0,L) - (go ,x,R) (qz yy) = 

qa 一 一 一 (qa yy,R) (qs,B,R) 


识别 输入 串 ww 二 0011 的 瞬 像 演变 过 程 如 下 : 


qo001l Pxq1011 F>x0q 11 Pxqz 0yl Pq2 x0y1 Pxqo 0y] Pxxqi yl 
Pxxyqi ] xxq2 yy PxXqe xyy Xxqo yy XxXyqsy xXxyyq B xxyyBq 
进入 终止 状态 gq, ,图 灵机 M 停机 并 接受 输入 串 wi 。 

识别 输入 串 w, 二 011 的 瞬 像 演变 过 程 如 下 : 


g011 Pxqi1l Pqz xyl Pxqo yl Pxyqs1 
由 于 (gq; ,1) 无 定义 ,而 gs 不 属于 终止 状态 ,所 以 停机 但 不 接受 w,。 
图 灵机 不 仅 可 以 作为 语言 识别 器 ,还 可 以 计算 函数 。 


【 例 11.2】 设计 一 个 图 灵机 .实现 下 面 函 数 的 计算 : 
m 一 n 当 m 三 nn 时 


0 当 m 二 n 时 





fmn)=mn= 


输入 带 上 的 初始 信息 如 下 。 


m 个 0 7 个 0 
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在 输入 带 上 用 连续 m 个 0 表示 整数 m,m、n 的 各 数 之 间 用 1 隔 开 。 
实现 这 个 函数 计算 的 图 灵机 为 M 二 (Q,{0,1}),{0,1,B},5,go,B, 虽 ) ,其 中 Q 二 {go ,qi， 
dvdqaygq4,qsygse) ;动作 函数 6 如 表 11.2 所 示 。 


表 11.2 动作 函数 6 








6 0 Y B 
go (gi,B,R) (gs; ,B,R) 一 
ql (gq1,0,R) (gz,1,R) 一 
92 (ga 1,L) (qz ,1,R) (qi,B,L) 
qs (gs3,0,L) (gq3,1,L) (go ,B,R) 
gs (gq ,0,L) (gq,B,L) (gs ,0,R) 
gs (gs ,B,R) (gs,B,R) (gs ,B,R) 


gs 一 汪 一 





例如 输入 串 为 0010 ,其 瞬 像 演变 过 程 如 下 : 


qg0010 Bq1010 P>B0q 10 PBO1g:0 PPB0q:11 PBq;011 Pqs BO011 PBqo011 
PBBq11 PBB1g; 1 PBB11g; B BB1g, 1 PBBq, 1B PBq, BBB PBOgs BB 


这 样 计算 出 2 二 1 二 0。 

前 面 定义 的 图 灵机 只 有 一 条 输入 带 ,其 实 也 可 以 有 多 条 输入 带 , 称 之 为 多 带 图 灵机 。 
A(A 过 1) 带 图 灵机 有 “条 输入 带 和 A 个 读 写 头 ,但 只 有 一 个 有 限 状 态 控制 器 , 它 扫描 站 条 输 
入 带 上 的 当前 格 的 信息 才能 决定 图 灵机 的 动作 。 

人 们 证 明 过 ,多 带 图 灵机 在 识别 语言 和 计算 函数 方面 的 能 力 和 单 带 图 灵机 是 等 价 的 。 
一 个 语言 (函数 ) 能 被 一 个 多 带 图 灵机 接受 (计算 ), 当 且 仅 当 它 能 被 一 个 单 带 图 灵机 接受 
(计算 ) 。 

非 确 定性 图 灵机 (non deterministic Turing machine,NDTM) 和 确定 性 图 灵机 的 区 别 在 
于 它 的 动作 函数 6 是 一 个 多 值 映 射 , 即 在 一 个 状态 下 扫描 到 带 上 一 格 的 字符 可 以 产生 多 个 
动作 ,包括 状态 的 变化 ,在 当前 格 上 写 上 新 的 字符 ,以 及 读 写 头 的 左 、 右 移动 。 即 一 个 动作 函 
数 可 以 表示 为 : 

(qi,bi,A1) 


,bz ,A 
ee (qz,b: ,A:) 





(qe, br, A:) 


其 中 ,A;(1 三 i) 表示 移动 方向 , 取 工 或 R。 
例如 ,图 灵机 M = (Q, 》) ,T,6,qo,B,F) ,其 中 go 是 初始 状态 ,qi 是 终止 状态 ,动作 函 
数 8 如 下 : 


6(g0,B)= (go,1,R) 
dg ,B)= (go,B,L) 


423 


IE O60 


dq,B)= (gq,B,R) 
6(g0,1)=(go,1,L) 


它 是 一 个 不 确定 图 灵机 ,可 以 对 输入 的 空 带 写 下 任意 长 的 一 段 后 停机 。 

从 中 看 出 ,对 于 一 个 输入 串 而 言 可 能 存在 着 若干 个 演变 过 程 ,其 中 任何 一 个 演变 过 程 最 
后 导致 一 个 终止 状态 , 则 这 个 输入 串 就 被 非 确定 性 图 灵机 接受 。 

同样 也 可 以 定义 多 带 非 确定 性 图 灵机 。 

对 于 任意 一 个 非 确定 性 图 灵机 M, 存 在 一 个 确定 性 图 灵机 M ,使 得 它们 的 语言 相等 ， 
即 L(M)=LCM')。 


一 个 图 灵机 并 不 是 对 任何 输入 都 能 停机 。 一 般 来 说 ,一 个 图 灵机 M 对 一 个 输入 串 w 
的 工作 过 程 可 能 遇 到 3 种 情况 : 

(1) 进入 终止 状态 ,这 时 M 停机 ,并 接受 w。 

(2) 未 进入 终止 状态 ,但 $ 无 定义 ,此 时 M 停机 ,但 不 接受 w。 

(3) 一 直 不 进入 终止 状态 , 且 $ 一 直 有 定义 。 这 时 进入 死 循 环 ,M 永 不 停机 。 

可 计算 函数 和 可 计算 语言 的 定义 与 图 灵机 的 停机 问题 有 密切 的 关系 。 

车 一 个 语言 被 一 个 图 灵机 M 接受 , 且 对 任意 输入 串 w,M 都 停机 , 称 之 为 递归 语言 。 一 
个 语言 是 可 计算 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 递归 语言 。 同 样 , 一 个 函数 是 可 计算 的 , 当 且 仅 当 它 
是 完全 递归 函数 , 即 存在 图 灵机 M 实现 其 计算 功能 ,对 于 任意 输入 ,M 都 能 停机 。 

从 根本 上 说 ,一 个 算法 就 是 一 个 确定 的 、 对 任意 输入 都 停机 的 图 灵机 。 


P 类 和 NP 类 问题 2 


确定 性 图 灵机 是 现代 电子 计算 机 的 理论 模型 。 一 个 对 任意 输入 都 停机 的 确定 性 图 灵机 
在 多 项 式 时 间 内 可 解 的 问题 必然 存在 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 计算 机 求解 算法 。 一 个 算法 实质 
上 就 是 一 个 以 任何 输入 都 停机 的 图 灵机 ,因此 已 经 找到 的 多 项 式 时 间 界 的 计算 机 算法 的 问 
题 都 属于 了 类 问题 。 

非 确 定性 图 灵机 只 是 一 种 理论 上 的 计算 模型 ,不 确定 图 灵机 可 解 的 问题 ,虽然 也 可 以 用 
确定 性 图 灵机 求解 ,但 时 间 上 的 耗费 (或 者 说 求解 步 数 ) 是 不 一 样 的 。 用 非 确定 性 图 灵机 以 
多 项 式 时 间 界 可 求解 的 问题 用 确定 性 图 灵机 不 能 保证 在 多 项 式 时 间 界 内 可 求解 ,但 用 确定 
性 图 灵机 以 指数 时 间 界 是 肯定 可 以 求解 的 。 





ee 用 确定 性 图 灵机 以 多 项 式 时 间 界 可 解 的 问题 称 为 P 类 问题 ,P(Polynomial) 指 确定 性 图 


灵机 上 的 具有 多 项 式 算 法 的 问题 集合 。 用 非 确定 性 图 灵机 以 多 项 式 时 间 界 可 解 的 问题 称 为 
NP(Nondeterministic Polynomial) 类 问题 ,NP 指 非 确定 性 图 灵机 上 具有 多 项 式 算 法 的 问题 
集合 ,这 里 N 是 非 确定 的 意思 。 

确定 性 图 灵机 可 以 看 作 非 确定 性 图 灵机 的 一 种 特殊 情况 ,因此 这 两 个 问题 集合 之 间 存 
在 子 集 关系 , 即 PENP。 现 在 的 问题 是 P 是 NP 的 真子 集 吗 ? 换个 提 法 ,用 非 确定 性 图 灵 
机 以 多 项 式 时 间 界 可 求解 的 问题 也 都 存在 多 项 式 时 间 界 的 确定 性 图 灵机 求解 算法 吗 ? 
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脱离 图 灵机 的 概念 ,在 普通 的 计算 机 上 看 ,P 问题 是 指 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求解 的 判定 
问题 (判定 问题 指 只 需要 回答 是 和 不 是 的 问题 ), NP 问题 则 是 指 那些 其 肯定 解 能 够 在 给 定 
正确 信息 下 在 多 项 式 时间 内 验证 的 判定 问题 ,但 不 肯定 解 不 能 够 在 多 项 式 时 间 内 得 出 结 
的 判定 问题 。 

例如 ,以 下 问题 都 是 P 问题。 

(1) 最 短路 径 判 定 问题 : 给 定 带 权 有 向 图 G=(V,E), 权 值 为 正 整 数 ,判定 是 否 存在 从 
顶点 s 到 顶点 t 的 长 度 小 于 /的 最 短路 径 (s、t 为 V 中 的 顶点 ,/ 为 正 整 数 ) 。 

(2) 排序 判定 问题 : 给 定 n 个 整数 的 序列 ,判定 是 否 可 以 递增 排序 。 

实际 上 “P 二 NP?” 这 个 问题 作为 理论 计算 机 科学 的 核心 问题 ,其 声名 早已 经 超越 了 这 个 
领域 。 它 是 Clay 研究 所 的 7 个 百 万 美元 大 奖 问 题 之 一 ,在 2006 年 国际 数学 家 大 会 上 它 是 
某 个 1 小 时 讲座 的 主题 。 

NP 问题 的 代表 问题 之 一 是 旅行 商 问题 , 即 一 个 售货员 要 到 个 指定 的 城市 去 推销 货 
物 ,他 必须 经 过 全 部 的 个 城市 ,现在 他 有 这 个 城市 的 地 图 及 各 城市 之 间 的 距离 ,试问 他 
应 如 何 取 最 短 的 行程 从 家 中 出 发 再 回 到 家 中 。 在 第 9 章 各 种 求解 算法 的 时 间 复 杂 度 均 为 
Olnnl)( 用 贪心 法 不 一 定 能 得 到 正确 的 解 )。 

目前 发 现 的 NP 问题 还 有 很 多 ,例如 布尔 表达 式 的 可 满足 性 问题 .图 的 顶点 覆盖 问题 和 
背包 问题 等 。 








NPC 问题 米 


NPC(NP-completeness) 的 概念 表明 找到 某 个 问题 的 有 效 算法 至 少 和 找 NP 中 所 有 问 
题 的 有 效 算法 一 样 难 。 这 里 的 有 效 性 是 指 为 求解 问题 设计 的 算法 的 时 间 为 多 项 式 级 的 。 下 
面 给 出 多 项 式 规约 的 定义 。 

设 六 三 习 Ls 丑 32 为 两 个 语言 , 若 存在 映射 /: 37 一 32 ,使 得 : 

(1) 存在 多 项 式 时 间 界 的 确定 图 灵机 求解 /: 

(2) VrEB? ,zEL er(z)EL， 

则 称 Li 可 以 多 项 式 规约 为 L; , 记 为 LiccL:。 例 如 ,有 向 哈密 尔 顿 回 路 问题 可 多 项 式 规约 
为 旅行 商 问题 。 

容易 证 明 ,多 项 式 规约 具有 以 下 性 质 : 

(1) QiEP, 若 Q:ccQ' , 则 QsccP。 

(2) 若 QiccQ: 且 Q:ccQ: , 则 QiccQ: 。 

设 Q, 为 一 个 问题 , 若 对 任意 问题 QE NP 都 有 QccQ, , 则 称 问题 Qi 为 NP 困难 的 。NP aa 
困难 问题 可 以 说 是 比 任 一 个 NP 问题 都 不 会 “更 容易 ”求解 的 问题 。 

设 QENP, 若 WQE NP 都 有 QQ . 则 称 Qi 为 一 个 NPC 问题 (NP 完全 问题 ) 。 显 然 
NPC 问题 是 NP 问题 的 一 个 子 集 。 

车 QENPC, 那 么 NP==P 当 且 仅 当 QEP。 尽 管 这 是 很 显然 的 , 它 却 表 述 了 计算 复杂 性 
理论 中 的 一 个 非常 重要 的 结论 。 这 个 结论 把 瞩目 的 NP 二 P? 的 问题 转化 为 这 样 的 工作 : 或 
者 对 一 个 NPC 问题 寻找 多 项 式 时 间 界 的 求解 算法 ,或 者 证 明 某 个 NPC 问题 肯定 不 存在 多 
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项 式 时 间 界 的 算法 。 只 要 对 其 中 一 个 NPC 问题 找 出 多 项 式 时 间 界 的 求解 算法 ,那么 所 有 的 
NPC 问题 都 存在 多 项 式 时 间 界 的 求解 算法 ,从 而 就 有 NP 王 P。 反 之 ,如 果 证 明了 其 中 一 个 
NPC 问题 不 存在 多 项 式 时 间 界 的 求解 算法 , 则 有 NP 了 关 P。P 类 问题 ,NP 类 问题 和 NPC 问 
题 的 关系 如 图 11.4 所 示 。 

1971 年 ,S. A. Cook 证 明 布 尔 表 达 式 的 可 满足 
性 问题 是 一 个 NPC 问题 ,从 而 肯定 地 回答 了 NPC 
问题 的 存在 性 。 随 后 人 们 通过 多 项 式 归 约 找 出 了 
许多 NPC 问题 ,并 证 明了 任 一 NP 问题 都 可 以 多 项 
式 归 约 为 布尔 表达 式 的 可 满足 性 问题 。 

归纳 起 来 ,NP 问题 包含 P 问题 和 NPC 问题 ， 
目前 属于 多 项 式 时 间 界 求解 的 问题 都 属于 了 问题， 
NPC 问题 是 NP 问题 中 最 难 的 问题 ,目前 尚 不 能 确 
定 能 否 用 多 项 式 时 间 界 算法 来 求解 ,但 已 证 明 , 如 
果 NPC 问题 中 有 一 个 问题 能 用 多 项 式 时 间 界 算法 图 11.4 PNP 和 NPC 的 关系 
求解 , 则 所 有 NPC 问题 都 可 用 多 项 式 时 间 界 算法 (假设 NP 去 P) 
求解 。 

例如 ,旅行 商 问题 (TSP) 可 以 被 证 明 具有 NPC 计算 复杂 性 。 因 此 ,任何 能 使 该 问题 的 
求解 得 以 简化 的 方法 都 将 受到 高 度 的 评价 和 关注 。 





练习 题 


1. 旅行 商 问题 是 NP 问题 吗 ? 
A. 和 理 B. 是 C. 至 今 尚 无 定论 
2. 下 面 有 关 P 问题 ,NP 问题 和 NPC 问题 ,说 法 错误 的 是 ( Ys 
A. 如 果 一 个 问题 可 以 找到 一 个 能 在 多 项 式 的 时 间 里 解决 它 的 算法 ,那么 这 个 问题 
就 属于 了 问题 
B. NP 问题 是 指 可 以 在 多 项 式 的 时 间 里 验证 一 个 解 的 问题 
C. 所 有 的 P 类 问题 都 是 NP 问题 
D. NPC 问题 不 一 定 是 NP 问题 ,只 要 保证 所 有 的 NP 问题 都 可 以 约 化 到 它 即 可 
. 对 于 例 11. 2 设计 的 图 录 机 ,分 别 给 出 执行 /(3,2) 和 /(2,3) 的 瞬 像 演变 过 程 。 
. 什么 是 P 类 问题 ? 什么 是 NP 类 问题 ? 
. 证 明 求 两 个 头 行 二 列 的 二 维和 矩阵 相 加 的 问题 属于 P 类 问题 。 
. 证 明 求 含 及 个 元 素 的 数据 序列 中 的 最 大 元 素 的 问题 属于 P 了 类 问题 。 
. 设计 一 个 确定 性 图 灵机 M, 用 于 计算 后 继 函 数 SCz) 一 2 十 1(? 为 一 个 二 进 制 数 ) ,并 
给 出 求 1010001 的 后 继 函 数值 的 瞬 像 演变 过 程 。 
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四 I- 概率 算法 和 


近似 算法 
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概率 算法 和 近似 算法 是 两 种 另类 算法 ,概率 算法 在 算法 执行 中 引入 随机 人 性 ,近似 算法 采 
用 近似 方法 来 解决 优化 问题 。 本 章 介绍 它们 的 特点 和 基本 的 算法 设计 。 


概率 算法 米 


121.1 什么 是 概率 算法 


概率 算法 也 叫 随机 化 算法 ,允许 算法 在 执行 过 程 中 随机 地 选择 下 一 个 计算 步骤。 在 很 
多 情况 下 ,算法 在 执行 过 程 中 面临 选择 时 ,随机 性 选择 比 最 优选 择 省 时 ,因此 概率 算法 可 以 
在 很 大 程度 上 降低 算法 的 复杂 度 。 

概率 算法 的 基本 特征 是 随机 决策 ,在 同一 实例 上 执行 两 次 的 结果 可 能 不 同 ,在 同一 实例 
上 执行 两 次 的 时 间 也 可 能 不 同 。 这 种 算法 的 新 颖 之 处 是 把 随机 性 注入 到 算法 中 ,使 得 算法 
设计 与 分 析 的 灵活 性 及 解决 问题 的 能 力 大 为 改善 , 曾 一 度 在 密码 学 .数字 信号 和 大 系统 的 安 
全 及 故障 容错 中 得 到 应 用 。 

前 面 几 章 讨论 的 算法 的 每 一 个 计算 步骤 都 是 固定 的 ,而 概率 算法 允许 算法 在 执行 过 程 
中 随机 选择 下 一 个 计算 步骤 。 

概率 算法 的 特点 : 一 是 不 可 再 现 性 ,在 同一 个 输入 实例 上 每 次 执行 的 结果 不 尽 相同 , 例 
如 宛 皇 后 问题 ,概率 算法 运行 不 同 次 将 会 得 到 不 同 的 正确 解 ; 二 是 算法 分 析 困 难 ,要 求 有 概 
率 论 ,统计 学 和 数论 的 知识 。 

对 概率 算法 通常 讨论 以 下 两 种 期 望 时 间 。 

(1) 平均 的 期 望 时 间 : 所 有 输入 实例 上 平均 的 期 望 执 行 时 间 。 

(2) 最 坏 的 期 望 时 间 : 最 坏 的 输入 实例 上 的 期 望 执行 时 间 。 


概率 算法 大 致 分 为 以 下 4 类 。 

(1) 数值 概率 算法 : 常用 于 数值 问题 的 求解 ,这 类 算法 所 得 到 的 往往 是 近似 解 ,而 且 近 
似 解 的 精度 随 计算 时 间 的 增加 不 断 提 高 。 在 许多 情况 下 ,精确 解 是 不 可 能 的 或 没有 必要 的 ， 
因此 用 数值 概率 算法 可 以 得 到 相当 满意 的 解 。 其 特点 是 用 于 数值 问题 的 求解 ,得 到 最 优化 
问题 的 近似 解 。 

(2) 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 算 法 : 用 蒙特 卡 罗 算 法 能 够 求 得 问题 的 一 个 解 ,但 这 个 解 





PE 未 必 是 正确 的 。 求 得 正确 解 的 概率 依赖 于 算法 所 用 的 时 间 。 算 法 所 用 的 时 间 越 多 ,得 到 正 


确 解 的 概率 就 越 高 。 蒙 特 卡 罗 算 法 的 主要 缺点 就 在 于 此 。 一 般 情况 下 ,无 法 有 效 判 断 得 到 
的 解 是 否 肯定 正确 。 其 特点 是 判定 问题 的 准确 解 ,得 到 的 解 不 一 定 正确 。 

(3) 拉 斯 维 加 斯 (Las Vegas) 算 法 : 一 旦 用 拉 斯 维 加 斯 算法 找到 一 个 解 ,那么 这 个 解 肯 
定 是 正确 的 ,但 有 时 用 拉 斯 维 加 斯 算法 可 能 找 不 到 解 。 与 蒙特 卡 罗 算 法 类 似 , 拉 斯 维 加 斯 算 
法 得 到 正确 解 的 概率 随 着 它 耗 用 的 计算 时 间 的 增加 而 提高 。 对 于 所 求解 问题 的 任 一 实例 ， 
用 同一 拉 斯 维 加 斯 算法 反复 对 该 实例 求解 足够 多 次 ,可 使 求解 失效 的 概率 任意 小 。 其 特点 
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是 不 一 定 会 得 到 解 , 但 得 到 的 解 一 定 是 正确 解 。 

(4) 舍 伍 德 (Sherwood) 算 法 。 总 能 求 得 问题 的 一 个 解 , 且 所 求 得 的 解 总 是 正确 的 。 当 
一 个 确定 性 算法 的 最 坏 时 间 复 杂 度 与 平均 时 间 复 杂 度 存在 较 大 差别 时 ,可 以 在 这 个 确定 算 
法 中 引入 随机 性 将 它 改 造成 一 个 舍 伍 德 算法 ,消除 或 减少 确定 算法 中 求解 问题 的 好 坏 实例 
(确定 算法 中 好 实例 是 指 执行 时 间 性 能 较 好 的 算法 输入 , 坏 实例 是 指 执行 时 间 性 能 较 差 的 算 
法 输入 ) 之 间 在 执行 时 间 性 能 上 的 差别 。 舍 伍德 算法 的 精髓 不 是 避免 算法 的 最 坏 情况 行为 ， 
而 是 设法 消除 这 种 最 坏 行为 与 特定 实例 之 间 的 关联 性 。 其 特点 是 总 能 求 得 一 个 解 , 且 一 定 
是 正确 解 。 

本 章 主要 讨论 后 3 种 概率 算法 。 


3 随机 戏 发 生 铝 
在 概率 算法 中 需要 由 一 个 随机 数 发 生 器 产生 随机 数 序列 ,以 便 在 算法 执行 中 按照 这 个 
随机 数 序列 进行 随机 选择 ,可 以 采用 线性 同 余 法 产生 随机 数 序列 oo ,a ,… ,av: 


ao 一 地 
an 一 (pas-1 十 c) mod m n=1,2,... 


其 中 ,6 三 0,c 宇 0,d 三 m,d 称 为 随机 数 发 生 器 的 随机 种 子 (random seed) 。 例 如 ,以 下 程 
序 产 生 个 [eg 的 随机 整数 : 


#include < stdio.h> 


#include < stdlib.h> // 包 含 产生 随机 数 的 库 函 数 
#include < time.h> 

void randa(int x[] ,int n, int a, int b) // 产 生 n 个 [a,b] 的 随机 数 
, 不 让 


for (i=0;i<n;i+ 十 ) 
x[]=rand() %(b—at+1)+a; 
} 
void main( ) 
{ inti,n=10,x[10]; 
int b=30,a=10; 
srand( (unsigned)time( NULL)); // 随 机 种 子 
for (i=0;i<n;i ) 
randa( x, n,a,b); 
for (i=0;i<n;i 
printf("%d ", x[]); 
Printf("\n"); 

















12.12 蒙特 卡 罗 类 型 概率 算法 


蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方 法 又 称 计算 机 随机 模拟 方法 ,是 一 种 基于 
“随机 数 ” 的 计算 方法 。 这 一 方法 源 于 美国 在 第 二 次 世界 大 战 中 研制 原子 弹 
的 “曼哈顿 计划 ”。 该 计划 的 主持 人 之 一 、 数 学 家 冯 。 诺 伊 曼 用 驰名 世界 的 
赌 城 一 一 摩纳哥 的 Monte Carlo 来 命名 这 种 方法 。 其 基本 思想 其 实 很 早 以 
前 就 被 人 们 所 发 现 和 利用 。 在 7 世纪 人 们 就 知道 用 事件 发 生 的 “频率 ”来 决 























【 例 
图 12.1 


这 是 
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形 中 任何 位 置 的 概率 相同 。 设 飞镖 的 位 置 为 (zx,y) ,如果 有 
性 十 交往 1, 则 飞镖 落 在 内 切 贺 中。 


形 面积 比 为 x/4。 若 n 次 投 据 中 有 m 次 落 在 内 切 圆 中 , 则 内 切 
圆 面积 与 正方 形 面 积 之 比 可 近似 为 m/n, 即 x/4 守 m/n, 或 者 x 人 守 图 12.1 正方 形 和 圆 的 关系 
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定 事件 的 “概率 ”,19 世纪 人 们 用 投 针 试验 的 方法 来 决定 <。 高 速 计算 机 的 出 现 使 得 用 数学 
方法 在 计算 机 上 大 量 模拟 这 样 的 试验 成 为 可 能 。 





12.1】 设计 一 个 求 (圆周 率 ) 的 蒙特 卡 罗 型 概率 算法 。 
在 边 长 为 2 的 正方 形 内 有 一 半径 为 1 的 内 切 圆 , 如 
所 示 。 向 该 正方 形 中 投 毛 n 次 飞镖 ,假设 飞镖 击 中 正方 




















有 内 切 圆 面积 为 x, 正 方形 面积 为 4, 内 切 圆 面积 与 正方 





由 于 图 中 每 个 象限 的 概率 相同 ,这 里 以 右上 角 和 象限 进行 模拟 。 采 用 蒙特 卡 罗 型 概率 算 
法 求 x 的 程序 如 下 : 


#include < stdio.h> 
#include < stdlib.h> // 包 含 产 生 随 机 数 的 库 函 数 
#include < time.h> 


int randa(int a, int b) // 产 生 一 个 [a, 加 的 随机 数 


return rand() % (b 一 a 十 1) 十 ai 


double rand01() // 产 生 一 个 [0, 匡 的 随机 数 


return randa(0,100) * 1.0/100; 


double solve() // 求 的 蒙特 卡 罗 算法 


int n= 10000; 
int m=0; 
double x,y; 
for (int i=1;i<=n;i+ 二 ) 
{ x=rand010O); 
y 一 rand01(); 
if (x* x 十 yx y< 一 1.0) 
ms 
} 


return 4.0#x m/n; 


main() 
srand((unsigned)time(NULL)); // 随 机 种 子 
printf("PI= %g\n", solve()); // 输 出 * 


上 述 程序 的 每 次 执行 结果 可 能 不 同 ,例如 5 次 执行 的 输出 结果 如 下 : 


PI=3.1132 
PI=3.1416 
PI=3.1272 
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PI=3.0936 
PI=3.1492 


从 中 看 出 ,每 次 的 执行 结果 依赖 于 rand010) 随 机 函数 。 
121.3 拉 斯 维 加 斯 类 型 概率 算法 

拉 斯 维 加 斯 型 概率 算法 不 时 地 做 出 可 能 导致 算法 陷入 僵局 的 选择 ,并 
晶 算 法 能 够 检测 是 否 陷 入 伪 局 ,如 果 是 ,算法 就 承认 失败 。 这 种 行为 对 于 一 
个 确定 性 算法 是 不 能 接受 的 ,因为 这 意味 着 它 不 能 解决 相应 的 问题 实例 。 
但 是 , 拉 斯 维 加 斯 型 概率 算法 的 随机 特性 可 以 接受 失败 ,只 要 这 种 行为 出 现 
的 概率 不 占 多 数 。 当 出 现 失败 时 ,只 要 在 相同 的 输入 实例 上 再 次 运行 概率 视频 讲解 
算法 就 又 有 成 功 的 可 能 。 

拉 斯 维 加 斯 型 概率 算法 的 一 个 显著 特征 是 它 所 做 的 随机 性 选择 有 可 能 导致 算法 找 不 到 
问题 的 解 , 即 算法 运行 一 次 ,或 者 得 到 一 个 正确 的 解 ,或 者 无 解 。 因 此 ,需要 对 同一 输入 实例 
反复 多 次 运行 算法 ,直到 成 功 地 获得 问题 的 解 。 

【 例 12.2】 设计 一 个 求解 n 皇后 问题 的 拉 斯 维 加 斯 型 概率 算法 。 

当 在 第 i 行 放置 一 个 皇后 时 ,可 能 的 列 为 1 一 n, 产 生 1~n 的 随机 数 j ,如 果 皇 后 的 
位 置 (i, 站 发 生 冲 突 ,继续 产生 另外 一 个 随机 数 j ,这样 最 多 试探 次。 其 中 任何 一 次 试探 成 
功 (不 冲突 ), 则 继续 查找 下 一 个 皇后 位 置 ,如 果 试 探 超 过 次 ,算法 返回 false。 对 应 的 完整 
程序 如 下 : 

















#include < stdio.h> 


#include < stdlib.h> // 包 含 产生 随机 数 的 库 函 数 

#include < time.h> 

# define N 20 // 最 多 皇后 个 数 

int q[N]; // 各 皇后 所 在 的 列 号 ,(i,q 口 为 一 个 皇后 位 置 
int num 一 0; // 累 计 调用 次 数 

void dispasolution( int n) // 输 出 n 皇后 问题 的 一 个 解 


{ printf(" 第 %d 次 运行 找到 一 个 解 :" ,num); 

for (int i=1;i<=n;i+ 十 ) 

printf("(%d, %d) ",i,q[]); 

printf("\n"); 
} 
int randa( int a, int b) // 产 生 一 个 [a,bj] 的 随机 数 
{ 

return rand() %%(b 一 a 十 1) 十 ai; 
} 





bool place(int i, int j) // 测 试 (i,j) 位 置 能 否 摆 放 皇后 
{ if(i==1) return true; // 第 一 个 皇后 总 是 可 以 放置 
int k 一 1; 
while (k< iD //k 二 1~i 一 1 是 已 放置 了 皇后 的 行 


{ fC(qfk]==)) || (abs(q[k]—j)==abs(i—k))) 
return false; 


kt 十; 
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} 


return true; 
} 
bool queen(int i,int n) // 放 置 1~i 的 皇后 
{ int count,j; 
if (i>n) 
{ dispasolution(n); // 所 有 皇后 放置 结束 
return true; 
} 
else 
{ count=0; // 试 探 次 数 累 计 
while (count <=n) // 最 多 试探 n 次 
{ j=randa(l,n); // 产 生 第 i 行 上 1 到 n 列 的 一 个 随机 数 j 
count 十 十 ; 
if (place(i,j))break; // 在 第 i 行 上 找到 一 个 合适 位 置 (i,j) 


} 
if (count> n) return false; 
q0] =j; 
queen(i+1,n); 
} 
} 


void main( ) 
{ intn=6; //n 为 存放 实际 皇后 个 数 
printf("%d 皇后 问题 求解 如 下 : \n",n); 
srand( (unsigned)time( NULL)); // 随 机 种 子 
while (num < 10) 
{ if (queen(l,n)) // 找 到 一 个 解 退 出 
break; 
num 十 十 ; 


printf(" 第 %d 次 运行 没有 找到 解 \n", num) ; 


上 述 程序 中 一 次 执行 10 次 queen() ,很 多 次 程序 的 执行 都 找 不 到 解 ,其 中 的 一 次 程序 
执行 结果 如 下 : 


6 皇后 问题 求解 如 下 : 
第 1 次 运行 没有 找到 解 
第 2 次 运行 没有 找到 解 
第 3 次 运行 没有 找到 解 
第 4 次 运行 没有 找到 解 
第 5 次 运行 没有 找到 解 
第 6 次 运行 没有 找到 解 
第 7 次 运行 没有 找到 解 
第 8 次 运行 没有 找到 解 
第 9 次 运行 找到 一 个 解 : (1,3) (2,6) (3,2) (4,5) (5,1) (6,4) 





如 果 将 上 述 随机 放置 策略 与 回溯 法 相 结合 , 则 会 获得 更 好 的 效果 。 可 以 先 在 棋盘 的 若 
干 行 中 随机 地 放置 相 容 的 皇后 ,然后 在 其 他 行 中 用 回溯 法 继续 放置 ,直到 找到 一 个 解 或 宣告 
失败 。 


1214 舍 伍 德 类 型 概率 算法 
在 分 析 确定 性 算法 的 平均 时 间 复 杂 性 


足 某 一 特定 的 概率 分 布 。 事 实 上 ,很 多 算法 对 于 不 同 的 输入 实例 运行 时 间 | 周 N 
差别 很 大 ,此 时 可 以 采用 舍 伍 德 型 概率 算法 来 消除 算法 的 时 间 复 杂 性 与 输 ”Romi 坟 


入 实例 间 的 这 种 联系 。 
【 例 12.3】 设计 一 个 快速 排序 的 舍 伍 


快速 排序 算法 的 关键 在 于 一 次 划分 中 选择 合适 的 划分 基准 元 素 , 如 果 基 准 是 序列 
中 的 最 小 (或 最 大 ) 元 素 , 则 一 次 划分 后 得 到 的 两 个 子 序列 不 均衡 ,使 得 快速 排序 的 时 间 性 能 
降低 。 舍 伍德 型 概率 算法 在 一 次 划分 之 前 根据 随机 数 在 待 划分 序列 中 随机 确定 一 个 元 素 作 
为 基准 ,并 把 它 与 第 一 个 元 素 交 换 , 则 一 次 划分 后 得 到 期 望 均衡 的 两 个 子 序列 ,从 而 使 算法 
的 行为 不 受 待 排序 序列 的 不 同 输入 实例 的 影响 ,使 快速 排序 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 性 能 趋 近 


于 平均 情况 的 时 间 性 能 , 即 O(nlogzn) 。 
对 应 的 完整 程序 如 下 : 





#include < stdio.h> 
#include < stdlib.h> 
#include < time.h> 
void disp(int a[] ,int n) 
{ for (int i=0;i<ni;i 十 十 ) 
printf("%d ",a[li]); 
printf("\n"); 
b 
int Partition(int a[] ,int s, int t) 
{ 
intimgi™mts 
int tmp=a[s] ; 
while (il 一 j) 
{while (>i && a0]>=tmp) 
j= 
a[] =a0]; 
while (i<j && al]<=tmp) 
计 十 ; 
a[i] =a[]; 
} 
a[i] =tmp; 
return i; 
} 
int randa( int a, int b) 
‘ 
return rand()%(b—at+1)+a; 
} 
void swap(int &x, int &y) 
{ inttmp=x; 
X 一 y; y= tmp; 
} 
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时 ,通常 假定 算法 的 输入 实例 满 














// 包 含 产生 随机 数 的 库 函 数 


// 输 出 a 中 的 所 有 元 素 


// 划 分 算法 
// 用 序列 的 第 1 个 记录 作为 基准 
// 从 序列 两 端 交替 向 中 间 扫 描 , 直 到 i==j 为 止 


// 从 右 向 左 扫描 , 找 第 1 个 关键 字 小 于 tmp 的 a 四 
// 将 a[] 前 移 到 a 品 的 位 置 


// 从 左 向 右 扫 描 , 找 第 1 个 关键 字 大 于 tmp 的 a 吕 
// 将 a 中 后 移 到 a 上 的 位 置 





// 产 生 一 个 [a,b] 的 随机 数 a 


// 交 换 x 和 y 


ET O60 


void QuickSort(int a[] ,int s, int t) // 对 af[s.. 日 元 素 序 列 进行 递增 排序 
{ if(s<t) // 序 列 内 至 少 存在 两 个 元 素 的 情况 
{ intj=randa(s,t); // 产 生 [s, 蝇 的 随机 数 j 
swap(aD],a[s]); // 将 a 四 作为 基准 
int i= Partition(a, s, t); 
QuickSort(a, s,i—1); // 对 左 子 序列 递归 排序 
QuickSort(a,it1,t); // 对 右 子 序列 递归 排序 
} 
} 
void main( ) 
{ intn=10; 


int a[]={2,5,1,7,10,6,9,4,3,8}); 

printf(" 排 序 前 :"); disp(a,n); 

srand( (unsigned)time( NULL)); // 随 机 种 子 
QuickSort(a,0,n 一 1); 

printf(" 排 序 后 :"); disp(a,n); 


从 中 看 出 , 舍 伍 德 版 的 快速 排序 就 是 在 确定 性 算法 中 引入 随机 性 。 其 优点 是 计算 时 间 


复杂 性 对 所 有 实例 而 言 相 对 均匀 ,但 与 相应 的 确定 性 算法 相 比 ,其 平均 时 间 复 杂 度 没有 
改进 。 


近似 算法 





1221 什么 是 近似 算法 

近似 算法 通常 与 NP 问题 相关 ,由 于 目前 不 可 能 采用 有 效 的 多 项 式 时 
间 精 确 地 解决 NP 问题 ,所 以 采用 多 项 式 时 间 求 一 个 次 优 解 。 在 理想 情况 
下 ,近似 值 最 优 可 达到 一 个 小 的 常数 因子 (例如 在 最 优 解 的 5% 以内)。 近 
似 算 法 越 来 越 多 地 用 于 已 知 精确 多 项 式 时 间 算 法 但 由 于 输入 大 小 而 过 于 昂贵 的 问题 。 

所 有 已 知 的 解决 NP 问题 算法 都 有 指数 型 运行 时 间 。 但 是 ,如 果 要 找 一 个 “好 ” 解 而 非 
最 优 解 , 有 时 候 多 项 式 算法 是 存在 的 。 

给 定 一 个 最 小 化 问题 和 一 个 近似 算法 ,可 以 按照 如 下 方法 评价 算法 : 首先 给 出 最 优 解 
的 一 个 下 界 ,然后 把 算法 的 运行 结果 与 这 个 下 界 进行 比较 。 对 于 最 大 化 问题 , 先 给 出 一 个 上 
界 ,然后 把 算法 的 运行 结果 与 这 个 上 界 比较 。 














视频 讲解 





EE 近似 算法 比较 经 典 的 问题 有 旅行 商 问 题 CTSP)、 最 小 顶点 履 盖 和 集合 覆盖 等 。 迄 今 为 


止 ,所 有 的 NPC 问题 都 还 没有 多 项 式 时 间 算 法 。 
1222 求解 旅行 商 问 题 的 近似 算法 
本 小 节 通 过 旅行 商 问 题 的 近似 算法 说 明 近 似 算法 方法 。 


【问题 描述 】 将 求解 旅行 商 问题 的 图 改 为 带 权 无 向 连通 图 G 一 (V,E) ,其 每 一 边 (u,v) € 
EE 有 一 非 负 整 数 费用 c (u,v)。 现 在 要 找 出 G 的 最 小 费用 哈密 顿 回路 。 
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【问题 求解 】 旅行 商 问题 中 的 费用 函数 c 具有 三 角 不 等 式 性 质 , 即 对 任意 的 3 个 顶点 
xswEV, 有 cam) 一 c(uo) 十 cCozw)。 对 于 给 定 的 带 权 无 向 图 G, 可 以 利用 图 G 的 最 
小 生成 树 来 找 近 似 最 优 的 旅行 商 问题 回路 ,其 过 程 如 下 : 


void approxTSP(Graph g) 
{ 

选择 g 的 任 一 顶点 v; 

用 Prim 算法 找 出 带 权 图 g 的 一 棵 以 为 根 的 最 小 生成 树 tree; 

采用 深度 优先 遍历 树 tree 得 到 的 顶点 表 path; 

将 加 到 表 path 的 末尾 , 按 表 path 中 顶点 的 次 序 组 成 哈密 顿 回 路 五, 作为 计算 结果 返回 ; 
} 


例如 ,对 于 如 图 12. 2 所 示 的 带 权 无 向 连通 图 ,假设 顶点 v=0, 找 近似 最 优 的 旅行 商 问 
题 回路 的 过 程 如 下 : 

(1) 采用 Prim() 算 法 求 出 从 顶点 地 出 发 产生 的 最 小 生成 树 tree, 如 图 12. 3 所 示 。 

(2) 对 tree 从 顶点 v 进行 深度 优先 遍历 ,得 到 path 二 {0,1,3,4,2)。 

(3) 将 v 加 到 表 path 的 末尾 , 按 表 path 中 顶点 的 次 序 组 成 哈密 顿 回路 瓦 ,如 图 12.4 所 
示 。 得 到 的 旅行 商 问题 路 径 为 01 一 3 一 4 一 2 一 0, 路 径 长 度 ==1 十 6 十 2 十 3 十 5 二 17。 





图 12.2 一 个 带 权 无 向 连通 图 图 12.3 最 小 生成 树 tree 图 12.4 哈密 顿 回 路 


这 个 近似 解 并 非 最 优 解 ,但 由 于 Prim() .DFS 算法 的 时 间 复 杂 度 都 是 多 项 式 级 ,所 以 该 
算法 的 时 间 复 杂 度 也 是 多 项 式 级 。 实 际 上 可 以 从 每 个 顶点 出 发 这 样 求解 ,通过 比较 求 出 近 
似 最 优 解 , 其 时 间 复 杂 度 仍然 是 多 项 式 级 的 。 

采用 邻接 矩阵 存放 图 G, 从 每 个 顶点 求解 图 12. 2 的 旅行 商 问题 的 完整 程序 如 下 ; 


# include "Graph. cpp" // 包 含 图 的 基本 运算 算法 
#include < vector> 

#include < string.h> 

using namespace std; 





// 问 题 表示 
MGraph g; // 图 的 邻接 矩阵 
// 求 解 过 程 表示 
MGraph tree; // 存 放 最 小 生成 树 
int visitedLMAXV] ; 
vector< int > path; // 存 放 TSP 路 径 
void Prim(int v) // 产 生 最 小 生成 树 tree 
{ intlowcost[MAXV]; 
int mincost; 
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int closestLMAXV] ,i,j,k; 
for (j 王 0;j<g.n;j 十 十 ) // 初 始 化 lowcost 和 closest 数组 
{ lowcostD]=g.edges[v] 0]; 

closestD] =v; 


] 


for (i=1;i<g.n;i 二 二》 // 找 出 Cn 一 1) 个 顶点 
{ mincost=INF; 
for (j=0;j<g.n;j+ 二 ) // 在 (V 一 D) 中 找 出 离 U 最 近 的 顶点 上 


迁 (lowcost[] !=0 &&lowcost[]< mincost) 
{ mincost=lowcostD]; 
k=j; /人 记录 最 近 顶 点 的 编号 
} 
tree. edges[closest[k]] [kj 二 mincost; ”// 构 建 最 小 生成 树 的 一 条 无 向 边 
tree.edges[k] [closest[k]] = mincost; 
lowcost[k] =0; // 标 记 k 已 经 加 入 U 
for (j=0;j<g.n;j 二 十 ) // 修 改 数组 lowcost 和 closest 
if (g.edges[k] 0]!=0 &%&g.edges[k] 0]< lowcost0]) 
{ 
lowcost0] =g.edges[k] 0] ; 


closestD] =k; 
} 
} 
} 
void DFS(int v) //DFS 算法 
{ path.push_back(v); // 被 访问 顶点 添加 到 path 中 
visited[v]=1; // 置 已 访问 标记 
for (int w=0;w< tree.niw 十 十 ) // 找 顶点 的 所 有 相 邻 点 
if (tree.edges[v] [w] !=0 &&.tree.edges[v][w]!=INF &R& visited[w] ==0) 
DFS(w); // 找 顶点 v 的 未 访问 过 的 相 邻 点 w 
} 
void TSP(int v) //TSP 算法 


{ tree.n=g.n; 
memset(tree. edges, INF, sizeof(tree. edges)); 
Prim(v); 
memset( visited, 0, sizeof (visited) ) ; 
DFS(v); 
} 
void ApproxTSP() // 输 出 TSP 问题 的 近似 解 
{ vector<int> minpath; 
int minpathlen= INF; 
printf(" 求 解 结果 \n"); 





ER for (int v 王 0;v<g.niv 十 十 ) 


{ path.clear(); 
TSP(Cv); 
printf("” 从 顶点 %d 出 发 查找 :\nNt 路 径 : ",v); 
intpathlen 一 0; 
for (int i=0;i< path.size();i 十 十 ) 
{ printf("%d>", path[]); 
if (i!=path. size()—1) 
pathlen++=g.edges[path[i]] [path[i+1]]; 
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} 
printf("—>%d",v); 
pathlen 十 一 g.edges[path[path. size()—1]][v]; 
printf(", 长 度 =%d\n", pathlen); 
if (pathlen> INF) 
printf("\t 该 路 径 不 存在 \n"); 
else if (pathlen < minpathlen) 
{ minpathlen= pathlen; 
minpath= path; 
} 
} 
printf(" 最 优 近 似 解 \n\t 路 径 :"); 
for (int i=0;i< minpath. size();i 十 十 ) 
printf("%d—>", minpath[] ); 
printf("— %d", minpath[0]); 
printf(", 长 度 = 和 %d\n", minpathlen) ; 

} 

void main( ) 

{ int A[J[MAXV]={ // 一 个 带 权 无 向 图 
{0,1,5,2,INF}, {1,0, INF, 6,3}, 
{5,INF,0,4,3}, {2,6,4,0,2}, {INF, 3,3,2,0})}; 

int n=5,e=8; 
CreateMat(g, A,n,e); // 创 建 图 的 邻接 矩阵 g 
ApproxTSP(); 


上 述 程序 的 执行 结果 如 下 : 


求解 结果 
从 顶点 0 出 发 查找 : 
路 径 : 0 一 1 一 3 一 4>2 一 一 0, 长 度 王 17 
从 顶点 1 出 发 查找 : 
路 径 : 10 一 3 一 4>2 一 习 1, 长 度 一 1061109575 
该 路 径 不 存在 
从 顶点 2 出 发 查找 : 
路 径 : 2 一 4 一 3 一 0 一 1 一 一 2, 长 度 二 1061109575 
该 路 径 不 存在 
从 顶点 3 出 发 查找 : 
路 径 : 3 一 0 一 1 一 4 一 2 一 一 3, 长 度 一 13 
从 顶点 4 出 发 查找 : 
路 径 : 4 一 2 一 3 一 0 一 1 一 一 4, 长 度 一 13 
最 优 近似 解 
路 径 : 3 一 0 一 1 一 4 一 2 一 一 3, 长 度 一 13 





本 例 的 算法 找到 的 恰好 是 最 优 解 ,在 很 多 情况 下 不 一 定 会 找到 问题 的 最 优 解 。 可 以 通 





8. 
9. 


Y=max (二 
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过 近似 比 (approximate ratio) 来 刻画 。 若 一 个 最 优化 问题 的 最 优 解 为 c* ,求解 该 问题 的 一 
个 近似 最 优 值 为 c, 则 该 近似 算法 的 近似 比 定 义 如 下 : 


C CE 
ER 


对 于 一 个 最 大 化 问题 ,c<c x ,此 时 近似 比 表示 最 优 解 为 c x 比 近似 最 优 值 为 c 大 多 少 
倍 ; 对 于 一 个 最 小 化 问题 ,cx ce, 此 时 近似 比 表示 最 优 解 为 c* 比 近似 最 优 值 为 c 小 多 少 
倍 。 所 以 ,Y 三 1, 其 值 越 大 求 出 的 近似 解 越 差 。 

实际 上 ,近似 算法 并 非 适合 所 有 问题 求解 ,一 些 问 题 求 近似 解 和 求 最 优 解 一 样 难 。 


练习 题 类 

.蒙特 卡 罗 算 法 是 (  ) 的 一 种 。 

A. 分 枝 限界 算法 B. 贪心 算法 C. 概率 算法 D. 回溯 算法 
.在 下 列 算法 中 有 时 找 不 到 问题 解 的 是 (。”)。 

A. 蒙特 卡 罗 算 法 B. 拉 斯 维 加 斯 算法 

C. 会 伍德 算法 D. 数值 概率 算法 
. 在 下 列 算法 中 得 到 的 解 未 必 正 确 的 是 (  )。 

A. 蒙特 卡 罗 算 法 B. 拉 斯 维 加 斯 算法 

C. 会 伍德 算法 D. 数值 概率 算法 
. 总 能 求 得 非 数值 问题 的 一 个 解 , 且 所 求 得 的 解 总 是 正确 的 是 (  )。 

A. 蒙特 卡 罗 算 法 B. 拉 斯 维 加 斯 算法 

C. 数值 概率 算法 D. 使 伍德 算法 


.目前 可 以 采用 ( ) 在 多 项 式 级 时 间 内 求 出 旅行 商 问题 的 一 个 近似 最 优 解 。 


A. 回溯 法 B. 蛮 力 法 C. 近似 算法 D. 都 不 可 能 


. 下 列 叙述 错误 的 是 ( )。 


A. 概率 算法 的 期 望 执行 时 间 是 指 反复 解 同一 个 输入 实例 所 花 的 平均 执行 时 间 
B. 概率 算法 的 平均 期 望 时 间 是 指 所 有 输入 实例 上 的 平均 期 望 执 行 时 间 

C. 概率 算法 的 最 坏 期 望 时 间 是 指 最 坏 输入 实例 上 的 期 望 执 行 时 间 

D. 概率 算法 的 期 望 执 行 时 间 是 指 所 有 输入 实例 上 所 花 的 平均 执行 时 间 


. 下 列 叙述 错误 的 是 ( )。 


A. 数值 概率 算法 一 般 是 求 数值 计算 问题 的 近似 解 

B. Monte Carlo 算法 总 能 求 得 问题 的 一 个 解 ,但 该 解 未 必 正 确 

C. Las Vegas 算法 一 定 能 求 出 问题 的 正确 解 

D. Sherwood 算法 的 主要 作用 是 减少 或 消除 好 的 和 坏 的 实例 之 间 的 差别 
近似 算法 和 贪心 法 有 什么 不 同 ? 


给 定 能 随机 生成 整数 1 一 5 的 函数 rand5(), 写 出 能 随机 生成 整数 1 一 7 的 函数 


rand7() 。 


第 人 2 人 章 甩 ”概率 算法 和 近似 算法 | 





上 机 实验 题 hs 


【问题 描述 】 给 定 一 个 含 ” 个 整数 的 数组 e ,编写 一 个 随机 打 乱 数组 a 的 程序 ,并 通过 
概率 分 析 说 明 算法 的 正确 性 。 


在 线 编程 题 Ps 


【问题 描述 】 给 定 一 个 未 知 长 度 的 整数 流 , 如 何 合理 地 随机 选取 一 个 数 。 






































































































































O07 
书 中 部 分 算法 见 表 A. 1。 
表 A.1 书 中 部 分 算法 
算法 功能 或 例题 编号 对 应 的 源 程序 名 a 文件 夹 

【 例 1.5】 Examl-5. cpp 1 \chl 
【 例 1.8】 Examl-8. cpp 1 \chl 
【 例 2. 3】 Exam2-3. cpp 2 \ch2 
【 例 2.5】 Exam2-5. cpp 妥 \ch2 
【 例 2.7】 Exam2-7. cpp 2 \ch2 
【 例 2.12】 Exam2-12. cpp 2 \ch2 
【 例 2.13】 Exam2-13. cpp 2 \ch2 
求 多 项 式 值 的 算法 poly. cpp 2 \ch2 
求 n! 的 递归 和 非 递归 算法 Factorial. cpp E4 \ch2 
求 Hanoi 问题 的 递归 和 非 递归 算法 Hanoi. cpp 2 \ch2 
冒 泡 排序 (递归 ) 算 法 BubbleSort. cpp 2 \ch2 
简单 选择 排序 (递归 ) 算 法 SelectSort. cpp 2 \ch2 
ee 三 BTree. cpp( 含 例 2.8 一 例 2. 11 

二 叉 树 基本 运算 算法 的 算法 ) 2 \ch2 
单 链表 基本 运算 算法 LinkList. cpp( 含 例 2. 6 的 算法 ) | 2 \ch2 
求解 对 皇后 问题 Queen. cpp 3 \ch2 
【 例 3.2】 Exam3-2. cpp 3 \ch3 
快速 排序 (分 治 法 ) 算 法 QuickSort. cpp 3 \ch3 
二 路 归并 排序 (分 治 法 ) 算 法 MergeSort. cpp 3 \ch3 
求 一 个 无 序 序列 中 最 大 和 次 大 的 两 个 不 同 元 素 MAX2. cpp 3 \ch3 
递归 和 非 递归 折 半 查找 算法 BinSearch. cpp 和 \ch3 
寻找 两 个 等 长 有 序 序列 的 中 位 数 (分 治 法 ) Midnum. cpp 3 \ch3 
找 第 & 小 元 素 ( 分 治 法 ) 问 题 Mink. cpp 3 \ch3 
求解 最 大 连续 子 序列 和 (分 治 法 ) 问 题 maxSubSum4. cpp 3 \ch3 
求解 棋盘 覆盖 问题 ChessBoard. cpp 3 \ch3 
求解 循环 日 程 安排 问题 Plan. cpp 3 \ch3 
求解 大 整数 乘法 (分 治 法 ) 算 法 MULT. cpp 3 \ch3 
【 例 4.1】 Exam4-1. cpp 4 \ch4 
【 例 4.2】 Exam4-2. cpp 4 \ch4 
【 例 4. 3】 Exam4-3. cpp 4 \ch4 
【 例 4.4】 Exam4-4. cpp 4 \ch4 
【 例 4.5】 Exam4-5. cpp 4 \ch4 
【 例 4.6】 Exam4-6. cpp 4 \ch4 je 
【 例 4.7] Exam4-7. cpp 4 | \ch4 
【 例 4.8】 Exam4-8. cpp 4 \ch4 
冒 泡 排序 ( 蛮 力 法 ) 算 法 BubbleSort. cpp 4 \ch4 
简单 选择 排序 ( 蛮 力 法 ) 算 法 SelectSort. cpp 4 \ch4 
字符 串 简单 匹配 算法 BF. cpp 4 \ch4 
求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 算法 一 一 解法 1 maxSubSuml. cpp 4 \ch4 
求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 算法 一 一 解法 2 maxSubSum2. cpp . \ch4 
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续 表 
所 在 
算法 功能 或 例题 编号 对 应 的 源 程序 名 章 号 文件 夹 
求解 最 大 连续 子 序列 和 问题 算法 一 一 解法 3 maxSubSum3. cpp 4 \ch4 
求解 徊 集 问题 ( 蛮 力 法 ) 算 法 一 一 解法 1 PSetl. cpp 4 \ch4 
求解 短 集 问题 ( 蛮 力 法 ) 算 法 一 一 解法 2 PSet2. cpp 4 Neh4 
求解 寡 集 问题 ( 蛮 力 法 ) 算 法 一 一 递归 解法 PSet3. cpp 4 \ch4 
求解 0/1 背包 问题 ( 蛮 力 法 ) 算 法 knap. cpp 4 \ch4 
求解 全 排列 问题 ( 蛮 力 法 ) 算 法 Perml. cpp 4 \ch4 
求解 全 排列 问题 (递归 、 蛮 力 法 ) 算 法 Perm2. cpp 4 \ch4 
求解 组 合 列 问题 (递归 、 蛮 力 法) 算法 Comb. cpp 4 \ch4 
求解 任务 分 配 问题 Allocate. cpp 4 \ch4 
图 的 基本 运算 算法 Graph. cpp 4 \ch4 
图 的 深度 优先 遍历 算法 DFS. cpp 4 \ch4 
图 的 广度 优先 遍历 算法 BFS. cpp 4 \ch4 
深度 优先 遍历 求解 迷宫 问题 Mazel. cpp 4 \ch4 
广度 优先 遍历 求解 迷宫 问题 Maze2. cpp 4 \ch4 
【 例 5.2】 Exam5-2. cpp 5 \ch5 
【 例 5.3】 Exam5-3-1. cpp、Exam5-3-2. cpp 5 \ch5 
【 例 5.4】 Exam5-4. cpp 5 \ch5 
【 例 5.5】 Exam5-5. cpp 5 \ch5 
【 例 5.6】 Exam5-6. cpp 5 \ch5 
求解 0/1 背包 问题 (回溯 法 ) 算 法 knap. cpp 5 \ch5 
采用 前 枝 求解 0/1 背包 问题 (回溯 法 ) 算 法 knapl. cpp 5 Neh5 
采用 进一步 前 枝 求 解 0/1 背包 问题 (回溯 法 ) 算 法 knap2. cpp 5 \ch5 
求解 简单 装载 问题 (回溯 法 ) Loading. cpp 5 \ch5 
求解 复杂 装载 问题 (回溯 法 ) Loadingl. cpp 5 \ch5 
求解 子 集 和 问题 (回溯 法 ) 算 法 subSum. cpp 5 \ch5 
判断 子 集 和 问题 是 否 存在 解 (解法 1) subSuml. cpp 5 \ch5 
判断 子 集 和 问题 是 否 存 在 解 (解法 2) subSum2. cpp 5 \ch5 
求解 皇后 问题 (回溯 法 ) Queen. cpp 5 \ch5 
求解 图 的 m 着 色 问 题 (回溯 法 ) Color. cpp 5 \ch5 
求解 任务 分 配 问 题 (回潮 法 ) Allocate. cpp 5 \ch5 
求解 活动 安排 问题 (回溯 法 ) Action. cpp 5 \ch5 
求解 流水 作业 调度 问题 (回溯 法 ) Schedule. cpp 5 \ch5 
求解 0/1 背包 问题 (队列 式 分 枝 限界 法 ) knap. cpp 6 \ch6 
求解 求解 0/1 背包 问题 (优先 队列 式 分 枝 限 界 法 ) knapl. cpp 6 \ch6 
求解 图 的 单 源 最 短路 径 ( 队 列 式 分 枝 限 界 法 ) ShortestPath. cpp 6 \ch6 
求解 图 的 单 源 最 短路 径 ( 优 先 队 列 式 分 枝 限 界 法 ) ”| ShortestPathl. cpp 6 \ch6 
求解 任务 分 配 问题 (分 枝 限界 法 ) Allocate. cpp 6 \ch6 
求解 流水 作业 调度 问题 (分 枝 限界 法 ) Schedule. cpp 6 \ch6 
求解 流水 作业 调度 问题 (改进 ) Schedulel. cpp 6 \ch6 
【 例 7.2】 Exam?7-2. cpp 7 \ch7 
【 例 7.3】 Exam7-3. cpp 和 Neh7 
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续 表 
所 在 
算法 功能 或 例题 编号 对 应 的 源 程 序 名 章 号 交 件 突 
【 例 7.5】 Exam7-5. cpp 7 \ch7 
求解 活动 安排 问题 (贪心 法 ) Action. cpp 7 Neh7 
求解 背包 问题 (贪心 法 ) knap. cpp 7 \ch7 
求解 最 优 装 载 问 题 (贪心 法 ) Loading. cpp 及 \ch7 
求解 田鼠 赛马 问题 (贪心 法 ) Horse. cpp 7 \ch7 
求解 多 机 调度 问题 (贪心 法 ) Mscheduling. cpp \ch7 
求解 哈 夫 曼 编码 (贪心 法 ) Huffman. cpp 7 \ch7 
求解 流水 作业 调度 问题 (贪心 法 ) Schedule. cpp 7 \ch7 
【 例 8.1】 Exam8-1. cpp 和 Nech8 
【 例 8. 11( 优 化 方法 Exam8-1-1. cpp 8 \ch8 
【 例 8. 2 Exam8-2. cpp 8 \chg 
【 例 8. 3】 Exam8-3. cpp 8 \ch8 
【 例 8. 4】 Exam8-4. cpp 8 \ch8 
求 Fibonacci 数列 Fibonacci. cpp 8 \ch8 
备忘录 方法 求 多 段 图 最 短路 径 的 逆序 解法 Maultistagegraph. cpp 8 \ch8 
备忘录 方法 求 多 段 图 最 短路 径 的 顺序 解法 Multistagegraphl. cpp 8 \ch8 
求解 整数 拆 分 问题 (动态 规划 ) Split. cpp 8 | \chg 
求解 整数 拆 分 问题 (备忘录 方法 ) Splitl. cpp 8 \ch8g 
求解 最 大 连续 子 序 列 和 问题 (动态 规划 ) maxSubSum. cpp 8 \ch8 
求解 三 角形 最 小 路 径 问 题 (动态 规划 ) PathSum. cpp 8 \ch8 
求解 最 长 公共 子 序列 问题 (动态 规划 ) LCSlength. cpp 8 \ch8 
求解 最 长 递增 子 序列 问题 (动态 规划 ) IncSeq. cpp 8 \ch8 
求解 编辑 距离 问题 (动态 规划 ) Edit. cpp 8 \ch8 
求解 0/1 背包 问题 (动态 规划 ) knap. cpp 8 Nech8 
求解 完全 背包 问题 (动态 规划 ) multiknap. cpp 8 Nch8 
求解 资源 分 配 问题 (动态 规划 ) Plan. cpp 8 \ch8 
求解 会 议 安 排 问 题 (动态 规划 ) Meeting. cpp 8 \ch8 
【 例 9.1】 Exam9-1. cpp 9 \ch9 
【 例 9.2】 Exam9-2. cpp 9 \ch9 
【 例 9.5】 Exam9-5. cpp 9 \ch9 
求 最 小 生成 树 一 一 普 里 姆 算法 Prim. cpp 9 \ch9 
求 最 小 生成 树 一 一 克 鲁 斯 卡尔 算法 Kruskal. cpp 9 \ch9 
求 单 源 最 短路 径 一 一 狄 克 斯 特 拉 算 法 Dijkstra. cpp 9 \ch9 
求 单 源 最 短路 径 一 一 贝尔 曼 -福特 算法 Bellman. cpp 9 \ch9 
求 单 源 最 短路 径 一 一 SPFA 算法 SPFA. cpp 9 \ch9 
求 多 源 最 短路 径 一 一 弗 洛 伊 德 算 法 Floyd. cpp 9 \ch9 
求解 TSP 问题 ( 蛮 力 法 ) TSP1. cpp 9 \ch9 
求解 TSP 问题 (动态 规划 法 ) TSP2. cpp 9 \ch9 
求解 TSP 问题 (回溯 法 ) TSP3. cpp 9 \ch9 
求解 TSP 问题 (分 枝 限 界 法 ) TSP4. cpp 9 \ch9 
求解 TSP 问题 (贪心 法 ) TSP5. cpp 9 \ch9 
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续 表 
所 在 

算法 功能 或 例题 编号 对 应 的 源 程序 名 章 号 文件 夹 
求 最 大 流 的 福特 一 一 富 尔 克 逊 算法 MaxFlow. cpp 9 \ch9 
求 最 小 费用 最 大 流 算法 MinMaxflow. cpp 9 \ch9 
向 量 的 基本 运算 算法 Fundament. cpp 10 N\chl0 
求解 凸 包 问题 礼品 包 里 算法 Package. cpp 10 \ch10 
求解 凸 包 问题 Graham 扫描 算法 Graham. cpp 10 | \chl0 
求解 最 近 点 对 问题 的 算法 ClosestPoints. cpp 10 \ch10 
求解 最 远 点 对 问题 的 算法 Mostdistp. cpp 10 \ch10 
随机 数 产 生 器 算法 randomize. cpp 12 \chl2 
【 例 12. 11( 求 x 的 蒙特 卡 罗 型 概率 算法 ) PI cpp 12 | \chl2 
【 例 12. 2](n 皇后 问题 的 舍 伍 德 类 型 概率 算法 ) Queen. cpp 12 | \chl2 
【 例 12. 3 了 (快速 排序 的 舍 伍 德 类 型 概率 算法 ) QuickSort. cpp 12 | \chl2 
求解 旅行 商 问题 (近似 算法 ) TSP. cpp 12 \chl2 

本 书 源 程序 的 说 明 : 


(1) 程序 分 章 组 织 , 例 如 Algorithm\ch2 文件 夹 包含 第 2 章 的 程序 。 

(2) 程序 文件 名 分 为 两 类 ,例如 Algorithm\ch3\Exam3-2. cpp 是 例 3. 2 的 源 程序 ， 
Algorithm\ch4\Knap. cpp 是 采用 回溯 法 求解 0/1 背包 问题 的 源 程序 。 

(3) 所 有 程序 在 VC++6.0 环境 中 编译 运行 。 用 户 将 所 有 源 文件 复制 到 自己 的 文件 夹 
中 ,取消 “只 读 ”属性 。 在 启动 VC++6.0 后 , 单 击 芝 按钮 ,在 出 现 的 打开 文件 对 话 框 中 打开 
指定 的 文件 ,然后 单 击 Build 菜单 中 的 Compile Exam3-2. cpp 选项 进行 编译 ,再 单 击 “ 按钮 
即 可 运行 。 
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